SUPERPOSICION DE M. A S.

Encontrar la ecuacién del movimiento que resulta de la superposicién de dos movimientos

(2 T

armoénicos  simples  paralelos cuyas ecuaciones son X, = A sen\a)t+§ ) y

14
x,=A, sen(a)t + 5) con A, = 2m y A, = 3m. Hacer un grafico de cada movimiento y del

movimiento resultante. Representar sus respectivos fasores.

Solucion: 1.T.T. 97,99, 02, 05
El desfase entre los dos M.A..S. es:

x,(1)= Alsen(a)t+ %) = Alcos(a)t—%)
7T
= (P21=(P2—(P1=€

(

x,(1) = A, sen\a)t + g) =A, cos(a)t)

Como los dos M.A.S. tienen la misma frecuencia angular w el resultado serd un M.A.S.
con dicha frecuencia angular: x(z)= Acos(a)t + (p) . La amplitud A y la fase inicial g las
podemos obtener facilmente utilizando los fasores (ver figura):

A=JF7=yG+7)(F+5) =y AT+ A2+ 24 A,cos @, = 484

Voo 4y Alsen<—%) +0
tgp =22 = 20720 = @=-2083rad =-11.93°

Xo Xg+Xg o A COS{—E\ +A
Ve

x(1) = 4.84 cos(w - 2.083) = 4.84sen(wr - 0.5122)

La representacion grifica de cada M.A.S. y el diagrama de fasores es:
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Determinar graficamente la amplitud de las oscilaciones que surgen a consecuencia de la
adicion de las siguientes oscilaciones en una misma direccién: a) x, = 3.0cos(a)t),

_ (=T _ AN (i) o =
x2—8.Osen\a)t c) ,b) x1—3.OCos\a)t 2},x2—5.OCos\a)t+6}, x3—6.Osen(a)t+Jr).

Solucién: I.T.T. 96, 00, 03

a) El desfase entre los dos M.A.S. es:

x,(£) = A cos(w1)

= Pu=0-@ = =
ﬂ:\ ( \ 20- Y27 "M T T 3
x,(t)=A sen(a)t—— = A,cos, Wt ——
o) = Aysemo =5 = Acosy w1 =)
Como los dos M.A.S. tienen la misma frecuencia
angular @ el resultado serd un M.A.S. con dicha 4
frecuencia angular: x(t)= Acos(a)t+ (p). La amplitud w

Ay la fase inicial @ las podemos obtener facilmente
utilizando los fasores (ver figura):

A= 77 =G +7) G+ 7) -

= \/A12 + Al +2AA,cosq,, =7

0+ Azsen(—%>

tgg = Yo _ Dot Yo _
Yoo Moo 44 cos{—ﬁ\
L 3
= @=-1.714 rad =-98.21° x(t)=7cos(a)t—1.714) I
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b) Los diferentes M.A.S. que debemos combinar son:

4 ) 27
xl(t)=Alcos(a)t—5) C021=C02—<P1=?
(1= Avcos{wr+ ) =21
x, (¢ Azcos\a)t+ c) = Pu=0:-¢
A i
x3(t)=A3sen(wt+n)=A3cos\wt+E) Pn=@s- =7

Como los tres M.A.S. tienen la misma frecuencia angular @ el resultado serd un
M.A.S. con dicha frecuencia angular: x(¢)= Acos(a)t + (p) . La amplitud A y la fase

inicial @ las podemos obtener de nuevo utilizando los fasores asociados a los tres
M.A.S. (ver figura):

A=JFF=y(G+i+7) (F+R+7)=

= \/A12 + Al + A} +2A,A,c050,, + 2A A, cos@y, +2A,A, cos@,, =7

Yo Yo T Yoo + Voo
Xo X T X0 T Xy

\Ase

(
"\ "2)
(_T)
\

+ A, cos
2)

A sen

A cos

/—\/—\

= @ =0.9038 rad =51.79°

x(1) = Tcos(wt +0.9038)

Una particula que se mueve a lo largo del eje X esta sometida a tres movimientos armonicos
de la misma frecuencia, siendo las amplitudes respectivas de cada uno 0.30,0.35 y 0.45 mm
y la diferencia de fase entre el segundo y el primero 25° y entre el tercero y el segundo 35°.
Determinar la amplitud de la vibracion resultante realizada por la particula, asi como su fase
relativa al primero de los movimientos armoénicos anteriores.

Solucién: I.T.T. 01, 04

En vez de trabajar directamente con los tres M.A.S. del enunciado vamos a hacerlo con
los fasores correspondientes. Si tomamos el origen de tiempos cuando el primer M.A.S.
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alcanza su maxima amplitud (lo que equivale a anular la fase inicial de dicho M.A.S.)
los fasores de los tres M.A.S., ., 7, y 7;, mostrardn una orientacion inicialmente (para ¢
= 0) como se muestra en la figura. El hecho de que los tres fasores 7, 7, y 7, giren con
la misma velocidad angular @ da lugar a que el fasor resultante 7 gire también con la
misma velocidad angular. En la figura se muestra ademds de la situacion inicial, la

disposicion de todos los fasores para un ins‘Eante de tiempo posterior.

7y

‘///'—“\\\\\\

\/

La combinacion de los tres movimientos circulares es por lo tanto un movimiento
circular (el médulo de 7 es constante) con la misma velocidad angular. Su proyeccion
sobre el eje X serd por lo tanto un M.A.S. resultado de combinar los tres M.A.S. del
enunciado del problema. Si llamamos A,, A,, A; y A a los médulos de cada uno de los
fasores (o lo que es lo mismo a las amplitudes de los M.A.S. asociados):

x(t) = x,(£) + x,(1) + x5(t) =

= A cos(w t) + A, cos(a) I+ (le) + A, cos(a)t + @, + (p32) = Acos(wt + (p)

La amplitud A del M.A.S. resultante vendra dada por:

=y

4 |-y AR () -

>3

+

=

‘/Alz + A2 + A? +2A A, cos(,, ) + 24, A, c08(¢s, ) + 2A, A cos(g,, + @,) = | 1.00mm

y la fase inicial ¢ la podemos obtener a partir de la situacion para ¢ = O:

y(0) _ 3,(0)+,(0) + y;(0)
x(0)  x,(0)+x,(0) + x;(0)

tgy =

_ Aseng,, + A, Sen((l’n +(,032) - _| 32.55°
= (p =
A + A, cos @, + A, Cos((p21 + (p32)
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Trazar y determinar las ecuaciones de la trayectoria de un punto si este se mueve segun las
ecuaciones: a) x = asen(a)t), y= asen(Za)t),b) X = asen(a)t), y= acos(Za)t).

Solucién: I.T.T. 96, 00, 03

a) En el primer caso: y/a

y= asen(2a)t)= 2asen(wt)cos(a)t) =

0.5

= iZasen(a)t)[l - senz(wt)]l/2

X

Sustituyendo la expresion sen(w 1) = ~ x/a
2 172 2
X\ 2 2 (X
=+2x|1- (— = - =
! { \a/} Mk 4X[l \a/]
b) En el segundo caso:
y = acos(2wt) = a[cos2(a)t) —senz(a)t)] = Va
= a[l ~2sen’ (w t)]
. . X
Sustituyendo la expresion sen(w t) ==
x/1a
2)
X\
=al|l- 2(—
s-ap-23) |

Para 8 =0, n/2, m y 3n/2 encuentre y represente la ecuacion de la trayectoria del movimiento
resultante de dos M.A.S. perpendiculares cuyas ecuaciones son: x =A, sen(a)t) e
y=A4 sen(a)t + 6), conA,=4myA =3m.

Solucién: I.T.T. 97, 01, 04

Para encontrar la ecuacién de la trayectoria y(x) tenemos que eliminar el tiempo en las
ecuaciones que nos dan:

2

x=AXsen(a)t) = sen(a)t)=Ai , cos(a)t)= 1—sen2(a))= 1—(%)

X
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Sustituyendo en la segunda ecuacion:

2

y=A4 sen(a)t + 5)= Ay[sen(a) t)cosé +senécos(wt)]= A, (Ai) COSO +4[1- (Ai) send

Para cada uno de los casos que nos
piden:

6 5-0 = [ v=(2)s

LINEA RECTA

><v

d 6=

(Y

2
2

=y =Ay" 1- (Ai)
2

~ (&) &

ELIPSE HORARIA (v (1=0) >0)

- j

“y

Ay Y A A"
e) 0= = y=—(A_X)X
LINEA RECTA 4,
X
A
2 y y X
3 X -
f) 6=7 = y=—Ay 1—(Z)
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ELIPSE ANTIHORARIA (v (1=0) >0)

Dibujar la trayectoria de un cuerpo sometido a la combinaciéon de dos M.A.S.

5
perpendiculares: x = Acos(a)1 t), y= Bcos((u2 I+ %) con % =5
Solucion: I.T.T. 99, 02, 05

En la figura se muestra la YA

posicion de los fasores de los dos
M.AS. para los primeros 10 O ?EZ
intervalos temporales. En cada
intervalo el primer M.A.S.
(circulo inferior) recorre tres
sectores angulares y el segundo
M.A.S. (circulo a la derecha) s6lo
dos y medio, de acuerdo con la
relacion de frecuencias del
enunciado. Las proyecciones de
dichos fasores a lo largo del eje X
y del eje Y respectivamente nos
dan las posiciones sucesivas del
objeto cuya trayectoria forma una
figura de Lissajous (con un punto
estin representadas las diez
primeras posiciones).
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