SOLIDO RIGIDO

Dadas las masa de los cuerpos m; y m, y el coeficiente de
rozamiento w entre m, y la superficie horizontal, asi como la
masa de la polea m,, que puede considerarse como un disco
homogéneo, calcular la aceleracion del sistema de la figura.

—

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T.T. 04

Vamos a tomar el sentido positivo del movimiento unidimensional del bloque 1 hacia la
derecha. Para el bloque 2 tomamos el sentido positivo de movimiento hacia abajo. Dado
que la cuerda que los une tiene longitud fija las aceleraciones de los dos cuerpos son
iguales a =a, = a. Para la polea tomamos el sentido positivo de giro horario. En la
periferia de la polea la aceleracion tangencial también serd a con lo que su aceleracion

a . . y
angular serd: a = R donde R es el radio de la polea. Teniendo en cuenta que la tension

de la cuerda que tira de los cuerpos 1 y 2 es diferente para cada uno de ellos debido a
que la polea posee un momento de inercia (no es una polea ideal sin masa) y dibujando
el diagrama de fuerzas para los dos bloques y para la polea y aplicando la segunda ley

de Newton: B
- - T
le B Tzf
1 .
o, | 1 [ 2 T,
g g 1 \(a)
*’"lg *ng TR-TR=1 _(1 R\ =
M AREIE= ™ NR)
I, -umg=ma mg—T,=mya |
= TZ—T1=5mpa

Tenemos tres ecuaciones con tres incognitas. La solucion es:

T;:

(

|

1
m2(1 +,u) +Eump

)

Lml(l+y)+—mpJ

1
m1+m2+5mp

)

Jmlg

m,g
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Un cilindro homogéneo pesado tiene una masa m y un radio R. Se ve
acelerado por una fuerza T que se aplica mediante una cuerda
arrollada a lo largo de un tambor ligero de radio r unido al cilindro
(ver figura). El coeficiente de rozamiento estatico es suficiente para

que el cilindro ruede sin deslizar. a) Hallar la fuerza de rozamiento.

b) Hallar la aceleracion del centro del cilindro. c) (Es posible escoger r de forma que la
aceleracion sea mayor que 7/m? ;Cémo? d) ;Cual es el sentido de la fuerza de rozamiento

que aparece en el apartado c¢)?

Solucién: I.T.I. 01, 04, I.T.T. 04

a) y b) Aplicando la segunda ley de Newton para la
traslacion y para la rotacion.

T

/1 NMcu) 1 a =
Tr+F R=Io= \ R}\ N /_ZMRCM
e 2 2. ki
Fu=3(l-R)T  en =3\*R)H I

d) Si sustituimos el resultado anterior en la expresion del médulo de la fuerza de
rozamiento nos sale un valor negativo, lo cual es absurdo. Esto implica que en este
ultimo caso la fuerza de rozamiento no estd orientada hacia la izquierda como se
habia supuesto en los célculos iniciales, sino hacia la derecha, en el sentido del
movimiento del cilindro. Es 16gico, ya que si queremos que la aceleracion sea mayor
que 7/M tenemos que tener una fuerza adicional que empuje hacia la derecha
ayudando a la tension 7.
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En un sistema como el de la figura constituido por un anillo de radio
r, = 0.1 m y masa m= 5 kg, un cilindro homogéneo de radio
r,=0.15m y masa m, = 13 kg y una masa m de 12 kg, soltamos ésta
ultima desde el reposo y la dejamos descender 6 m. Despreciando el
rozamiento calcular: a) la velocidad final de la masa m, b) su
aceleracion, c) las aceleraciones angulares del anillo y del cilindro, d)
la tension en las cuerdas.

Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01, 04

a)

b)

d)

Fisica

Si tomamos el sentido positivo de movimiento hacia abajo para la masa que cae y
tomamos sentidos positivos de giro horario para el anillo y antihorario para el
cilindro sus velocidades angulares estardn relacionadas con la velocidad de caida del

v v . , . . .

cuerpo: w, =— y o, =—. Tomando como origen de energia potencial gravitatoria

i r
1 2

cuando se encuentra m en el punto mds bajo y aplicando la conservacién de la

energia:

E . =mgh
e ¢ Earriha = Eabajo =
1 1 1 )
Eabaw=§mv +§Ila)1 +§]2(1)2 _ 775m /s
2 1 2
I, =mpn 12=5m2"2

.. . 2 2
En un movimiento uniformemente acelerado tenemos que: v =v, + 2ah donde h es
el recorrido realizado por el cuerpo desde la situacion inicial. En nuestro caso la
velocidad inicial v, es nula y por comparacion con el resultado anterior:

( )

v2=2Llh - q-—28 . 5.00 m/s’
m+ m; +—m, m+ml+ﬁ
2 2
Para el anillo y el cilindro tenemos:
a=2=| 500rad/s’ o =—=| 334rad/s’
h h

Aplicando la segunda ley de Newton a la rotacion del anillo y del cilindro
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Tln=lla1=(mlnz)(£)=mlan = T=ma=| 250N

mya=| 325N

1
In=1La,= (Emzrzz)(

a) 1
—|==—myar, = 1T1T,=
h

Con el fin de determinar el momento de inercia de una polea de 600 mm de radio, se cuelga
un bloque de 12 kg de masa por medio de una cuerda inextensible y sin masa. Se observa que
el bloque desciende 3 m en 4.6 s cuando parte del reposo. Para eliminar los calculos de
rozamientos en la polea se utiliza otro bloque de 24 kg de masa, que desciende los 3 m en 3.1
s. Suponiendo que el momento de rozamiento no varia calcular el momento de inercia de la
polea.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

Dibujando el diagrama de fuerzas para la polea y el bloque y planteando la segunda ley
de Newton en los dos casos:

if *ai T, .

y teniendo en cuenta que segun los intervalos de tiempo que nos dan y dado que el
movimiento de los bloques es uniformemente acelerado:

m,(g 1 g 1 £ 2
- J=|22le_Z|_[&£_= 2| mR* =| 1120 ke m>
[m, (zs ) (zs )]( ! i
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Una bolita, inicialmente en reposo en el punto mas alto de una gran esfera fija, comienza a
rodar sin deslizamiento por la superficie de la esfera. Determinar el angulo desde el polo de la
esfera hasta el punto donde la bolita pierde el contacto con aquella.

Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01, 04

Primeramente vamos a aplicar el principio de conservacion
de la energia para calcular la velocidad de la bolita en
funcion del angulo a medida que se desplaza sobre la esfera.
Vamos a llamar r y R al radio de la bolita y de la esfera
respectivamente. A medida que la bolita rueda la velocidad
de traslacion de su C.M. y su velocidad de rotacién estan

relacionadas por la condicion de rodadura: v, ,, =wr.

Si tomamos el origen de energias potenciales gravitatorias en el ecuador de la esfera (jla
altura que aparece en la expresion de la energia potencial gravitatoria es la del C.M.!):

E = mg(R + r)

arriba

E

arriba = E abajo =

1
E, . =mg(R+ r)cost9+§mvé'M_ +51C_M_a)2

abajo

10
Vi = SR + 1)1 cosd)

Aplicando la segunda ley de Newton y teniendo en cuenta que el C.M. de la bolita
realiza un movimiento circular de radio R + r podemos calcular la fuerza normal que
aparece en el contacto entre los dos cuerpos :

2
vC'M') = Emg(l - cosh)

mg+N +F =md., = mgcos0-N=ma., =m -

roz.
normal (R +r

La bolita se despegarda de la superficie cuando N = 0. Si llamamos 6, al valor del

critico
angulo en ese momento:

10 10 -
mgCOSQ =7 mg (1 - Cosgcrl'tico) = Cosgcrm’co = ﬁ = cht’tico - 54

critico 7
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Un disco A gira a una velocidad angular w,, otro disco B tiene un momento de inercia 3 veces
menor que el A y gira con una velocidad angular dos veces mayor y en sentido contrario. Se
deja caer el disco B sobre el A y en el acoplamiento se pierde 315 J en forma de calor.
Calcular las energias cinéticas iniciales de ambos discos.

Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01, 04

Aplicando la conservacion del momento angular en el choque podemos calcular la
velocidad angular conjunta con la que giran finalmente los dos discos:

(1,
_IAwA+\§IA/(—2wA)_lw
) (L,y 4

IA+\3IA)

_ low, +I1,0,

Lo, +1w, =(I, +1,)0 = 7

La variacion de energia cinética de rotacién producida en el choque sera:

1 1 1
AE, = E(IA +IB)w2]— [EIA W’ +§13w§] =

V(LN (L, 11 2]
W\7 ) }_[EIA“’A "33k 20l ]'

W]

L
T2\t

27
=_£1ij =-315] = I,w;=280]

Las energias iniciales de rotacion de los dos discos serian por lo tanto:

1
Ec.rot.A = EIA a)A = 140 J |

2
2
Iy =5(51A) (—ZwA) =§IA w;=| 186717
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Dos nifos cada uno con una masa de 25 kg estdn sentados en extremos opuestos de una
plancha horizontal de 2.6 m de largo y una masa de 10 kg. La plancha esta rotando a 5 rpm
con respecto a un eje que pasa por su centro. a) ;Cudl serd la velocidad angular si cada nifo
se mueve 60 cm hacia el centro de la plancha sin tocar el piso? b) ;Cual es el cambio en la
energia cinética de rotacion del sistema? ;De donde viene dicho incremento de energia?

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a) El momento angular del sistema no puede variar debido a interacciones internas con

lo que:
L
Antess. L=Iw= [me.ﬁo(g) m,,mL2
L\ o1
Después: L' =1'w' = 2mmﬁo(— - d\ +—m,, Lo
\2 7] 12
Igualando:
nifio ( ) + _n/lbarraL2
= o= > w=| 150rpm=1.57rad /s
(L_ A\, 1 )
2l/nnmo d + _mbarraL
277 "2

b) El cambio en la energia cinética de rotacion es:
' 1 r,o12
AE=FE'-E= 51 o' -

[2 (L)', 1

m ..
=T > m, d(L-d)w*=| 24.6]
(L 1 '

2m, . ——d\ +—m, I’
nlno\ 2 } 12 barra

Dicho incremento de energia cinética de rotacion se debe a una disminucion similar
en la energia potencial interna del sistema debido al trabajo muscular de los nifios
para acercarse al centro, permaneciendo la energia propia del sistema (energia
cinética mas potencial interna) constante.
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Suponga que a un disco sélido de radio R se le da una velocidad angular w, respecto de un eje
que pasa por su centro y después se baja hasta una superficie horizontal dspera (coef. de roz.
w) en donde se suelta. Demostrar: a) que la velocidad angular del disco una vez que se
establece el movimiento de rodadura es wy/3, b) que la fracciéon de energia cinética que se
pierde desde que se libera el disco hasta que comienza a rodar sin deslizar es de 2/3, ¢) que el

. . .. . W . .
tiempo que tarda en alcanzar dicho movimiento esta dado por 3 %,y d) que la distancia que
ug
2 2
. . . R w,
recorre el disco durante dicho tiempo es Bie
ug

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a) y c) Dibujando el diagrama de fuerzas, aplicando la
segunda ley de Newton para la traslacion y la rotacion y
teniendo en cuenta que inicialmente esta deslizando:

N-mg=0 = N-=mg

F MN
roz. ma a m m ug
F R R
-F,_ R=Ia = a=-— =_;11mg __p K8
I —mR* R
2

Aplicando las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado para la rotacion
y la traslacion y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del movimiento
(ponemos el crondmetro a cero cuando el disco entra en contacto con el plano
horizontal) podemos calcular en funcién del tiempo las velocidades de traslacion y
rotacion:

V(t) = Vinicial tat= Mgt

(U(t) = wim’cial tat= wO - z%t

Podemos calcular en que instante 7=t * se alcanza la condicién de rodadura:

v(t*) = ugr*

v(t%) = (19 R

a)(t*)=w0—2%gt*

Rw,
3ug

= ugt*=w,R-2ugt* = t*=

Las velocidades de traslacion y rotacion seran en dicho momento:

v(t¥)==w,R  o(t*) =z,

w| =

W | —
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A partir de que se ha alcanzado la condicién de rodadura las dos velocidades
permaneceran constantes (no habra rozamiento con el plano horizontal), asi como la
energia del disco.

b) La variacion de energia sufrida por el disco debida al rozamiento sera:

1 2 1 2 1
AE = Eﬁnal - Einicial = [EmV(t*) +§IU)(Z'*) :| - [Elwg] =

meetr e o]

__2 lmR2a)2 - _3
3|4 0 b

3 inicial

d) La distancia recorrida por el disco durante todo el tiempo que estuvo deslizando
sera:

O R R'w,
X = - =
ug 5 usg 18ug

y el dngulo girado por el disco desde el inicio hasta dicho momento ser4:

1 ug ug .. 2Rwy
6’(t)=a)0t+§at2=a)0t—?t2 = Q(l‘*):wot*_?t*z:TgO

Se puede verificar que la energia perdida por el disco coincide con el trabajo realizado
por la fuerza de rozamiento (téngase en cuenta que la fuerza de rozamiento va a favor de
la traslacion mientras que el momento de fuerzas de rozamiento va en contra de la
rotacién):

W, = Fox(t9)- 7,609 = F, x(t%) -7, 6(t%) =

R*w} 2Rw; 1
= umg( wo) - ung( wo) =——mR’w; = AE
18ug Yug 6

Una esfera rueda sin deslizar por un plano horizontal rugoso con velocidad v,, y empieza a
subir por un plano inclinado. a) ;Cudl es la altura que alcanzara si el plano inclinado es
también rugoso y sube rodando sin deslizar? b) ;Y si el plano fuese liso y subiese
deslizando? c¢) En este segundo caso cuando vuelva al plano inclinado y empiece a moverse
por el plano horizontal razone cémo serd inicialmente el movimiento ;se deslizard o rodara?

d) (Cual sera la velocidad final de traslacion que alcanzard la esfera?
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Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01

a)

b)

Fisica

A medida que asciende por el plano inclinado

disminuye la velocidad de traslacion. Si el v,

plano es rugoso aparece una fuerza de Wy = R

rozamiento que suponemos suficientemente \‘

intensa como para que sea capaz de disminuir Q_, vy }}'
la velocidad angular de la esfera de forma que F,..
siga manteniéndose la condiciéon de rodadura

v =wR (segun la figura hemos cogido sentido positivo para la traslacion hacia la
derecha y sentido positivo de giro el horario). Dicha fuerza de rozamiento actua por
lo tanto introduciendo un momento de fuerzas en sentido antihorario frenando la
rotacion, como se indica en la figura (jobsérvese que sin embargo actua
favoreciendo el ascenso de la esfera!). La fuerza de rozamiento en un movimiento de
rodadura no realiza trabajo, por lo tanto la energia de la esfera se conserva. Cuando
alcance el punto mads alto la velocidad de traslacién, y consecuentemente también la
de rotacion, se habran anulado. Las energias cinéticas de traslacion y de rotacion se
habran transformado en energia potencial gravitatoria. Tomando como origen de
energia potencial gravitatoria la altura del C.M. de la esfera cuando rodaba por el
plano horizontal podemos escribir:

1 1
—Mv, +=Iw, = Mgh

2 2
— _i( 2+i 2\_i(v2+(2 2\/"_0\2\_ [/ V;
M=\ ) T 2GRN R) )T m(g)

Si el plano fuese liso y subiese deslizando al no existir fuerza de rozamiento que
ejerza un momento de fuerzas el movimiento de rotacidén horario se va a mantener
constante. Cuando llegue al punto mas alto la velocidad de traslacion se anulara,
siendo la velocidad de rotacion la misma que tenia inicialmente. En este caso sélo la
energia cinética de traslacion se ha transformado en energia potencial gravitatoria,
con lo que podemos escribir:

Uviomgr = -] A%
2 0~ 8 - 2 g

La altura alcanzada en este caso es inferior a la alcanzada en el apartado a) (16gico
ya que en aquél caso la fuerza de rozamiento ayudaba al ascenso de la esfera).

En este segundo caso cuando vuelva al plano horizontal se

invertird el proceso y la energia potencial gravitatoria se YV
transformara en energia cinética de traslaciéon. La esfera Do = R
alcanzara por lo tanto la misma velocidad que la que tenia -V, \‘
cuando empez0 a subir por el plano pero ahora moviéndose ﬁ/
hacia la izquierda. El punto de contacto de la esfera con el =

plano horizontal estd deslizando hacia la izquierda, con lo E,.

que aparecera una fuerza de rozamiento hacia la derecha que
contribuird a frenar el movimiento de traslacion hacia la izquierda y a disminuir el
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d)

Fisica

movimiento de rotacion horario intentando acompasar de este modo la velocidad de
traslacion y la de rotacion hacia la condicién de rodadura.

Aplicando la segunda ley de Newton para la traslaciéon y la rotacién podemos
calcular las respectivas aceleraciones (recordemos que nuestro sentido positivo de
traslacion ha sido escogido hacia la derecha y el de rotacion ha sido escogido
horario):

F uMg
roz. M M Mg
F_R MgoR 5
-F, R=1.,a = oa=-—"% I - A -1
' ' Tey %MRZ 2 R
5

Aplicando las ecuaciones del movimiento uniformemente acelerado para la rotacion
y la traslacion y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del movimiento
(ponemos el crondmetro a cero cuando ha acabado de descender del plano inclinado)
podemos calcular en funcidn del tiempo las velocidades de traslacion y rotacion:

V(l) = Viniciat + at= Vo + ugt
w(t) = Wiciq T A=W, —éﬁt

Podemos calcular en que instante 7=1t¢* se alcanza de nuevo la condicién de
rodadura:

v(t*) = —v, + ugt*

5 ug
w(t*)=w, —=—1t*
(1) =-S5
4
= -V, +ugtt=w,R-—-ugt* = pre—lo
T ug

Las velocidades de traslacion y rotacion seran en dicho momento:

3 3 3
v(t*)=—7vo a)(t*)=—7w0=—7

o,
R

A partir de que se ha alcanzado la condicién de rodadura las dos velocidades
permaneceran constantes (no habra rozamiento con el plano horizontal).
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En el dibujo de la figura tenemos un cilindro
inhomogéneo de radio R, masa M y momento de
inercia I, = KMR®. Dicho cilindro est4 sujeto por
un cable y se encuentra situado sobre un plano
inclinado un angulo ¢. a) Determinar el valor
minimo del coeficiente de rozamiento estatico para
que el cilindro no deslice. b) Suponiendo que el
cable se rompa ;cual serd la velocidad que alcance
el cilindro en el punto 2? ;y su aceleracion? c)
(Cudl debe de ser el valor minimo del coeficiente
de rozamiento estatico para que el cilindro no
deslice en su recorrido de 1 a 2? d) Si el cilindro
choca con la barra de la figura (de masa m) con la
misma velocidad con la que llegé al punto 2 de forma que su velocidad se anula, determinar
la velocidad del C.M. de la barra después del choque. e) ;Cudl es la reaccion en el punto A
sobre la barra justo después del choque?

Solucién: I.T.I. 04, I.T.T. 01

a) Como el cilindro se encuentra en equilibrio la fuerza total y T N
el momento de fuerzas total que actdan sobre él deben
anularse para no producir ningin tipo de aceleracion.
Aplicando las leyes de Newton: =
N - Mgcosp=0 ) Mg
N = Mgcosp
Mgsengp-T-F, =0 = 1
Frpe = T=7 Mgseng
F,.R-TR=0

La fuerza de rozamiento es estdtica y no puede sobrepasar su valor maximo:

F;oz. = Froz.mdx. = ‘LLeN = MeMgCOSCD
1 1
= EMgsen(ps u,Mgcosp = u, = Etgcp

b) Suponemos que en la bajada por el plano inclinado el rozamiento es lo
suficientemente importante como para que no deslice y se produzca el movimiento
de rodadura. En este caso la fuerza de rozamiento que aparece es estdtica y no
realiza trabajo con lo que podemos aplicar la conservacion de la energia. Tomando
como origen de energia potencial gravitatoria la altura del C.M. del cilindro cuando
se encuentra en 2:
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d)

Fisica

E, = Mgdseng

E=E, =
| 1 2
E2=§MVCM +§IC.M.(’U r
20
Vew. = | Jl—2=)ea
I, =KMR’, w=VCRM~ o= Y\ 17 k845N

Comparando el resultado obtenido con lo que nos dicen las ecuaciones del
movimiento uniformemente acelerado:

2

v
2 2 _Yem. _| gsen
Ve, = Ve niea T20d = a= = P

2d I+K

En el apartado anterior hemos supuesto que la fuerza de rozamiento era lo
suficientemente intensa para que no hubiese deslizamiento sino rodadura. Dibujando
el diagrama de fuerzas sobre el cilindro y aplicando la segunda ley de Newton a la
traslacion y a la rotaciéon podemos calcular su valor:

\ N
N — Mgcosp=0 N = Mgcosp
gseng
Mgsen(p_Froz.=MaC<M* = Gem.= 1+K ﬁ;"oz
a K ) | g
F OR-1I =KMR2(C.M.\ F ={—— M M
k=l = (MR = (T Mesen? ’

(el calculo anterior confirma el resultado sobre la aceleracion obtenido en el
apartado b))

La fuerza de rozamiento es es| (%) tgg fle sobrepasar su valor maximo:
+

F;oz. = Froz.mdx. = AueN = MeMgCOS(p
K
(ﬁ) Mgseng < u,Mgcosp

= Aue = lu’e,ml’nimo =

Si consideramos el conjunto cilindro-barra no podemos considerar que el momento
lineal vaya a conservarse en el choque ya que durante éste el enganche A en el
extremo superior ejerce una fuerza intensa para evitar que la parte superior de la
barra se despegue del techo. En otras palabras, el choque se produce al mismo
tiempo entre tres cuerpos, el cilindro, la barra y el armazoén (jtoda la tierra!) al que
estd enganchada la barra. Si quisiéramos aplicar la conservacion del momento lineal
tendriamos que tener en cuenta estos tres cuerpos en nuestras ecuaciones.

En cambio si que podemos aplicar la conservacion del momento angular si lo
calculamos respecto del punto A ya que la fuerza del armazon sobre la barra en el
enganche A no produce ningin momento de fuerzas respecto de dicho punto.
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Tomando el origen de coordenadas en el punto A y el eje Z hacia fuera del plano de
la figura podemos escribir entre justo antes y justo después del choque:

—

. rA M -
Antes‘ L chlmdro Lctlmdro + rC.M .cilindro X Pcilindro
A
L Lctlmdm,z - _IC.M .cilindmwcilmdro + MVC.M .pilindma

Después: [* =L

‘barra

72

} wbarm

wl.—

A g4 (
Lz = Lbarra,z = Iz,barm barra ~ \

Igualando los momentos angulares:

[ M\ [a-KR\ |2gdseng
= O =N\ TE N TIRE

La barra va a comenzar a rotar alrededor del eje Z'y la velocidad de su C.M sera:

; cw. (EN_| 3(M\(a-KR\ [2gdseng
C M .barra barra\z} 2\m}\ 7 } 2K

e) Teniendo en cuenta que el C.M. de la barra va a
realizar un movimiento circular que no va a ser
uniforme su aceleracién presentard en general dos
componentes, una tangencial y una normal. En la
situacion que se muestra en la figura justamente
después del choque si aplicamos la segunda ley de
Newton para variables de rotacidon tenemos que:

t

EiA=O = a=0 = a =0

Al ser inicialmente nulo el momento de fuerzas
respecto del punto A no habrd en ese instante
aceleracion  angular 'y  consecuentemente la ~ -
componente tangencial de la aceleracion del C.M. de

la barra también serd nula. En cuanto a la componente normal tenemos que:

2
v CM .parra

“=Tr 2

Aplicando la segunda ley de Newton para variables de traslacion:
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Fisica

RA + mg = maCM Lbarra

=
R,,=ma, =0
(2m)\ ,
RA,y mg=ma, = \T} vC.M.,ba)ra
= R (2m\ 2

Ay = mg + \T} VC.M.,barm -

M\’(a-KR\’(d)\(seng)
met N \ T \ DN
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Plantear de nuevo las ecuaciones que resolvian los siguientes problemas de dindmica (ver
figura) teniendo en cuenta poleas con masa.

e AN g
A AL S

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

Al poseer masa las poleas las tensiones a ambos lados de la cuerda que pasa por dichas
poleas ya no seran por lo general la misma.

En el caso del carro acelerado, como los 1
bloques se encuentran en reposo ' :
respecto del carro, la polea no posee
aceleracion angular. Aplicando la
segunda ley de Newton a la rotacién de
la polea:

TN T ST
L7 L PR T
AL }.‘-.».‘ SIS

T2Rpolea - TlRpolea = Ipoleaa = 0 = T; = T2 = T

Vemos que en este caso el hecho de que la polea tenga masa no cambia nada de los
resultados obtenidos cuando la polea era ideal sin masa.

En el caso del plano inclinado los bloques estan acelerados respecto de dicho plano con
lo que las poleas tendrédn aceleracion angular. En vez de una tnica tension tendremos en
este caso tres tensiones y dos aceleraciones angulares, necesitamos por lo tanto cuatro
ecuaciones mds para completar el sistema de ecuaciones. Aplicando la segunda ley de
Newton a la rotacion de cada polea:

R a T,
TA Y Tc
T,
[2%]
T,R -T,R =I0, T.R,-T,R, = La,

Las dos ecuaciones que nos faltan las sacamos de la relaciones entre las aceleraciones
angulares de las poleas y las aceleraciones de traslacion de los bloques. Dichas
relaciones son en realidad relaciones entre las aceleraciones angulares de cada polea y la
aceleracion tangencial en la cuerda que las rodea. En nuestro caso:

a =R, ay =R,

Estas ecuaciones junto con: T, - u,,m,gcos0—m,gsenb=m,a,
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a

ay == my o8O — Ty = Te = g, mpgsen 6 = mya,

completan nuestro sistema de siete ecuaciones con siete incognitas: a,, az, T, Ty, T¢,
y .
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La barra de la figura se separa muy ligeramente de la posicion
vertical de forma que empieza a caer. Calcular en funcién del
angulo de inclinacién 6: a) su velocidad angular, b) su aceleracién
angular, c) la aceleracién de su centro de masas, d) la fuerza de
rozamiento y la reacciéon en el punto de apoyo. Si el punto de
contacto de la barra con el suelo comienza a deslizar cuando el
angulo de inclinaciéon es de 30° calcular e)el coeficiente de
rozamiento estético con el suelo.

CM. g__

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a) Aplicando la conservacion de la energia desde que estaba practicamente vertical
hasta que forma un dngulo 6 , y teniendo en cuenta el momento de inercia de la

barra respecto a su extremo tenemos que:

L L 1
Mg— = Mg—cosO +—Iw’ —
2 2 2 = a)(6)=J 3\5}(1-cos0)
I=1ML2 "
3

b) Dibujando el diagrama de fuerzas sobre la barra y teniendo
en cuenta que su centro de masas estd realizando un

giro

o . . L
movimiento circular de radio r, = 5 que por lo tanto su

aceleracion tendrd una parte tangencial y otra normal, al
aplicar la segunda ley de Newton para el movimiento
angular tenemos que:

t=la = Mg—sen@ ( )a

(8)
\L)

sen6

t\)lw
S~ Jog

= | a6)=

¢) Con lo cual las aceleraciones normal y tangencial de su centro de masas seran:

a =wr, = (%) =(%>g(l—cos0) a, = —a(

n gzro

B (3
>~ \gssend

d) Planteando la segunda ley de Newton para las fuerzas del diagrama anterior:

F, = M(atcosﬂ—an senH)

roz.

NF=Mi=M(G,+a,) =

Fisica Tema

R-Mg= M(—at senf — a, cos 6)
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Sistema cuya solucion es:

B = %Mgsene(gcose = 1) R=Mg l— e cosH(—cosB 1)]

roz.

e) Si la barra comienza a deslizar cuando 6= 6, = 30°, entonces en dicho instante la
fuerza de rozamiento, que era estatica, habra alcanzado su mdximo valor permitido:

sz_(ed) =,u€R(6d) = —Mgsen@ (—cos@ 1) =u,Mg

1 3 (3 \
— +—=—co0s8,; —cosO, -1
4 2 N2 /]

6sen0d<§cost9d —1)

- u- _| 035

1+6cost9( —cos b, 1)

Calcular el periodo de las pequefias oscilaciones para una
bolita de radio r oscilando en la parte inferior de una cavidad
esférica de radio R.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

Llamemos @, a la pequefia desviacion angular inicial desde la que se suelta la bolita.
Tomando para simplificar como nivel nulo de energia potencial la situaciéon de minima
altura de la bolita y aplicando la conservacion de la energia entre dicha situacion y la
situacion inicial:

Etmcml ng(l - COSH ) =~ ng(z 0)
) Einicial = Eabajo =
e Lo L (Vag ,
abajo — Emvabajo. +E CM. r r (é R\ P
5 aba}o \ 7 /
2
I, = gmr
Donde hemos utilizado las aproximaciones:
sen 6 0_>1 0
= ) /2 1
= cos=(1-sen’0) ~(1-07) " ~1-6°

(1+6)" = 1+nd

<<l

La bolita realiza un movimiento oscilatorio de amplitud angular 6,. La velocidad
angular de dicho movimiento es maxima cuando la bolita pasa por el punto de
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equilibrio, es decir por su punto mds bajo, con lo que teniendo en cuenta que el centro
de masas de la bolita realiza un movimiento circular de radio (R -7r):

(A6 _(dO) _ Vaw _{
ar) .\ =78

mdxima abajo ( )

\]lU‘

\
} (R-r)

Y recordando que en un movimiento armoénico simple la médxima velocidad esta
relacionada con la amplitud a través de la frecuencia angular w del movimiento:

(d9y o (5 3"
\ar) ©0, ®- )\78R/

mdxima

con lo que el periodo de las pequeiias oscilaciones vendrd dado por:

i
w

(&

T=2=| =& 'r)\7gR>

Un aro, un cilindro homogéneo y una esfera homogénea todos de masa m y radio r ruedan sin
deslizar por un plano inclinado un dngulo ¢. Determinar: a) cudl de estos cuerpos bajard mas
rapidamente y cuales serdn las aceleraciones respectivas. b) el valor minimo del coeficiente
de rozamiento compatible con el movimiento de rodadura.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a) Sino hay deslizamiento la fuerza de rozamiento que aparece es estdtica y no realiza
trabajo con lo que podemos aplicar la conservacion de la energia. Tomando como
origen de energfa potencial gravitatoria la altura del C.M. del cuerpo cuando ha
descendido una distancia d por el plano inclinado:

Earriba = Mgd Sen(p =

arriba — abajo

E . =

|
abajo = 7 Mvey + 5100

: (2

—— gdsen
Yem. =\ T4 g )84 5NY

L., =KMR®, o=-SL

Teniendo en cuenta que en un movimiento uniformemente acelerado:
2 .
V final = +2ad, comparando con el resultado anterior tenemos que la

zm( ial

aceleracion de bajada del cuerpo es:

_ gseng
1+K

Aquél cuerpo cuyo momento de inercia tenga un coeficiente K menor serd el que
descienda con mayor aceleracion, en nuestro caso es la esfera:
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Paraelaro: K=1 = a_= %gsen(p

1
Para el cilindro: K = ) = Aayie = % gseng
] 2 5
Para la esfera: K = 3 = Ay, = = gseng

b) La fuerza de rozamiento es la responsable de la aceleracion angular de estos
cuerpos, con lo que:

F. R=Ia=KMR’a = F,=KMRa= I(Ma—(1 )Mgsen(p

roz. roz.

Como esta fuerza de rozamiento es estatica tendra un valor maximo:

K\

F;’oz. = Froz.mdx. = ( 1 } Mg Sen(p = Au’est N AuestMCOS (p
(K )
Auesf \1 K}g g(P
Con lo que:
Para el aro: K =1 = Auest minimo — %gtg(}? |

1
Para el cilindro: K = 5 = WUy minimo = %g sen@

2
Para la esfera: K = g = WUy minimo = %gsen(p
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Los cuerpos del problema anterior deben realizar un rizo vertical de radio R. ;Desde que
altura minima 4 deben dejarse caer para que consigan realizarlo?

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

Vamos a aplicar la conservacion de la energia entre la situacion inicial a altura # y la
situacion en la parte mds alta del rizo, donde tomamos el origen de energia potencial
gravitatoria (a altura (2R - r) sobre el suelo).

inicial = Mg[h - (2R— r)] —

inicial — ™ final

h = (1+K)v2 +(2R-71)
28

En la cima del rizo si dibujamos el diagrama de fuerzas y planteamos la segunda ley de
Newton, teniendo en cuenta que el centro de masas del cuerpo realiza un movimiento
circular de radio R-r:

mg+N=ma=m—— | ___ _____( )e___
-r = v=4gR-7) \1 a
N =0 N mg
Con lo que:
1+K 1+K

hmz’nima = ( ;g )Vri[nima + (2R - r) = ( +2 )(R - r) + (2R— r)

Paraelaro: K =1 = h,...=| (3R-2r)
o 1 1
Para el cilindro: K = ) = h,. = Z(l IR-17r)
2 1

Para la esfera: K = s = h. = E(27R —17r)
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Un trompo con forma de paraboloide de masa M, altura H y radio R
estd girando alrededor de su eje de simetria con una velocidad
angular w. Dicho eje de simetria forma un angulo 6 con la vertical.
Calcular: a) el momento angular del trompo respecto del punto de
apoyo debido solamente al movimiento de rotacién alrededor de su
eje de simetria, b) la velocidad angular £ de precesion del eje de
simetria alrededor del eje vertical.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a)

Fisica

Si llamamos Z al eje de rotacién del paraboloide, colocamos el origen de
coordenadas en el vértice y dividimos el paraboloide en rodajas de espesor dz la
cantidad de masa contenida en una de las rodajas sera:

R2
dm = prridz= pn(ﬁz) dz

La ecuacion del paraboloide nos da la relacion entre la coordenada z y el radio r de
las rodajas que hemos utilizado en el célculo anterior:

2
z=kr 12

H=kR’
El momento de inercia respecto del eje Z sera la suma de los momentos de inercia de
todas las rodajas:
H
1 1 (R 1
I=[dl = szmﬁ - Jipn(?)zzdz= E/MR4H
0
Para escribir el resultado en funcion de la masa del paraboloide:

H
R’ 1 ) 2M
M=fdm=Jpn(ﬁz) dz=§pﬂRH = p_J'ERzH

0

. . . . 1
Sustituyendo en la expresion del momento de inercia: I, = §M R’

El momento angular debido al movimiento de rotacion alrededor de su eje de
simetria sera:

L=1w= %Msz
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Mgb
b) La frecuencia angular del movimiento de precesion viene dada por: Q= Tg’

donde b es la distancia del centro de masas del gir6scopo al punto de apoyo, en
nuestro caso b =z.,, +a.

El volumen de cada una de las rodajas es:
RZ
dV =mridz=n|—z|d
JTr azg JT( H Z) 74

El volumen total del paraboloide es:

H
R’ 1
V=de= Jn(ﬁz) dz = EJTRZH
0

La coordenada z del C.M. sera:

L (R o 1 s
deV=JEE(E)ZdZ=gJTRH

Mg(%H + )

Y | g2H+3q)

Con lo que la frecuencia de precesion serd: Q = I = o
)
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Tenemos un péndulo formado por un disco homogéneo de radio R y
masa M y una barra también homogénea de longitud L y masa m
unidos entre si. Calcular: a) la posicion del C.M. de dicho péndulo,
b) su momento de inercia respecto del eje de rotacion que pasa por
el enganche A, c) el periodo de las pequefias oscilaciones alrededor
de la vertical. d) Si se suelta desde un angulo 6, con la vertical,
calcular la fuerza que el enganche A realiza sobre dicho péndulo
cuando pase por la vertical.

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a) Podemos dividir el péndulo en dos piezas sencillas: una barra rectilinea y un disco
con sus centros de masa a L/2 y a (L + R) respectivamente del enganche en A. El
centro de masas del péndulo se encontrard por tanto a una distancia de dicho

enganche dada por:

(L)
mbsmil ") + M(L+ R)

= |/
M m +m, m+ M

b) El momento de inercia respecto de un eje que pase por A serd la suma de los
momentos de inercia de la barra y del disco, y para este ultimo utilizamos el teorema

de Steiner:

IA = Ibarra,A + Idisco,A = Iharra,A + I

disco,
centro 3

s M(L+R) =| Ly %MRz + M(L+R)

c) El periodo de oscilacién para pequefias amplitudes viene dado por:

T - E= 2 -| am , I,
w M,,..8% v (M +m)glC.M.

I,

d) Teniendo en cuenta que el C.M. del péndulo va a realizar
un movimiento circular que no va a ser uniforme su
aceleracion presentard en general dos componentes, una
tangencial y una normal. En la situacion que se muestra en
la figura, justamente en la situacion vertical, si aplicamos
la segunda ley de Newton para variables de rotacion
tenemos que:

Ef =0 = a=0 = aq =0

iA

i

Al ser inicialmente nulo el momento de fuerzas respecto
del punto A no habra en ese instante aceleracion angular y

Fisica Tema
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consecuentemente la componente tangencial de la aceleracion del C.M. del péndulo
también serd nula. En cuanto a la componente normal tenemos que:

2
Cc.M

<

a =
n
lC.M .

Aplicando la conservacion de la energia entre la situacion inicial y la mostrada en la
figura, y tomando el nivel nulo de energia potencial gravitatoria en esta ultima
situacion:

Einicial = (M + m)glC.M (1 - COSBO) Einicial = abajo
_L (VC.M ')2 _l( I, )a L 2(M +m)gl,, (1-cos6,)
abajo ~ 2 A lC.M' - 2 lC.M. n n IA

Aplicando la segunda ley de Newton para variables de traslacion:

R, + (M"' m)g’ = (M"' m)aC.M, =

R, = (M+ m)a[ = 0
RA’y —(M+m

3RA

)g=(M +m)a,

2
(M+m)(g+ an)= 1+2(M+m)lCI'M'(1_COSQO) (M +m)g
A

Wy

La reaccién en A no tiene por lo tanto componente horizontal justamente en dicho
momento.

Una bala de masa m,,, y velocidad v golpea la varilla del péndulo del problema anterior

(cuando éste se encontraba vertical) a una distancia a de A, (a < L), y se incrusta en ella. a)

Encontrar el momento angular del sistema respecto a A inmediatamente antes y después de

que la bala dé contra la varilla. b) Determinar el momento lineal inmediatamente antes y

después de la colision. c) ;Bajo que condiciones se conservardn el momento lineal y el

angular?

Solucién: I.T.I. 03, I.T.T. 03

a)

Fisica

Podemos aplicar la conservacién del momento angular entre justamente antes y
después del choque si lo calculamos respecto del punto A ya que las tnicas fuerzas
externas que actian sobre nuestro sistema (bala mas péndulo) son la reaccion en A 'y
las fuerzas de gravedad que no producen ningin momento de fuerzas respecto de
dicho punto al pasar sus lineas de accion por €l en el momento del choque. Tomando
el origen de coordenadas en el punto A y el eje Z hacia fuera del plano de la figura
podemos escribir entre justo antes y justo después del choque:
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Antes: Ly=L,,\=m,va

£ e ! _ _ _ 2
Despues. LA =L istema A Isistema,A w= (Ipendulo,A My, 4 )(1)

Igualando obtenemos la velocidad angular justo después del choque:

= M,V a
- 2
1 + mbalaa

pendulo,A

b) En lo que respecta al momento lineal del sistema

Antes: P=p.=l MV

DeSPUéS: P, = P VC M. = (Mpe’ndulo + mbala)a)lC.M .

sistema

=M

sistema

= (Mpe’ndulolpéndulo + mba[a a)w =

—

m..va \

2
Llpendulo,A + mbalaa J

= (Mpéndulo lpéndulo % mbalaa)

donde /4., €s la distancia del centro de masas del péndulo al punto A.

¢) No podemos considerar que el momento lineal vaya a conservarse en el choque ya
que durante éste el enganche A en el extremo superior del péndulo ejerce una fuerza
intensa para evitar que la parte superior de la varilla se despegue del techo (esta
fuerza intensa comunica un impulso apreciable a nuestro sistema durante el breve
tiempo que dura el impacto, impulso que se traduce en una variaciéon del momento
lineal). En otras palabras, el choque se produce al mismo tiempo entre tres cuerpos,
la bala, el péndulo y el armazén (jtoda la tierra!) al que esta enganchado el péndulo.
Si quisiéramos aplicar la conservacion del momento lineal tendriamos que tener en
cuenta estos tres cuerpos en nuestras ecuaciones.
El momento lineal se conservard en el caso en que P=P':

2
(Mpéndulalpéndulaa + mbalaa \ _

= = 1 = M . l ) a=1 )
1 penduloA T mbalaa2 péndulo” péndulo pendulo,A
| —— . o
I —mL* +—~MR*> + M (L +R)
= a= pendulo,A _ 3 2
M ] 3
péndulo” péndulo m(z) . M (L ” R)

Sélo si la bala impacta a esta distancia se conservard el momento lineal (no se
produce un aumento brusco de la reacciéon en A, y no se comunica impulso al
sistema)
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