TRABAJO Y ENERGIA:
CHOQUES

Una bola de acero que cae verticalmente rebota en una placa rigida que
forma un angulo 6 con la horizontal. Calcular 6 para que la bola salga
con una velocidad horizontal después del choque. Calcular la velocidad
después del choque.

Solucion: I.T.1. 93

Texto solucidén

Una pelota de masa M que se mueve con una velocidad v choca de frente con una segunda
bola de masa m que se encuentra en reposo. Sea e el coeficiente de restitucion entre las dos
pelotas. Determinar el porcentaje de energia que se pierde en el choque.

Solucion: 1.T.1. 94

Texto solucidén

(Qué fraccion de energia se pierde en un choque central directo parcialmente elastico?

Solucién: I.T.I. 01, I.T.T. 01, 04

Teniendo en cuenta la conservaciéon del momento lineal (las velocidades son
componentes a lo largo de la direcciéon de choque, y no mddulos) y la definicion del
coeficiente de restitucion e:

- my' ' ( v(m -m e)+v l+e
my, + m,v, = my, + myv, pro T 21y )
m, +m,
——1 <
! !
vy =V
e=_2” N ,_vz(mz—mle)+vlml(l+e)
vV, =V, vy =
m, +m,

Una vez calculadas las velocidades de las dos particulas después del choque podemos
calcular la energia cinética final y compararla con la que tenian inicialmente.

El cambio en la energia cinética del conjunto de las dos particulas se suele representar
por la letra Q, que con los valores obtenidos anteriormente vale:
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1 N (1 , 1, o m 2
QO=AE, —(zmvl +2m vz’) (2mv1 +5m vz) =—§(1—e)(%)(vl—v2)

Si Q es cero el coeficiente de restitucion e es igual a la unidad (el caso particular en que
v, =V, no constituye un choque entre las particulas). En general Q serd una cantidad
negativa, lo que implica que se pierde energia en el choque. La fraccion f de energia
perdida serfa:

f==2 =‘%(1-62)(M)(V )(;mlvl+2mvi)

c,inicial m] + m2

Tomemos un caso concreto: dos particulas idénticas (m1 = mz) chocan con velocidades
iguales y de sentido contrario (v1 = —v2) y el coeficiente de restitucion es e = 0.5. Segiin
la expresion anterior f = -0.75, lo que indica que el 75% de la energia cinética de las
particulas se pierde en el choque.
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Una bola de acero A cae desde una altura 7 = 1.2m
para chocar con una placa B también de acero y rebotar

al punto C. Sabiendo que el coeficiente de restitucion
es ¢ = 0.8, calcular la distancia d.

Solucién: 1.T.I. 01, 02, 04, 05, L.T.T. 01, 04

Primeramente aplicaremos el principio de conservacion de la energia para calcular el
modulo de la velocidad con la que la bola impacta con la placa B (tomamos el nivel nulo
de energia potencial gravitatoria a la altura del impacto):

E = mgh

inicial ~—

E

inicial = Eﬁna[ = V= dzgh

2

E my

final =

N | =

En el choque la componente tangencial de la velocidad permanece constante:

v
v, =v, = ‘/ 2gh senf i
. u,
Para la componente normal utilizamos la expresion del y /

coeficiente de restitucion:

!

v
n !

e=—-—— = vn=—evn=e‘/2ghcost9

El médulo de la velocidad a la salida del choque sera:

v = ‘/ V2 ev? = ‘/2gh ‘/sen29+ e’cos’0 =395m/s

El angulo y que forma dicha velocidad con el plano inclinado sera:

!
n

tgy = \;— =ectg) = y=7148°

!
t

El angulo p que formara dicha velocidad con la horizontal sera: =y — 0= 56.48°
Después del choque la bola realizard un movimiento parabdlico con velocidad inicial v'
formando un angulo S con la horizontal. Si tomamos el origen de coordenadas en el

punto de impacto, ponemos a cero el crondmetro en el instante del choque, y orientamos
los ejes X e Y horizontal y verticalmente, las ecuaciones del movimiento serén:

1
x(t)=v'cos Bt y(t)=v'sen[3’t—§gt2
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Si la bola golpea en el punto C en el instante 7=t :

1 2 !
}’(t(-)=0 = V'Sen/?)tc‘zglf=0 - 7= v'senf3
8

La distancia d que nos piden serd la coordenada x de la bola en ese instante:

2v"*cos Bsen B _ v'? sen(2B) _ | sk

g g T

d= x(tc) =v'cosft, =

Una bola se deja caer desde una altura & sobre el rellano de una escalera y

desciende rebotando como se muestra en la figura. ;cual sera el valor del
coeficiente de restitucion e para el cual la pelota rebotard a la misma
altura sobre cada escal6n?

Solucién: I.T.I. 01, I.T.T. 01

Primeramente aplicaremos el principio de conservacion de la energia para calcular la
velocidad con la que la bola impacta con el escalon superior. Tomando el nivel nulo de
energia potencial gravitatoria a la altura del impacto, los ejes X e Y horizontal y vertical
respectivamente, y teniendo en cuenta que la componente x de la velocidad no cambia

en el movimiento parabdlico de la bola:

E, .. =mgh +5mvf

inicial —

Einiciul = Efinal = Vy == v 2gh

Eﬁnal = %I’I’Lv2 = %m(vi + V)?)

La componente x de la velocidad no cambia en el choque. Para hallar la componente y

aplicamos la ecuacion del coeficiente de restitucion:

v
y !
e=- = v_‘,-—evy—e‘/2gh

Aplicando de nuevo el principio de la energia para calcular la altura &’ hasta la que

rebota:
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1
Einicial = 5

inicial — ™ final

i 1 2
E,.=mgh + Emvx
Si queremos que la altura sobre el siguiente escalon sea igual a la altura inicial:

h=h+d=eh+d = e=

Desde la azotea de un edificio de altura / se deja caer una bola cuyo coeficiente de restitucion
con el suelo es e. Calcular la altura a la que asciende la pelota después del n-ésimo rebote.

Solucion: I.T.I. 00

Texto solucidén

indica en la figura obtener una expresion de las alturas y 0

Una bola cae sobre un suelo liso y rebota varias veces como se NOSAN
A/ \

o . (o Vi

distancia recorridas en el bote n-ésimo. \

Solucién: I.T.I. 02, I.T.T. 02, 05

En cada uno de los botes que realiza la bola la componente x de la velocidad no cambia
(la direccion del eje X es tangente a la superficie de contacto en el choque oblicuo entre
la bola y el suelo).

Si un objeto cae desde una altura # se puede demostrar, utilizando lo aprendido en
. . . ’2h

cinematica, que el tiempo que tarda en caer es: t=_|—,y que la componente y de la
8

velocidad al llegar al suelo es: v’ =2gh (esto dltimo se puede demostrar también
g y P

facilmente aplicando la conservacion de la energia entre su posicidn inicial a altura i y
su posicion a ras del suelo). Dada la simetria del movimiento parabdlico, las mismas
férmulas pueden aplicarse para el movimiento de subida desde el suelo hasta una altura
h.

Si llamamos v ; a la componente vertical de la bola después de caer de la altura &; justo
antes del bote i+1,y v/, ala velocidad de la bola justo después del bote i+1, iniciando
el movimiento de subida hasta la altura 4,,,, tenemos que, puesto que el suelo esta
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quieto, en ese bote se verifica lo siguiente (jcuidado con los signos de las componentes y
de la velocidad!):

VA v . ;
o B0 i) N e
O_vy,i k Vyi J L_ 2gh, hi

En cada bote la altura es un factor ¢ menor que la altura del bote anterior.
q

Si llamamos ahora ¢, al tiempo de caida desde la altura 4, entre el bote i y el i+1:

t h,

i+l t i

h i+1 i i

l

i+1
tz‘

En cada bote el tiempo de caida (o de subida) del movimiento parabdlico es un factor e
menor que el del bote precedente.

Para las distancias recorridas tendriamos que:

d=2w1 = L=
d dicds  i=iN2NaR .

% dy = 2ed,
8

En cada bote la distancia recorrida horizontalmente es un factor e menor que la recorrida
en el bote anterior.

Podemos incluso calcular la distancia horizontal total recorrida por la bola hasta que
deja de botar:

d=dy+d +d, +d,+...=d, +2ed, +2e°d, +2e°d, +...=

1 1
=2do(5+e+e2+e3 +) = 2d0(5 +1f;e)
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Una bola abandona el borde de una mesa horizontal con una velocidad de 3 m/seg. La altura
de la mesa es de 1 m y el coeficiente de restitucion entre el suelo y la bola es de 0.6.
Determinar: a) la relacion entre la altura de un bote y el siguiente, b) la relacion entre el
avance horizontal de un bote y el siguiente, ¢) la distancia horizontal entre el pie de la mesa y
el dltimo bote de la bola.

Solucién: 1.T.I. 92, 03, 1.T.T. 00, 03

a) En cada uno de los botes que realiza la bola la Iy N / N/ N
componente x de la velocidad no cambia (la \ hZI

1
direccion del eje X es tangente a la superficie de R b o T 0 AT ‘
contacto en el choque oblicuo entre la bola y el Rl

o) d, d, d, d,
suelo).

Si un objeto cae desde una altura /& se puede demostrar, utilizando lo aprendido en
. . . ,2h

cinematica, que el tiempo que tarda en caer es: 1= _|—,y que la componente y de
8

la velocidad al llegar al suelo es: v” =2gh (esto ultimo se puede demostrar también
g y P

facilmente aplicando la conservacion de la energia entre su posicion inicial a altura h
y su posicion a ras del suelo). Dada la simetria del movimiento parabdlico, las
mismas formulas pueden aplicarse para el movimiento de subida desde el suelo
hasta una altura A.

Si llamamos v ; a la componente vertical de la bola después de caer de la altura A,
justo antes del bote i+1,y v, ala velocidad de la bola justo después del bote i+1,

iniciando el movimiento de subida hasta la altura 4,,,, tenemos que, puesto que el
suelo estd quieto, en ese bote se verifica lo siguiente (jcuidado con los signos de las
componentes y de la velocidad!):

v){,i+1 - O (V;,Hl\ {nghnl\ J i+l

e= = —

0-v, v, -J 2 gh

h, =eh = h =e"h

s

En cada bote la altura es un factor ¢* = 0.36 veces la altura del bote anterior.

Si llamamos ahora ¢, al tiempo de caida desde la altura 4, entre el bote i y el i+1:

2 h, .
i+ i+l =e = t. =et = t. =elt0

h i+1 i i

l

L
t

En cada bote el tiempo de caida (o de subida) del movimiento parabdlico es un
factor e = 0.6 veces el del bote precedente.

b) Para las distancias recorridas tendriamos que (si llamamos v, a la velocidad con que
la bola abandoné la mesa):
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d d,=ed  i=123,...

2hy d = 2ed,

En cada bote la distancia recorrida horizontalmente es un factor e = 0.6 veces la

recorrida en el bote anterior.

c) La distancia horizontal total recorrida por la bola hasta que deja de botar:

d=dy+d +d, +d,+...=d, +2ed, +2e°d, +2e°d, +...=

1 2 1
=2d0(—+€+€2+€3+...\=2vx ﬁ(—+i\= 6.78 m
\2 / g \271-¢)

Una pelota se mueve con velocidad constante y cae desde el

borde de una mesa que se encuentra a una altura de 75 cm KN
sobre el suelo. Sabiendo que la pelota choca contra el suelo a hol
una distancia de 50 cm del pie de la mesa y que el coeficiente ¥

[=]

de restitucion en el choque es de 0.85 determinar la altura y la AR o B I
distancia que avanza la pelota en cada uno de los dos primeros ldol

rebotes. Calcular el espacio horizontal recorrido por la pelota
entre el primer y el ultimo rebote.

Solucion: 1.T.1. 94

Texto solucidén
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Entre una particula 1 y otra que permanecia en reposo 2 tuvo lugar una colision
perfectamente eldstica. Determinar la relacion entre sus masas si: a) la colision es frontal y
las particulas se separan en sentidos contrarios y a velocidades iguales, b) las particulas se
separan simétricamente respecto de la direccidn inicial del movimiento de la particula 1 y el
angulo entre sus direcciones de movimiento es de 60°.

Solucién: I.T.I. 00, 03, 1.T.T. 00, 02, 05

a) Si aplicamos la conservacion del momento lineal y la ecuacion del coeficiente de
restitucion, que al ser un choque eléstico tendremos e = 1, la relacidn entre las masas
serd (jcuidado con los signos!):

my, =—-my + m,v
— m, 1
2v 1 . =
= — ——1 V= —v1 m2 3 vl
W 2
\_;1 -7 0
b) Si aplicamos la conservacion del momento o ‘:\“'““‘“{TE“'
lineal y la conservacién de la energia por ser \.\
un choque elastico: G
2

(0) ( 9)

my, = mlvl’cos\ ) +m,V,Cos \2)

(0) ( 9)

0=myv sen —m,v, sen
2 )

= = nd]
my, =my, +myv, =

1

5 le12 =

1 1
—my,> +=m,v}’
2 2

Tenemos tres ecuaciones con tres incognitas cuya solucion es:

Vi Vi

2005\2}

— 2(2\ :| vl = 2
v, = |4cos —l|——= 2
[ \2} 2cos{Q\ 7?
v
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Una bola de billar en reposo es golpeada por otra idéntica que se mueve con una velocidad
v, =2 m/s, y ésta ultima es desviada un dngulo ¢, = 30° de su direccidn inicial. La bola que
estaba en reposo adquiere una velocidad que forma un angulo ¢, = —45° con la velocidad
inicial v, . Hallar la velocidad de cada bola después del choque. Determinar si el choque es
elastico.

Solucién: 1.T.I. 00, 03, I.T.T. 00, 03

Si aplicamos la conservaciéon del momento lineal .Vl/v
(téngase en cuenta que @, < 0): 5 o @,
1 P
my, = mv, + mv, ‘\
N P

! !
my, = my, cos((pl) + my, cos(cpz)

0 =mv, sen((pl) + my, sen((pz)

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas cuya solucion es:

!

V=

-seng,

v, =1.464 m/s
Seni(pl_(ij_

seng,

v, =1.035 m/s
Sen((pl —‘sz_

Para comprobar si se trata o no de un choque elastico bastaria con comprobar si se
conserva la energia cinética en el choque:

E

c,inicial

1
—V12 =2 Ill2 /52
m 2

= CHOQUE INELASTICO

E. . 1 1
—ofl 2 —y2 =161 m? /s>
m 2 2

Podemos incluso hasta calcular el valor del
coeficiente de restitucion en este choque.
Considerando que las componentes de las
velocidades no cambian en la direccion
tangencial y que s6lo cambian en la direccion
normal tenemos que dichas direcciones en
nuestro problema estdn orientadas como se indica
en la figura (téngase en cuenta que si la particula
2 se encontraba en reposo inicialmente la
componente tangencial de su velocidad después del choque debe ser también nula, es
decir, la velocidad que adquiere después del choque nos estd mostrando la direccion
normal):
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o= Vor = Vi _ V; - VI,COS((;OI - fpz) _ | 0464
v, =0 V,COS @,

Una bola de billar en reposo es golpeada por otra idéntica que se mueve con una velocidad v,.
Las particulas se separan simétricamente respecto de la direccion inicial del movimiento de la
particula 1 y el angulo entre sus direcciones de movimiento es de 26. Hallar la velocidad de
cada bola después del choque. Determinar el valor maximo 6,, que puede alcanzar el

mdx. *

angulo. Determinar el coeficiente de restitucion si 0 = 50

Solucion: I.T.T. 04

Si aplicamos la conservacién del momento lineal: o
7%
— // K
- _ — — Vl L,/
mvl = mvl + mv2 ._»_ ______ d/._____;'_; _________
my, = mv, cosf + mv, cos0 N /0

—1 §
0 = mv, senf — mv} sen ‘\7\

Tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas cuya solucion es:

"
V=V =—1—
2cos6

La energia cinética final debe ser igual (si el choque es elastico) o inferior (si el choque
es inelastico) a la energia cinética inicial.

.,

c,inicial = Emvl
2
_ l 12 l 12 _ mvl _ Ec,inicial
e.final = my, + zmvz T 4c0sl0  2cosil el
1 1
= —251 = cosf=z=— = O=]| 45°
2cos” 6 2 L —)

El angulo méximo se alcanza por lo tanto si el choque es elastico.

Considerando que las componentes de las
velocidades no cambian en la direccion tangencial
y que s6lo cambian en la direccién normal tenemos
que dichas direcciones en nuestro problema estan
orientadas como se indica en la figura (téngase en
cuenta que si la particula 2 se encontraba en reposo
inicialmente la componente tangencial de su
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velocidad después del choque debe ser también nula, es decir, la velocidad que adquiere
después del choque nos estd mostrando la direccion normal). El coeficiente de
restitucion sera:

.o Vs = Vi, _ v, — vl’cos(29) _ 1—c05£29) _ %6 = tgz(%) | 0172
Vi, =0 v, cosO 2cos” 6 2

Una pequena esfera de masa 100 g se halla colgada de un hilo inextensible y sin masa, de
longitud 2 m sujeto por su otro extremo a un punto fijo. lanzamos horizontalmente otra
pequefia esfera para que realice un choque frontal con la primera. Calcular la minima
velocidad de la esfera que lanzamos y su masa para que realizado el choque la esfera colgada
del hilo describa una circunferencia completa en el plano vertical y la bola lanzada caiga
verticalmente. Coeficiente de restitucion e = 1/4. ;Dénde la tension del hilo es maxima?,
determinela. Las esferas se consideran como masas puntuales.

Solucién: I.T I. 00, 02, 05, 1.T.T. 00, 03

Llamemos v, a la velocidad de la primera bola antes del choque, y v, a la velocidad de la
segunda bola después del choque. Aplicando la conservacion del momento lineal y la
del coeficiente de restitucion:

my, =myy, = —=— m1=&=25g

La segunda bola va a realizar un movimiento circular de radio / = 2 m. Las unicas
fuerzas que actuan sobre ella son: la tension, que no realiza trabajo al ser perpendicular
a la trayectoria, y el peso que es una fuerza conservativa. Podemos por lo tanto aplicar la
conservacion de la energia para calcular la velocidad de la segunda bola en la parte
superior de su trayectoria circular. Tomando el nivel cero de energia potencial
gravitatoria en la parte inferior:

1 1 ’
5’/”2‘)5 = §m2v§,arriba + 2m2gl = v;,arriba = V22 - 4gl = ;}—16 - 4gl
Dibujando el diagrama de fuerzas cuando se encuentra en la parte

mas alta del circulo vemos que su aceleracion va a ser vertical y
por lo tanto s6lo tendrd componente normal: -

Qi

2
_ V2,arriba

n l

Aplicando la segunda ley de Newton:
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2 2
2.arriba

I 16l

f+m§=m?z = T+mg=ma=m

La tensién en la parte superior debe como minimo ser nula lo que implica que la
velocidad minima para la bola uno debe ser:

= J80gl =39.6 m/s

Vl Jminima

Si dibujamos el diagrama de fuerzas en un momento en el que la cuerda
forme un angulo 6 con la vertical y descomponemos en componentes
normales:

T — mgcosO =ma, =m = T=m

2 2
v,(6) VZSH) +mgcosO

Los dos términos que aparecen en la expresion para la aceleracion toman un valor
maximo en la posicion inferior cuando 6= 0, con lo que para el caso analizado en la
primera parte del problema:

2
v
T =m—=+mg=m

mdxima l

14)

(V] minima

] +mg=| bmg

Dos bolas de marfil B, y B,, de masas M, y M,, estdn
suspendidas de dos hilos inextensibles de longitud 1 m. Las
bolas se tocan, sin presion, cuando los hilos estdn verticales. !
Separamos B, de su posicion de equilibrio un dngulo de 6 = 60°, /‘@H
manteniendo el hilo extendido y en el mismo plano vertical que ol
el otro hilo; soltamos B, y entonces viene a chocar contra la .
bola B,, que estaba inmdvil. Se pide calcular en los tres casos K
siguientes: a) M,= 2M,, b) M, = M, /2, c) M, = M,. 1) La /"
velocidad de B, cuando ésta choca con B, 2) Las velocidades \\:)'\,\
de ambas bolas después del choque, supuesto perfectamente

elastico. 3) Las alturas a que ascenderdn después del choque en

el tercer caso.

Solucion: I.T.1. 04

1) Aplicando la conservacion de la energia entre la situacidn inicial en la que se suelta
la bola B, y la situacion final que es justo cuando dicha bola entra en contacto con la
bola B, (tomamos el nivel nulo de energia potencial en la situacién final) podemos
calcular la velocidad con la que la primera bola impacta en la segunda y que sera
igual en los tres casos:
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MlgL(l—cos6)=%M1V]2 =V, =2gL(1-cos0) =| 3.13 m/s

2) Aplicando la conservacién del momento lineal y el hecho de que el coeficiente de
resitucién es e = 1:

MV, =MV'+ MV, 7V1’=(AA2 ;gz)‘ﬁ
>\ M M,
aplicandolo a los tres casos propuestos:
)V =| -104m/s | V, =| 2.09 m/s
b) V' =| 1.04 m/s V' =| 417 m/s
V' =| 0ms V' =| 3.13m/s

3) En el tercer caso las bolas (que tienen la misma masa) intercambian sus velocidades
y por conservacion de la energia es facil ver que la segunda bola alcanzara
exactamente la misma altura desde la que parti6 la primera:

h, = L(l—cos0)= 05m

Dos esferas de masa m, =2 kg y m, = 3 kg se mueven en la misma direccidén con velocidades
de v, =8 m/s y v, =5 m/s. Determinar la velocidad después del choque si: a) llevan el mismo
sentido, b) llevan sentidos contrarios. El coeficiente de restitucién es e = 1.

Solucion: I.T.T. 00

Texto solucidén
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Demuéstrese que solamente en el caso de que el choque de una bola contra una pared sea
totalmente elastico el dngulo que forma la velocidad con la linea de choque antes y después
del mismo son iguales.

Solucion: I.T.I. 92

Texto solucidén

Una pelota se lanza contra una pared vertical lisa. Inmediatamente antes de —m—
que la pelota golpee a la pared, su velocidad tiene un médulo V' y forma un ‘ Ly
angulo de 30° con la horizontal. Sabiendo que el coeficiente de restitucion es : ::::
e = 0.9, calcular el médulo y direccion de la velocidad de la pelota cuando v LT
rebota. 30° i:::

Solucion: I.T.T. 00

Texto solucidén

Una esfera A de masa 2 kg se suelta desde el reposo en la posicién
indicada y choca con la superficie inclinada de la cufia B de masa 6 kg
con una velocidad de 3 m/s. La cufia estd soportada por rodillos de
forma que puede moverse libremente y se encuentra inicialmente en
reposo. Sabiendo que el angulo de la cufa es de 60° y que e = 0.80
determinar las velocidades de la cufia y de la bola inmediatamente

después del choque.

Solucion: 1.T.1. 94

Texto solucidén
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