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Fuerza que actua sobre una particula unida a un

muelle sin masa.
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Supongamos que el movimiento se realiza sobre una
superficie horizontal (unidimensional, a lo largo de la
direccion x) y sin rozamiento.

A la posicion de equilibrio le hacemos corresponder la

posicion x = ()
F. = —kx

Ley de Hooke

La fuerza varia con la posicion, proporcional al
desplazamiento con respecto a la posicion de equilibrio

k es una constante positiva (constante de
recuperacién, contante del muelle o constante de
rigidez).

El signo menos indica que la fuerza ejercida por el
muelle tiene sentido opuesto al desplazamiento con
respecto a la posicion de equilibrio.

Valida si el desplazamiento no es demasiado grande.



Movimiento de una particula unida a un muelle sin masa:
movimiento armoénico simple.
| -‘a:"'i:ﬁ":?ﬁté“?ﬁ’i%ﬁ"iiiy"‘:fﬁfz‘ia@‘%@mij__.l____ FS — —kr
| Cuando una particula esta bajo el efecto de una fuerza de
recuperacion lineal, el movimiento de la particula se
corresponde con un tipo especial de movimiento
oscilatorio denominado movimiento oscilatorio arménico.
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Aplicando a la particula la segunda ley de Newton en la direccion x

ZF:Fszma%—kx:ma
k

a=——2I
m

La aceleracion es proporcional al desplazamiento de la
particula con respecto a la posicion de equilibrio y va
dirigida en sentido opuesto.




Movimiento de una particula unida a un muelle sin masa:
movimiento armoénico simple.
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| Por definicion de aceleracion
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Definiendo una nueva constante

k
w? = —
m
d*x 5
— = —wr
dt?




Movimiento armonico simple:
solucion para la posicion como funcion del tiempo.

F. = —kx

Ecuacion de movimiento:
ecuacion diferencial de segundo orden

i
dt?

— —U.}QCC

La siguiente funciéon coseno es una solucion

x(t) = Acos(wt + ¢)

A Amplitud del movimiento: el valor maximo de la
posicion de la particula, tanto en la direccién
positiva como en la negativa

¢® Constante de fase (o angulo de fase)

Las dos quedan determinadas unicamente por la posicién y
velocidad de la particula en el instante r = 0.




Movimiento armonico simple:
definicion de frecuencia angular y fase.

F. = —kx

Ecuacion de movimiento:
ecuacion diferencial de segundo orden

d*x 5
— = —wr
dt?

La siguiente funciéon coseno es una solucion

x(t) = Acos(wt + ¢)

| k
W = — Frecuencia angular (en el sistema internacional
M se mide en rad/s).

wt + @ Fase del movimiento

La solucién es periédica y su valor es el mismo cada vez
que ot se incrementa en 2 radianes




Movimiento armonico simple:
definicion de periodo.

F. = —kx

Ecuacion de movimiento:
ecuacion diferencial de segundo orden

d*x 5
— = —wr
dt?

La siguiente funciéon coseno es una solucion

x(t) = Acos(wt + ¢)

El periodo T del movimiento es el tiempo que necesita la
particula en cubrir un ciclo completo de su movimiento

w(t+T)+ ¢ — (wt+¢) =27

2T

1T = — Se mide en segundos
W



Movimiento armonico simple:
definicion de frecuencia.

F. = —kx

Ecuacion de movimiento:
ecuacion diferencial de segundo orden

d*x 5
— = —wz
dt?

La siguiente funciéon coseno es una solucion

x(t) = Acos(wt + ¢)

La frecuencia f'es el inverso del periodo, y representa el
numero de oscilaciones que la particula lleva a cabo la
particula por unidad de tiempo

Se mide en ciclos por segundo o Herzios (Hz)



Movimiento armonico simple:
relacion entre frecuencia angular, periodo y frecuencia.

F. = —kx

Ecuacion de movimiento:
ecuacion diferencial de segundo orden

d*x 5
— = —wr
dt?

La siguiente funciéon coseno es una solucion
x(t) = Acos(wt + ¢)

Relacion entre las distintas variables

27 1 W 2T
T'=— = = = — w=2nf = —
W / 1T 27 / T
Para un sistema muelle particula
T = 2_7T — 21 m f = l _ i ﬁ No depende de los parametros
W k T 27V m del movimiento como A y ¢



Movimiento armonico simple:
velocidad y aceleracion.

Velocidad

v = C;—j = —wAsin(wt + ¢)

Valores limites: = w4

Aceleracion

2
a= CcZiT;E = —w?Acos(wt + ¢)

Valores limites: + w24

Valores maximos del moédulo de la aceleracion y la velocidad

k k

2
Vmar = WA =/ —A Amar = W A:EA



Movimiento armonico simple:
consideraciones energeticas.
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Supongamos que el movimiento se realiza sobre una
] superficie horizontal (unidimensional, a lo largo de la

x=1l - . ” - »

direccion x) y sin rozamiento.

Podemos considerar a la combinacion del muelle y del

'l.ll:l'l."il:l | IIIL.EJIL: \ Il'ﬁ':_il'llq [ u = ” = .
NSNS objeto unido a él como un sistema aislado.

Como la superficie no tiene rozamiento, la energia
mecanica total del sistema permanece constante

Suponiendo que el muelle carece de masa,
la energia cinética se debe al movimiento de la particula

1 1
K — §mv2 = §mw2A2 sin(wt + @)

La energia potencial elastica del sistema se debe al muelle

1 1
U = 51@332 = 5/@42 cos*(wt + @)




Movimiento armonico simple:
consideraciones energeticas.

| ity Como la superficie no tiene rozamiento, la energia
SAWWWWWAWAM~ES mecanica total del sistema permanece constante
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. K = vt = Smw A”sin®(wt + ¢)
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1 1
U = 5/{332 = 5]@42 cos*(wt + @)

La energia mecanica total vendra dada por:

1 1
E=K+U-= §mw2A2 sin®(wt + ¢) + §/€A2 cos?(wt + ¢
, k
Como W = —
m
1
E = 5/@42 sin®(wt + @) + cos®(wt + )]
E = 1pA?
2




Movimiento armonico simple:
Representacion grafica de la energia

1 1 1 1
: §mw2A2 sin®(wt + @) U = 5/{332 = 5/@42 cos®(wt + @)
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Como funcion del tiempo Como funcion de la posicion



ovimiento arménico simple:
epresentacion grafica del movimiento
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Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

Dispositivo experimental
que muestra la relaciéon

Cuando el plato giratorio rota con velocidad angular
constante, la sombra de la pelota se mueve hacia delante y
hacia atras con un movimiento oscilatorio arménico simple

Shaow
of ball




Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

Consideremos una particula I colocada sobre una circunferencia de radio A
La linea O P define un angulo ¢ con el eje L en el instante { = ()

Si la particula se mueve a lo largo de la circunferencia con velocidad angular W
constante, hasta que ) P forme un angulo 9 con el eje de las > para un tiempo dado ¢ > ()
el angulo entre OPyelejedelas Tes 0 =wi+ ¢

Como la particula se mueve en una circunferencia, la proyeccién de P sobre el eje de las T
(punto ), se mueve hacia delante y hacia atras a lo largo del eje  entre los limites x = + A



Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

Los puntos P y 7 siempre tienen el mismo valor de la componente .U .
A partir del triangulo rectangulo

x(t) = Acos(wt + ¢)

El movimiento arménico simple a lo largo de una linea recta puede representarse como la
proyeccion de un movimiento circular uniforme a lo largo de un diametro de la
circunferencia de referencia



Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

La celeridad angular de P es la misma que la frecuencia angular (W del
movimiento arménico simple a lo largo del eje L

La constante de fase ¢ del movimiento oscilatorio arménico simple se
corresponde con el angulo inicial que() p forma con el eje

El radio A de la circunferencia de referencia se corresponde con la
amplitud del movimiento oscilatorio armoénico simple



Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

La celeridad de PP cuando se mueve por la circunferencia de referencia es

v=rw = Aw

Por argumentos geométricos se deduce que la componente XU de la velocidad es

—wAssin(wt + ¢)



Comparacion del movimiento armoénico simple con el
movimiento circular uniforme

La aceleracion de P en la circunferencia de referencia esta dirigida hacia el
centro del circulo y tiene por médulo 2/4 = .24

Por argumentos geométricos se deduce que la componente ' de la aceleracién es

—w?A cos(wt + @)



El muelle vertical

El muelle estara en equilibrio estatico para una posicion y, que cumpla
mg

mg—kyoz():>y0:7

Cuando oscila

mg—ky:maﬁmg—k(yo—ky/):maimg—kyo—ky/:ma

—ky = md2—y = mdz(yo ) — mﬂyl
=M = @z e




El muelle vertical

az ~ T ae ez

2y ko / k
LI t)=A () —t
1 y—() y (1) COS - + ¢

El efecto de la gravedad es desplazar la posicidén de equilibrio. El muelle realizara un
movimiento oscilatorio armonico en torno a esta nueva posicion de equilibrio y,, con el
mismo periodo que el de un muelle horizaontal.



El péndulo simple:
definicion

Consiste en un objeto puntual de masa m,
suspendido de una cuerda o barra de longitud L,
cuyo extremo superior esta fijo.

En el caso de un objeto real, siempre que el tamano del
objeto sea pequeno comparado con la longitud de la cuerda,
el péndulo puede modelarse como un péndulo simple.

Cuando el objeto se desplaza hacia un lado y luego se
suelta, oscila alrededor del punto mas bajo

(que es la posicion de equilibrio).
El movimiento se produce en un plano vertical.

El péndulo esta impulsado por la fuerza de la gravedad.




El péndulo simple:
acuacion de movimiento

Fuerzas que actuan sobre el objeto:

—

-La fuerza ejercida por la cuerda, 7T’

—

- Gravedad, mg

La componente tangencial de la fuerza de la gravedad,
mg sin(6) siempre actiia hacia la posicion de equilibrio, en
sentido opuesto al desplazamiento.

La componente tangencial de la fuerza de la gravedad
es una fuerza de recuperacion.

Ley de Newton para escribir la ecuacién del movimiento en la direccién tangencial

72 s es la posicion medida a lo largo del arco circular.
: S
Fy = may; — —mg sm(@) — m—dt2 El signo menos indica que la fuerza tangencial
apunta hacia la posicion de equilibrio.




El péndulo simple:
acuacion de movimiento

Ley de Newton para escribir la ecuacién del movimiento en la direccion tangencial.

d’s

F; = — in(f) =m——
; = ma; — —mg sin(6) ms

Si medimos el angulo en radianes
s = L0

Como la longitud del hilo es constante

d?s d*6

A Sl
dt? dt?

Finalmente, la ecuacion de movimiento es

d*0 9 . 9 En general no se trata de un auténtico
= — 7 5l ( ) movimiento armonico simple

dt? L




El péndulo simple:
ecuacion de movimiento para angulos pequenos

Aproximacidén para angulos pequenos, si estan expresados en radianes

sin(6) ~ 0

IV GCINWEERN  Angulos y senos de angulos

Angulo Angulo  Seno del Porcentaje de
(grados) (radianes)  angulo diferencia (%)

0 0,0000 0,0000 0,0
0,0175 0,0175 0,0
0,0349 0,0349 0,0
0,0524 0,0523 0,0
0,0873 0,0872 0,1
0,1745 0,1736 0,5
0,2618 0,2588 1.2
0,3491 0,3420 &
0,5236 0,5000 4,7

Nk

2
3
5




El péndulo simple:
ecuacion de movimiento para angulos pequenos

Aproximacidén para angulos pequenos, si estan expresados en radianes

sin(6) ~ 0
d*0 g d*0 qg
— — 2 ¢in(l R
TER A i~ L
Ecuacion del movimiento arménico simple con w? = %
Solucién 0 =0, Cos(wt s ¢)

Frecuencia angular w =

27T L
Periodo T = — =274 | —
W g




Dscilaciones amortiguadas:
Definicion

Las fuerzas resistivas, como el rozamiento, frenan el movimiento del sistema.

La energia mecanica del sistema disminuye con el tiempo y el movimiento se amortigua.
Supongamos una fuerza resistiva proporcional a la velocidad y de sentido es opuesto a la misma
R=—bv

Donde /5 es una constante relacionada con la intensidad de la fuerza resistiva.

La segunda ley de Newton sobre la particula vendria dada por

Zsz—kaz—bU:m%

Por definicion de velocidad y aceleracion




Dscilaciones amortiguadas:
Ecuacion de movimiento

dx d?z
—kr — b = me
YT T Mae

Si suponemos que los parametros del sistema son tales que ) < Vv4mk
(fuerza resistiva pequena)

La solucioén vendria dada por

b

T = (Ae_<2m)t) cos(wt + ¢)
Donde la frecuancia angular del movimiento seria

o)

La solucion formal es muy similar a la de un movimiento oscilatorio sin amortiguar,
pero ahora la amplitud depende del tiempo




Dscilaciones amortiguadas:
Representacion grafica

b

T = (Ae_(%)t) cos(wt + @)

Cuando la fuerza resistiva es relativamente pequena, el caracter
oscilatorio del movimiento se conserva, pero la amplitud de la vibracion
disminuye con el tiempo, y el movimiento, en ultima instancia, cesa.



Dscilaciones amortiguadas:
Dscilaciones criticamente amortiguadas y sobreamortiguadas

Si definimos la frecuencia natural como

k
Wo — —
m

Podemos escribir la frecuencia angular de vibracién del oscilador amortiguado como

b 2
= “’*(%)

A medida que la fuerza resistiva aumenta, las oscilaciones se amortiguan con mayor rapidez.

o C . rgn .
Cuando b/ alcanza un valor critico . tal que — = w; :Oscilador criticamente amortiguad:

2m
El sistema ya no oscila mas. Vuelve a la posicion de equilibrio siguiendo una exponencial
b
Si el medio es tan viscoso que 2— > W :Oscilador sobreamortiguado
m

El sistema no oscila. Retorna a la posicion de equilibrio. Cuando mas viscoso sea el medio,
mas tarda en volver.



Dscilaciones amortiguadas:
Dscilaciones criticamente amortiguadas y sobreamortiguadas

A medida que la fuerza resistiva aumenta, las oscilaciones se amortiguan con mayor rapidez.

rgs C . rgm c
Cuando b/ alcanza un valor critico 5, tal que 5 — wo :Oscilador criticamente amortiguado
m
El sistema ya no oscila mas. Vuelve a la posicidén de equilibrio siguiendo una exponencial
b
Si el medio es tan viscoso que 2— > Wy :Oscilador sobreamortiguado
m

El sistema no oscila. Retorna a la posicion de equilibrio. Cuando mas viscoso sea el medio,
mas tarda en volver.




Oscilaciones forzadas:
Definicion
La energia mecanica de un oscilador amortiguado disminuye con el tiempo.

Es posible compensar esta pérdida de energia aplicando una fuerza externa
que realice un trabajo positivo sobre el sistema.

La amplitud del movimiento permanece constante si la energia que se aporta
en cada ciclo del movimiento es exactamente igual a la pérdida de energia
mecanica en cada ciclo debida a las fuerzas resistivas.

Ejemplo de oscilador forzado: oscilador amortiguado al que se le comunica
una fuerza externa que varia periédicamente con el tiempo.

F(t) = Fysin(wt)

La segunda ley de Newton queda como

d d?
ZF = ma — Fysin(wt) — bd—f — kx = md—;




Oscilaciones forzadas:
Definicion

d d?
ZF = ma — Fysin(wt) — bd—f — kx = md—tf

Tras un periodo de tiempo suficientemente largo, cuando el aporte de energia por cada ciclo
que realiza la fuerza externa iguale a la cantidad de energia mecanica que se transforma en
energia interna en cada ciclo, se alcanzara una situacion de estado estacionario.

Solucion En un oscilador forzado, la
particula vibra con la frecuencia

laf
CL’(t) — Acos(wt -+ ¢) de la fuerza externa

Fo

A_¢w2 m tan(¢) =

—wi)’ + (%)

bw

m (wg — w?)

La amplitud del oscilador forzado es constante para una fuerza externa dada



Dscilaciones forzadas:
Amplitud

x(t) = Acos(wt + ¢)

bw

tan(¢) =

m (wg — w?)

Undamped

La amplitud incrementa al disminuir la amortiguacion.

Small b
Cuando no hay amortiguacion, la amplitud del estado

estacionario tiende a infinito en la frecuencia de
resonancia.




Dscilaciones forzadas:
Amplitud

x(t) = Acos(wt + ¢)

Fo

A= = 5 tan(@) = o
it =ty + () -

m (wg — w?)

La amplitud del oscilador forzado es constante para una fuerza externa dada (es esa fuerza
externa la que conduce al sistema a un estado estacionario).

Si la amortiguacién es pequena, la amplitud se hace muy grande cuando la frecuencia de la
fuerza externa se aproxima a la frecuencia propia del oscilador.

Al drastico incremento en la amplitud cerca de la frecuencia natural se le denomina resonancia,
y la frecuencia natural del oscilador se le denomina también frecuencia de resonancia.



Dscilaciones forzadas:
Amplitud

x(t) = Acos(wt + ¢)

Fo

A= = > tan(¢) =
it —otf + () -

m

bw

m (wg — w?)

La razon por la cual en la frecuencia de resonancia la amplitud es maxima es porque en ese
momento la energia se transfiere al sistema en las condiciones mas favorables.

Velocidad del oscilador Energia suministrada por la fuerza
externa por unidad de tiempo
v(t) = —Awsin(wt + ¢) S
F v
Misma funcién trigonomeétrica que la fuerza La potencia transferida el oscilador
externa es maxima cuando la fuerza aplicada
La fuerza externa esta en fase con la velocidad esta en fase con la velocidad



Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

¢ Cuanto se va estirar el sistema en su conjunto?



Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

Podemos imaginar que colgamos
los dos muelles del techo, aun sin
colgarles la masa.

En esta configuracion, los muelles
no estan deformados (no estan
estirados)




Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

Vamos a suponer que podemos
sustituir el conjunto de esos dos
muelles por un muelle equivalente.

Podemos imaginar que colgamos
los dos muelles del techo, aun sin
colgarles la masa.

En esta configuracion, los muelles
no estan deformados (no estan
estirados)




Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

Vamos a suponer que podemos
sustituir el conjunto de esos dos
muelles por un muelle equivalente.

Equivalente significa que si al
conjunto le colgamos un cuerpo y
se estira, al colgarle el mismo peso
al equivalente este se estira lo
mismo

Az + Azy = Ao



Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

Podemos dibujar los diagramas de cuerpo aislado para:
- el punto de union de los dos muelles
- la masa que cuelga del segundo muelle
- la masa que cuelga del muelle equivalente

Asumiendo que el sistema esta en reposo, es decir,
ninguno de los cuerpos esta acelerado

Luego

F=F=F;,=P




Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m

Luego

Fh=FK=F;,=P

PP
Flzklel Axl:k_lzk_l
P
= /{QAZCQ AQZQ — k_g — k_g
E P
Fes = kesAxes JAN es — ==
AZes = A1 + A2y
P PP
kes B kl kQ



Muelles acoplados en serie

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en serie, y de ellos colgamos
un objeto de masa m




Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

¢ Cuanto se va estirar el sistema en su conjunto?



Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

Podemos imaginar que colgamos
los dos muelles del techo, aun sin
colgarles la masa.

En esta configuracion, los muelles
no estan deformados (no estan
estirados)




Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

Podemos imaginar que colgamos \\\\\\ NSNS \\

los dos muelles del techo, aun sin
colgarles la masa.
En esta configuracion, los muelles

no estan deformados (no estan
estirados)

Vamos a suponer que podemos
sustituir el conjunto de esos dos
muelles por un muelle equivalente.

-
—
—
-—
—
-
-
.
-
—
—
-
—
—
—
-
—
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Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

>

\ \ \ NN

-

(_

Vamos a suponer que podemos
sustituir el conjunto de esos dos
muelles por un muelle equivalente.

L0000

l‘-’

S N

Equivalente significa que si al
conjunto le colgamos un cuerpo y
se estira, al colgarle el mismo peso
al equivalente este se estira lo
mismo

C)

=

G —
@ —
“-

)
)\

-

Aﬂfl = AQEQ = Aﬂﬁep = Ax



Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

Podemos dibujar los diagramas de cuerpo aislado para:
- la masa que cuelga de los dos muelles
- la masa que cuelga del muelle equivalente

Asumiendo que el sistema esta en reposo, es decir,
ninguno de los cuerpos esta acelerado

Luego

Fy + Fy = Fy,




Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

Luego

Ui on=ui
F1 — klAQZ’l = klAZI?
F2 = kQAxQ = kQACE

Feop = kepAxe, = kepAx

F1Ax + ko Az = ko, Ax

k1 + ko = Kep
o




Muelles acoplados en paralelo

Supongamos dos muelles de masa despreciable y de constantes elasticas 1 y ko.

Supongamos ademas que colocamos los dos muelles en paralelo, y de ellos
colgamos un objeto de masa m

>

-

(_

by + oy = K,

0000a0000a000a000c

)
)\

00009908

-

Aﬂfl = AQEQ = Aﬂﬁep = Ax



Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armonicos (MAS)

Sean dos MAS representados por

r1 = A sin(wt + ¢1) o = Agsin(wt + ¢o)

Ambos con la misma frecuencia y los dos segun el eje ;U

¢ Cual es el resultado de combinar ambos movimientos?
(pregunta relacionada con superposicion, concepto basico en ondas)

Respuesta: “hay que sumar ambos movimientos”
El resultado es otro movimiento armoénico simple donde

A= \/A% + A3 + 24, A3 cos(¢2 — ¢1)

v(t) = 21(¢t) + 22(t) = Asin(wt + ¢) - Ay sin ¢ + Ay sin ¢y

t —
an.¢ Aj cos ;1 + Ag cos ¢




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armonicos (MAS)
r1 = Ay sin(wt + ¢1) o9 = Assin(wt + ¢9)

-

A= \/A% + A3 + 24, Ay cos(d2 — ¢
= x1(t) + x2(t) = Asin(wt + ¢) -

Al sin ¢1 I AQ sin ¢2
tan @ =

1 |  Aj cos ¢y + A cos s

La expresion de la amplitud proviene de
aplicar el teorema del coseno

El angulo proviene de proyectar sobre la
linea azul

ASiH¢ — Al sin ¢1 = AQ sin ¢2
Acosp = Aj cosp; + Ascos o

Al sin ¢1 -+ AQ Sin ¢2
Aj cos o1 + As cos @

tan @ =




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)
r1 = Ay sin(wt + ¢1) o9 = Assin(wt + ¢9)

-

A= \/A% + A5 4+ 2A1 Ay cos(pa — ¢1
$(t) — xl(t) + mQ(t) = A SIH(Wt + ¢) 7 Ajsin ¢ + A sin ¢,
tan ¢ = Aj cos ¢ + Ay cos ¢

==

Caso particular ¢1 — ¢2

A= \JA2+ A3 124,40 = Ay + A,

(Al = AQ) Sin ¢1
(A1 + Ag) cos ¢,

tan ¢ = = tan ¢;




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)
r1 = Ay sin(wt + ¢1) o9 = Assin(wt + ¢9)

=

A= \/A% + A5 4+ 2A1 Ay cos(pa — ¢1
$(t) — xl(t) + mQ(t) = A SIH(Wt + ¢) 7 Ajsin ¢ + A sin ¢,
tan ¢ = Aj cos ¢ + Ay cos ¢

==

Caso particular o = @1 + T

A=\ A2+ 43— 2440 = A — Ay

(Al — AQ) Sin ¢1
(Ay — As) cos ¢y

tan ¢ = = tan ¢y




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)
r1 = Ay sin(wt + ¢1) o9 = Assin(wt + ¢9)

-

A= \/A% + A3 + 24, Ay cos(d2 — ¢

:E(t) — Zﬁl(t) + X9 (t) = A Sin(wt + ¢) Ay sin @1 + As sin ¢

Aj cos ¢ + Ay cos ¢

tan @ =

Caso particular ¢ = 91 + 5

A= \JA2+ 42

A
¢ = @1 + arctan Ai




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)

Sean dos MAS representados por

r1 = Aj sin(wqt) T = Ag sin(wst)

Ambos segun U con diferentes frecuencias ( W1 y W2 ) e igual fase

A= \JA2+ A3+ 241 As cos [(wy — wr)t] D
Al — AQ
(t) = 21 + 29 = Ay [sin(wit) + sin(wot)] = 2A4; cos [(wQ ; w1> t] sin [(w2 ;—m) t




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armonicos (MAS)

Sean dos MAS representados por
r1 = Aj sin(wqt) T = Ag sin(wst)
Ambos segun U con diferentes frecuencias ( W1 y W2 ) e igual fase

Supongamos que las dos tienen la misma amplitud Al — A2

Wo + wl)t'
2

(t) = 21(t) + 22(8) = Ay (sinwyt + sinwyt) = 24, cos [(”2 ;wl)t] sin [(

\ ] \ Y )

I
(a —b) . (a+ ) Amplitud Frecuencia
|

sina + sinb = 2 cos

2 2 Y '

x(t) = Asinwt




Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)

Sean dos MAS representados por

r = Asin(wt) y = Bsin(wt + ¢)

Si las oscilaciones son de pequena amplitud, podemos suponer que los
movimientos a lo largo de U y de y son independientes

F = F i, + F,i,
= —k(x — x0)ty — k(y — yo)U,
= —k(7"—10)

J Fuerza central atractiva —>trayectorias elipticas

La trayectoria esta acotada por las amplitudes

B
Si o=0 Y=

B -~ Polarizacion lineal
Si o= y=-—37

Polarizacién eliptica



Acoplamiento entre movimientos oscilatorios armoénicos (MAS)
Sean dos MAS representados por
. . /
r = Asin(wt) y = Bsin(w t + ¢)

/
Si w # w el resultado son las llamadas figuras de Lissajous
Aparecen tipicamente en un osciloscopio




