CAMPOS: OPERADOR NABLA

Representar los campos vectoriales A=xi+ y} , B= yf - x} . Hallar la divergencia y el
rotacional de cada uno de ellos y explicar el significado fisico de los resultados obtenidos.

Solucién: 1.T I. 00, 03, 06, 1.T.T. 95, 97, 00, 01, 03, 05, 06, L.I. 94
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A es un campo irrotacional o conservativo (rotacional nulo) con una divergencia o

“fuente” de campo constante en todo el espacio. B es un campo solenoidal (divergencia
nula) v rotacional o de vortice (rotacional no nulo) con un rotacional constante en todo
y

el espacio.
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Dado el campo vectorial: A=x"1+ seny J +zx k ,hallar: V- A, %(V A

—

)y Vi

Solucién: 1.T I. 96, 00, 03, 06, I.T.T 95, 00, 03, 06, L.1. 94
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Dado el campo vectorial: A=2x"i - xy’zj +3yz° k ,hallar: V- A, %(V A

)y Vi

Solucion: I.T.T. 96, 02, 05

%.A=8Ax +8Ay +8Az _ | 4xz-2xyz+6yz

ox dy 0z

§(§.g) ¥ (4xz— 2xy2 4 6y2) = a(...)2 . a("')}'+ a(...)lg
ox ay 0z

22(2-y)i +22(3-x)j + (4x - 2xy + 6y)k
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Dado el campo vectorial: A=zsenzi + zcoszj +\/x2 +y’ l;, hallar: VA

%(ﬁﬁ),%xﬁy%x(%A)

, V-A

Solucién: 1.T 1. 97, 03, 06, 1.T.T. 97, 00, 03, 06

A=\/A-A=‘/x2+y2+z2=r

%A=%f+%}+%l€= riapiszle -
0x ay 0z ’x2+y2+z2
- -~ 9A. O0A,  9A V.
V-A=—2 ! =10 cAl = =0
TR T » V(V-4)=V(0)
%(ﬁA)=§(x;+yjA+zl€\=i( X \I+i{ y \
k;}x2+y2+z2) axk X +y2+z2J a)’L;;x2+y2+22}
+i/ z \_ 2 _
azk‘/x2+y2+zz) ‘/x2+y2+12
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Siendo A=2yzf—x2y}'+xz2fc y CI)=2x2yz3, hallar: 6(13, %A, ﬁxA, \Y% ), y
V(- )
Solucion: I.T.I. 98, 1.T.T. 99, 01, 04
- 0D, 0D, 9D - = = =
VO =—] + —j+—Fk = 3% 234 9] I
8xl+ayj+8z Axyz i +2x°7 j+6xyz k
-~ 9A 0A, 0A
V-A= =| -
ox dy 0z X 2
[ j k
- -~ |9 ) 0 0A  0A 9A  0A. 0A,  9A
VxA=|— — —=(—Z— y)+( — )+( - - —~| =
0x ay 0z dy 9z dz  0x ox  dy
A, A A,
= (2y—z2)j—(2xy+2z)/€ I
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VA(VO) = V(anzi + 2027 + 65022 k) = =(4ny)+ %(zxzzﬁ) +

4yz3 + 12x2yz

+3e(607527)-

%(ﬁg) =V(=x"+2xz) = | (<2x +22)i +2xk

Dado el campo escalar (ID(x,y,z)= x’yz +3x” calcular su gradiente, la divergencia del

gradiente y el rotacional del gradiente.

Solucion: I.T.I. 04, I.T.T. 05

V‘D=a_i +—j+—k= (2xyz+6x)f+xzz}+x2yl€

\Y (ﬁcb) v [(nyz + 6x)f + x2z} + xzylg] = %(2)@% + 6x) + %(X2Z) + i(xzy) =

0z
=| 2yz+6
i j k
- (= 0 d
Vx(Veo)=| = < Zil=..=]o
0x dy 0z —
2xyz + 6x x’z x’y

(Se puede demostrar que cuando se calcula el rotacional del gradiente de un campo
escalar el resultado siempre es nulo)

Si ®=x’y+3yz+5 determinar Vo, %(6@) y % x(%d)) . (Cual seria su derivada
direccional en el punto (1, 1, 0) segun la direcciéon determinada por el vector unitario (0.6,
0.8,0)?

Solucién: 1.T 1. 99,02, 05,1.T.T. 02, 04

V(I)=—xi +—j+—k= 2xyf+(x2+3z)}+3y/€
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V-(@@) =§[2xy§ +(x2 + 31)} +3yl€]= %(2)@7) +%(x2 +3z) +8iz(3y)= 2y

i j k
= (= J d d
Vx(VO|=| — — —|=
% ( ) ox dy 0z Q
2xy X+ 3z 3y

La derivada direccional en el punto que nos dan y segtn el vector unitario u del
enunciado serd igual al producto escalar del gradiente en dicho punto por dicho vector

unitario:

do -
— =V .
di (1..0)

Dado el campo vectorial: A = xyf -7 } + xyzlg calcular la divergencia del vector y su
rotacional, asi como el gradiente de la divergencia.

Solucién: I.T.I. 01, I.T.T. 02

- - QA 0A,  0A
Vi A=—+—2+—== y+xy|
0x ay 0z L —
[ j k
- - A 0A)\ A A A\ ~ (0A, 0A\ »
Vxd=|L L i=(L_ y)”("’x_"’z) -+( 2 _ X)k=
0x ay 0z ay 9z 0z  0x ox  dy
A, A, A,

= (xz+2z)f—yz}'—xl€ I

97 3) - 9y xy) - D20y Aol e

= yf+(l+x)} I

Dada la funcion escalar U = xye" hallar la divergencia del gradiente del campo.

Solucién: I.T.I. 01, I.T.T. 02

- U, AU~ AU - . . .
VU=—i+—j+—k=ye€i+xe j+xye'k
ax ay 0z
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%'@U): V(yeZg +xetj+ xyez/g) = %(yez)+ %(xez) +a%(xyez)= xye

Dado el campo escalar ¢(x,y,z) =2x7-3x> + xy hallar su derivada direccional en el punto
(1,0,-3) segtin la direccién determinada por el vector unitario u = (—0.6, 0, 0.8)

Solucién: I.T.I. 01, 03, 04, 06, L.T.T. 01, 03, 05, 06

La derivada direccional en la direccion y sentido de un vector unitario es la proyeccion
del gradiente en esa direccion y sentido, es decir su producto escalar por dicho vector
unitario:

[ﬁfp()ﬁy,Z)] ﬁ=[(22—6x+y)?+x}'+2xl€1 ~£¢=(—12f+]+21€)-2¢= 38

(10,-3) 1,0,-3)

. r - 2 2 ~ .y
Calcular el rotacional de — donde r = xi + y j + zk es el vector de posicion.
i

Solucién: 1.T.I. 98,99, 04, 05, 1.T.T. 99, 01, 04

Expresando todo en funcién de las coordenadas x, y, y z:

r xi+y]+zk
3= 32
r (x2+y2+zz)

f j k
-7 9
VXF= a 5 g = = 0
X y Z
(.X2 + y2 +Z2)32 (x2 + y2 + 22)32 (x2 +Yy +Zz)3l2

Demostrar que el rotacional del gradiente de un campo escalar siempre es nulo: V x (ﬁ(l)) =0
y que la divergencia del rotacional de un campo vectorial siempre es nula: %(6 X A) =0

independientemente de cuales sean los campos @ y A.

Solucién: I.T.T. 97, 00, 02
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o (0Pr 0D~ 0D | 0 0
0x dy 0z

6x(§<b)=Vx —i+—j+—

0x dy dz
o 2 P
0x dy 0z

(aZCD a2c1>)¢ (62<I> a%b)ﬁ (82<I> aZQ)A
= - i + - Jj+ - k=
dydz  dzdy dz0x  0x0z oxdy 0ydx

Suponiendo que P tiene segundas derivadas parciales continuas con lo que el orden de
derivacién no importa.

A, 0A)\ ., (0A, 9A N\~ (JA, IA\ »
(223

%~(6><A)=6~ -
Jdy 0z dz  Ox dx  dy

2 2 2 2 2 2
_[9°A P4 +(a AX_aAZ)Ja A AN T
kaxay dx0z J dydz dyox kazax dzdy J

Suponiendo que A tiene segundas derivadas parciales continuas con lo que el orden de
derivacién no importa.

= do . . . .

Demostrar que V®&(r) = pll donde r es la distancia radial al origen, y hallar ®(r) para el
r

caso particular en que ﬁd)(r) = LS y ®(1)=0.

~

Solucién: I.T.I. 06, I.T.T. 95, 03, 06, I.I. 94

Si el campo escalar sdlo depende de la distancia radial r (lo que significa que tiene
simetria esférica), al derivar respecto de cualquier coordenada x, y, o z, deberemos
utilizar la regla de la cadena: primero derivaremos respecto de r y luego derivaremos r
respecto a la coordenada en cuestion:

AD(r) _ d®(r) ar dd(r) 8‘/)62 +y*+2° _ do(r) X ~ do(r)

X

0x dr  ox  dr ox dr ‘/x2+y2+z2_ ar 7
Igualmente: GCI)(r)=m= do(r) Y , 6(I>(r)= L do(r) z
dy drr 0z dr r

Calculando el gradiente del campo escalar:
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r_ do(r) =
-

dr

: c_de(r)(x- y- z7\_do()
0x ay oz k= dr rl+ Iy k}_ dr

Como se ha demostrado, el resultado es equivalente a derivar el campo escalar respecto
de la variable radial r y multiplicar por el vector unitario radial.

En el caso particular que nos proponen:

iError!Marcador no definido. )
_3

b B
A

Demostrar que si un campo escalar tiene simetria esférica el operador V actuando sobre

dicho campo es equivalente al operador ( ) 7 donde 7 es el vector de posicion del punto

tomando como origen el centro de simetria. Aplicarlo a ®(r)=r"

Solucion: I.T.T. 96, 00, 04, 05

Si el campo escalar tiene simetria esférica eso significa que s6lo depende de la distancia
radial r, es decir se puede escribir de la forma ®(r).

Derivando utilizando la regla de la cadena:

I®(r) do(r) ar do(r) ayx+ 2 +22 _do(r) x _do(r) x

x  dr ox  dr dx T dr ‘/x2+y2+z2_ dr 7
Igualmente: 00(r) =..= do(r) Y , 00(r) - = do(r) z
dy drr 0z dr r

Calculando el gradiente del campo escalar:

V() = acp(r); . ad)(r)} N ac1>(r)]2 _do(r) (_l I /2) do(r) 7 _ do(r) ,
ox ay 0z dr r r dr r dr

Como se ha demostrado, el resultado es equivalente a derivar el campo escalar respecto
de la variable radial r y multiplicar por el vector unitario radial.

n

Aplicando esta demostracién al campo escalar ®(r)=r

_ d n
VCI)(r)= d(i)iir)?= E;; )?= nr
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es una solucion de la ecuacion de

\l»—i

Demostrar que V-Vd = AD, y demostrar que ®(r)=
Laplace A® =0

Solucion: 1.T.T. 96
Operando:
2 2 2
V'(VCI))=V' @24_@}4_@]( - aq2)+a (f_'_a? _
0x dy 0z 0x dy 0z

R R
=(F+F+—2) b =AD
X y° 0z

Con lo cual vemos que calcular la divergencia del gradiente de un campo escalar es
equivalente a aplicarle el operador laplaciana A.

1 1
Para la segunda parte del problema derivamos ®(r)= — =
r x2+y2+z2
o x ‘e w1
ox (x2+y +Z2) r’ ax:
igualmente: : = —3—2 L azq)_ —3i2 L
g P NEHR R P S
con lo cual:
VRS S S MO S N ARG M N G B
O A r S
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