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0. Introduccion

En el Segundo Ciclo de Primaria los estudiantes se inician en la resolucion de problemas en los que
implicitamente aparece el concepto de division. Un enunciado posible en Tercero de Primaria es el
siguiente

P.1. Andrés desea colocar 126 libros en cajas. Si en cada caja sélo caben 9 libros, ;cuantas cajas
necesitara? ;Y que sucedera en el caso de tener que colocar 128 libros?

Se insta al lector a que tome el papel de un alumno de Tercero de Primaria, piense formas distintas de
abordar ese problema y anote la idea basica de cada una de ellas.

¢ Los métodos seguidos coinciden con algunos de los enumerados a continuacién?

- Usando el algoritmo de la division:

126 | 9 128 | 9
36 14 38 14
0 2

- En cualquiera de los dos casos vamos restando 9 a la cantidad dada hasta que no
podamos mas. El efecto de restar nueve representa llenar una caja. La cantidad de veces
que hayamos restado 9 coincide con el nUmero de cajas que se ha podido llenar.

- Pensamos que el numero de cajas es mayor que 10 y menor que 20 puesto que las
cantidades dadas estan comprendidas entre 90 y 180. Después vamos efectuando las
siguientes operaciones: 9-11, 9-12, 9-13, ... hasta conseguir

* una cantidad que alcance el valor pedido, como sucede con 126 puesto que
126 =9-14

* 0 bien obtener dos cantidades que dejen en medio a la dada, como sucede con
128:9-14<128<9-15

Otra cuestién posible relacionada con el enunciado anterior puede ser la siguiente:

P.2. Los 126 libros, ;de qué otras formas pueden ser metidos en cajas iguales de manera que se
utilicen un nimero de cajas completas?

En los apartados de este tema iremos viendo con qué aspectos tedricos estan relacionadas los
enunciados anteriores.

1. Division euclidea

Por cualquiera de los caminos seguidos en el apartado anterior para resolver el enunciado P.1., lo que
se esta efectuando es lo que se conoce como division euclidea de 126 entre 9 y de 128 entre 9
respectivamente, porque dividir un nimero entero positivo a entre otro entero positivo b (siempre que
este sea distinto de 0) es hallar dos numeros q y r de manera que, siendo r menor que b, a coincida
con b - g + r. Que no es otra cosa que lo que se ha realizado por cualquiera de las vias indicadas en la
resolucién del enunciado P.1. En cada una de ellas se concluye que:

126 =9 - 14

128=9-14+2
y por tanto en todos los casos se ha dividido. Hemos de advertir pues que no debe identificarse el
concepto de division con el algoritmo de la divisién. El ejemplo del apartado anterior quiere ilustrar que
para dividir un numero entre otro es posible seguir diferentes métodos, aunque unos sean mas
efectivos que otros. Reescribiendo la idea de division:

Divisién euclidea
Dados dos numeros enteros positivos a y b con b # 0, existen dos numeros enteros q y r verificando

a=b-q+r con 0<r<b. (¥

Los numeros q y r con esas condiciones son unicos y son llamados cociente y resto respectivamente.
Cuando el resto de una division es 0, la divisién se dice exacta. Si el resto no es 0, suele decirse entera.
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EJEMPLO
Consideremos las siguientes igualdades:

E 977=26-37+15
F 8532=1060-8+52

Sin necesidad de hacer operacion alguna, pero teniendo en cuenta que el cociente y el resto son
unicos con las condiciones (*), podemos afirmar que si dividimos 977 entre 26, el cociente es 37 y el
resto es 15 puesto que 15 es menor que 26. Asimismo si dividimos 977 entre 37, el cociente es 26 y el
resto es 15 puesto que 15 es menor que 37.

Si consideramos la segunda igualdad, podemos asegurar que 8 es el cociente de dividir 8532 entre
1060 y 52 es el resto, ya que 52 < 1060. Y podemos decir que 1060 no es el cociente de dividir 8532
entre 8 puesto que 52 no es menor que 8.

Antes de continuar, recordar al lector que lo que se dice en (*) no es otra cosa que lo que en Primaria
se expresa diciendo
Dividendo = divisor X cociente + resto

Propiedades relacionadas con la division euclidea

1) Si en una division el dividendo y el divisor se multiplican por un mismo numero, el cociente no
varia y el resto queda multiplicado por ese numero.

2) Si en una divisién el dividendo y el divisor se dividen (de forma exacta) por un mismo numero,
el cociente no varia y el resto queda dividido (de forma exacta) por ese niumero.

EJEMPLO
De

8532 =1060-8 + 52

se deduce, como se ha dicho mas arriba, que 8 es el cociente de dividir 8532 entre 1060 y 52 es el
resto. A partir de ahi, y usando la segunda de las propiedades anteriores, podemos afirmar que al
dividir 4266 entre 530 se obtiene cociente igual a 8 y resto 26.

EJERCICIOS

Los tres primeros se han visto en http://www.clarionweb.es/5 curso/matematicas/tema504.pdf. EI 5 es de los Concursos de
Primavera de la Comunidad de Madrid.

1. El profesor de gimnasia se ha gastado 495 € en una tienda de deportes. Ha comprado 15 raquetas a
23 € cada una y 30 botes de pelotas. ¢ Cuanto ha pagado por cada bote?

2. Bruno quiere sustituir su vieja furgoneta. La nueva le cuesta 12.450€ y por la vieja le dan 1.650 €. Si
desea pagar la diferencia en 36 plazos iguales, ¢ cuanto dinero tiene que pagar en cada plazo?

3. Una granja avicola tiene 475 gallinas, que estan distribuidas en 25 gallineros iguales.
a) ¢ Cuantas gallinas hay en cada gallinero?
b) Si cada gallina pone cinco huevos a la semana, ;cuantos huevos ponen entre todas en una
semana?
c) ¢Cuantas docenas completas son estos huevos?

4. Modifica las cantidades de los enunciados anteriores pero de manera que las soluciones de los
nuevos enunciados sean iguales a las que se han obtenido al resolver los ejercicios 1, 2 y 3
respectivamente.

5. Juanje se ha jubilado y dedica su tiempo a hacer

construcciones con palillos siguiendo la pauta que

ves en la figura.

Una tarde construyé una inmensa, batiendo su

propio récord. Francisco le preguntd: ;Cuantos palillos has utilizado para batir tu récord? Juanje,
socarron, le contestd: Adivinalo ti mismo, es uno de los siguientes numeros.

7165 176 3514 2483 10 000
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2. Divisor y multiplo

Imagina una tabla de multiplicar que, en vez de tener diez filas y diez columnas, tuviera infinitas filas e
infinitas columnas. ¢ Cuantas veces apareceria en los resultados de la tabla el nimero 3607?

Definicién de divisor y de multiplo:

Dados dos numeros naturales a y b decimos que a es un divisor de b si existe un niumero natural n que
multiplicado por a da b.

na=b

En este caso, decimos que b es muiltiplo de a.

Observar que si a#0, decir que a es divisor de b es equivalente a que la divisién de a entre b sea una
division exacta.

Revisa la tabla anterior. ; Quiénes son los divisores de 3607 4 cuantos hay? ¢ves algun método rapido
de calcularlos?

PARA PENSAR
Trata de dar una justificacion a las afirmaciones siguientes:

a)

El 0 es multiplo de cualquier otro numero natural, es decir, cualquier nimero natural es divisor
de 0.

El 0 tiene un unico multiplo, luego ningun numero distinto de 0 es multiplo de 0.

Resumiendo, el 0 tiene infinitos divisores (todos los numeros naturales) y sin embargo tiene un
unico multiplo (el propio numero).

Cualquier numero natural es multiplo del 1, esto es, el 1 es divisor de cualquier nimero natural.

Cualquier numero es multiplo de si mismo, o lo que es equivalente, cualquier nimero natural
es divisor de si mismo.

Resumiendo, cualquier numero natural distinto de 0 y de 1, tiene al menos dos divisores: el 1
que es el divisor mas pequefio y el propio numero que es el mas grande. El 1 solamente tiene
un divisor, el propio numero.

Si un nimero es distinto de 0, entonces tiene un namero infinito de multiplos.

Si m = a-c, entonces m es multiplo de ay de c. Esto es, sim = a-c, entonces ay c son
divisores de m.

3. Terminologia y notaciones utiles

Las siguientes expresiones son equivalentes:

a es un divisor de b

b es un multiplo de a,

a divide a b,

b es divisible por a,

a es un factor de b.

a es divisor de b se denota abreviadamente por a|b

)

b es multiplo de a se denota abreviadamente por /=24

El primer método que a uno se le ocurre para determinar los divisores de un
numero a es dividir a entre 1, 2, 3,..., a y quedarse con aquellos valores para
los cuales la division es exacta.
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PARA PENSAR
Pon en practica el método anterior para determinar los divisores de 24.
¢ El proceso ha resultado largo? ¢ Has realizado 24 divisiones?

El método descrito anteriormente para determinar los divisores de un nimero a es, a simple vista,
mejorable. ;Por qué bastaria dividir a entre 1, 2,..., b siendo b el primer entero que produce un
cociente menor que él? Teniendo en cuenta eso, ¢ podemos afirmar que bastaria dividir hasta llegar al

menor nimero entero mayor que vVa?

Si dividimos los nimeros naturales por 2 obtenemos una particién en dos subconjuntos:
- los divisibles por dos: numeros pares,

- los no divisibles por 2: los nimeros impares. Los nimeros impares dan resto 1 al
dividirlos por 2,

Indica cuéles de las siguientes expresiones te parece correcta para denotar un nidmero par y un
numero impar; afiade otras que te parezcan oportunas:

Par:2n, n/2, 2n+2,an + 2, n2, an, ......

Impar: 2n-1,2n + 1, 2n + 3, n?+ 1, nn+1),......

Si dividimos los numeros naturales por tres obtenemos tres subconjuntos:
- los numeros divisibles por 3,
- los que dan resto 1 al ser divididos por 3, y
- los que dan resto 2 al ser divididos por 3.

Elige notaciones para estos tres tipos de niumeros.

De modo anélogo podriamos encontrar notaciones para los niumeros que se obtienen al dividir por
cuatro, cinco, etc.

Aplicaciones. El calculo de los divisores de un nimero es util en situaciones en las que interesa saber
de cuantas formas distintas se puede repartir una cantidad (en partes iguales y sin que sobre nada).
Un problema:

Maria ha montado una empresa de pinturas. Dispone de grandes bidones de 60 litros a partir de los
cuales se rellenan los envases que finalmente salen a la venta. Hoy ha recibido informacién sobre los
precios de los envases vacios: el precio en céntimos de cada envase se calcula usando la férmula:

80+10k>

donde k es la capacidad, en litros, del envase. Asi, por ejemplo, un envase de 1 litro vale 90 céntimos,
y un envase de 5 litros vale 330 céntimos.

Cada biddn de 60 litros debe repartirse en envases del mismo tamafio y es importante que no sobre
pintura para no desperdiciarla ya que cada bidén se limpia antes de realizar la mezcla siguiente.

¢, Cual es el tamano de envase que le resulta mas rentable?

s

Propiedades de la divisibilidad

En muchas aplicaciones de los aspectos que venimos tratando se emplean algunas de las propiedades
que vienen a continuacion, de ahi el interés de su conocimiento y manejo.

a) Si un numero es divisor de otros dos entonces es divisor de su suma y de su diferencia.

b) Si un numero a es divisor de otro m entonces es divisor de cualquiera de los multiplos de m. Que
expresado de otra manera es decir que si m es multiplo de a, entonces cualquier multiplo de m es
multiplo de a.
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En particular, si un namero es divisor de otro entonces es divisor de cualquiera de sus potencias
de exponente natural mayor o igual que uno.

¢) Si un numero es divisor de otro y multiplicamos los dos niumeros por una misma cantidad la
relacion de divisibilidad se sigue conservando.

EJERCICIO
Escribe cada frase anterior con notacién matematica.

PARA PENSAR

Decir si es verdadera o falsa cada una de las afirmaciones siguientes:
1. Si un numero divide a la suma de otros dos, entonces divide a cada uno de ellos.
2. Si un numero divide al producto de otros dos, entonces al menos divide a uno de ellos.
3. Si dos numeros dividen a un tercero, entonces su producto también divide a ese tercero.

4. Si un numero d es divisor de a, de b y de ¢, entonces d es divisor de ka + Ib + mc, donde k, 'y m
representan nimeros naturales cualesquiera.

El nimero 12 tiene seis divisores: 1, 2, 3, 4, 6 y 12. Cuatro de ellos son pares y dos son impares.
a) Describe cémo son los niumeros cuyos divisores son todos pares (excepto el 1).
b) Describe como son los niumeros que tienen exactamente la mitad de sus divisores pares.

Un ndamero natural se dice que es primo si tiene exactamente dos divisores.

De la definicion anterior se desprende que el 0 no es primo (tiene infinitos divisores) y que el 1 tampoco
es primo (so6lo tiene un divisor).

Un ndamero natural se dice que es compuesto si es distinto de 0 y de 1 y no es primo.

EJERCICIO
1. Escribe los diez primeros niumeros primos.
2. El menor divisor, distinto de 1, de un nimero, scémo es, primo o compuesto?

3. Si aes un nimero menor que 292, i,por qué para saber si es a es 0 no primo
basta dividirlo por 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 y 29?

. Criterios de divisibilidad

En general, para saber si un numero es divisible por otro se efectua la divisién entera y se comprueba
si el resto es cero, pero, en algunos casos, existen reglas -criterios de divisibilidad- que permiten
averiguar si un numero es divisible por otro sin necesidad de efectuar la divisién. Vamos a enunciar y
justificar algunas de ellas.

a) Divisibilidad por 2, 5 0 10

Si descomponemos el numero n en decenas y unidades, n = 10b + a, se observa que el término 70b es
siempre divisible por 2, 5 y 10. Por tanto, la divisibilidad de n por esos nimeros depende de la de la
cifra de las unidades, a, y, en general, podemos decir que:

Un nuamero es divisible por 2, 5 0 10 si, y sblo si, la cifra de las unidades es divisible por 2, 5 o 10,
respectivamente. O de forma equivalente, un nimero

- esdivisible por 2 si la cifra de las unidades es par (el cero es par),
- esdivisible por 5 si la cifra de las unidades es 00 5 y

- esdivisible por 10 si la cifra de las unidades es 0.

b) Divisibilidad por 4, 20, 25, 50 o 100
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Si descomponemos el numero n, supuesto de tres o mas cifras, en centenas por un lado y decenas y
unidades por el otro, n = 100c + ba, se observa que el término 700c es siempre divisible por 4, 20, 25,
50 y 100. Por tanto, la divisibilidad de n respecto a esos numeros depende de la divisibilidad de ba que
representa las decenas y unidades de n. Podemos decir entonces que:

Un namero es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100 si, y sélo si, el numero formado por la cifra de las
decenas y la de las unidades es divisible por 4, 20, 25, 50 o 100, respectivamente.

Intenta dar un criterio de divisibilidad por 8, 40, 125, 200, 250, 500 o 1000, generalizando lo anterior.

Intenta buscar qué condiciones deben de cumplir las cifras de un nimero de un numero de dos cifras
para que sea multiplo de 4. Analogamente para un numero de tres cifras para que sea multiplo de 8.

c) Divisibilidad por 30 9
Si descomponemos en todas sus cifras un niumero n de, por ejemplo, 4 cifras, obtenemos:
n=1000d + 100c + 10b+a=999d+d+99c+c+9b+ b +a
=(999d +99c+ 9b) + (d+c+b+a)=9(111d+11c+b)+ (d+c+ b + a).

Como el primer paréntesis va multiplicado por 9, ese término sera siempre divisible por 3 y por 9y, por
tanto, la divisibilidad de n respecto a 3 o 9 depende de la divisibilidad de d + ¢ + b + a. Esta
demostracion es generalizable a nimeros con un numero cualquiera de cifras. Por tanto, podremos
decir que:

Un namero es divisible por 3 si y sélo si la suma de sus cifras es divisible por 3.

Un namero es divisible por 9 si y sélo si la suma de sus cifras es divisible por 9.

d) Divisibilidad por 11

Un nuamero es divisible por 11 si sumando, por un lado, las cifras que ocupan lugar par y, por otro, las
que ocupan lugar impar, y restando el menor de los nimeros obtenidos al mayor se obtiene un multiplo
de 11.

Trata de justificar esta afirmacion.

Indicaciones:
- Escribe el numero m=a,...a, en forma polinémica (como potencias de 10):
an10™ a,110™" ...+a10°

- Divide cada uno de estos sumandos por 11. ;Cual es el resto de dividir 10 entre 11, segun k
sea par o impar?

- Recoloca los sumandos y observa lo que ocurre.

¢, Qué cifras puedes escribir a la derecha del nimero 18 para obtener un nimero de 3 cifras que sea
divisible por 2?

&Yy para que sea divisible por 3?
oy por 47?

&y por 1172

¢y para que sea multiplo de 3?
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6. Multiplos comunes y divisores comunes

Consideremos las dos situaciones siguientes.

Situacion 1. Tres socios de un gimnasio coinciden en él el dia 5 de septiembre. Si uno va cada dos
dias, otro cada tres y otro cada cuatro, ¢ qué otros dias coinciden los tres a lo largo del mes?

Situacion 2. Se desea azulejar una pared rectangular de 3,6 m. de alto por 4,8 m. de largo. La forma
de llevarlo a cabo es siguiendo el esquema de la figura. Los azulejos a emplear (cuadrados) tienen de
lado un numero entero de cm. 4 Cual puede ser la medida de ese lado si sélo es posible emplear
unidades completas de azulejos (como en la figura)? ;Cual deberia ser la longitud de dicho lado si
queremos emplear el menor niumero posible de azulejos?

Minimo comuin multiplo y maximo comun divisor

Tras estudiar la primera situacion y resolverla se observa que han intervenido multiplos comunes de 2,
3 y 4 y con un papel especial el menor de ellos. En el caso de la segunda situaciéon han aparecido los
divisores comunes a 36 y 48, y en la ultima parte el mayor de ellos.

Se define minimo comun multiplo de dos numeros (mcm) como el menor de los
multiplos comunes distintos de 0 de ambos nimeros.

)

Un método para determinar el mcm de ambos numeros es ir escribiendo los
multiplos no nulos de ambos numeros hasta encontrar el primero que sea
comun.

De manera similar se define y se determina el minimo comudn multiplo de tres
0 mas numeros.

Cuando un numero a#0 es multiplo de otro b, el minimo comuin multiplo de
ambos es a.

)

)

Se define maximo comun divisor de dos numeros (mcd) como el mayor de los
divisores comunes de ambos numeros.

)

Un método para determinar el mcd de ambos numeros es ir escribiendo los
divisores de ambos numeros, quedarse con los comunes y elegir el mayor de
ellos (luego veremos otros métodos).

De manera similar se define y se determina el maximo comun divisor de tres o
mas nUumeros.

Cuando un numero a es divisor de otro b, el maximo comun divisor de ambos
es a.

)

)

Dos numeros no nulos se dicen primos entre si, relativamente primos o coprimos
si el maximo comun divisor de ambos es 1.
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EJERCICIO

Se tienen tres piezas de tela de igual ancho cuyas longitudes son 180 metros, 45 metros y 60 metros.
Se quiere trocear todas las piezas en retales de igual longitud con el menor nimero de cortes en cada
tela. ¢ Cual es esa longitud? ¢ Cual es el niumero de cortes en total que se da?

PARA PENSAR

E Da ejemplos de nimeros a y b tales que el mcm{a,b} = a-b y calcula el mcd{a,b}.
E Da ejemplos de numeros a y b tales que el mcm{a,b} # a-b y calcula el mcd{a,b}.
E ; Puedes conjeturar alguna relacion entre mecm{a,b}, mcd{a,b}, ay b?

E ;Por qué no se definira maximo comudn multiplo y minimo comun divisor?

. Algoritmo de Euclides para el calculo del maximo comun
divisor de dos numeros

7.1. DESCRIPCION DEL ALGORITMO

La obtencién del maximo comun divisor de dos numeros mediante la determinacion de todos los
divisores de uno y otro numero y la eleccién del mayor de los comunes se vuelve impracticable en el
momento en que los numeros de partida son relativamente grandes. Por ello se disefian otros métodos
para el calculo de ese maximo comun divisor, como sucede con el algoritmo indicado en el titulo de la
seccion. Este método fue propuesto inicialmente por el mateméatico griego Euclides de Alejandria, que
vivid entre los afios 325 y 265 a.c., aproximadamente. El algoritmo, junto con otros teoremas
importantes de la teoria de numeros, aparece en su famoso tratado Los Elementos.

Antes de seguir hemos de establecer la siguiente propiedad, en la que se basa dicho algoritmo.

@ Los divisores comunes de dos numeros a y b # 0 coinciden con los divisores
comunes de b y de r siendo r el resto de dividir a entre b. Deduciéndose por tanto
que mcd{a,b} = mcd{b,r}.

A continuacion vamos a mostrar el proceso para el caso de querer determinar el maximo comun divisor
de 264 y 156.

Paso 1. Dividimos 264 entre 156:

264 = 156-1+108 (cociente 1y resto 108)
Como el resto anterior no es 0, 156 no es divisor de 264.
Paso 2. Dividimos 156 entre 108:

156 = 108-1 + 48 (cociente 1y resto 48)
Como el resto anterior no es 0, 108 no es divisor de 156.
Paso 3. Dividimos 108 entre 48:

108 =48-2 + 12 (cociente 2 y resto 12)
Como el resto anterior no es 0, 48 no es divisor de 108.
Paso 4. Dividimos 48 entre 12
48 = 12-4 (cociente 4 resto 0)
Como el resto anterior es 0, 12 es divisor de 48.
Al llegar a este punto podemos decir que el mcd{48,12}=12.
Apoyandonos en la propiedad del comienzo del parrafo, podemos decir que
mcd{264,156} = mcd{156,108} = mcd{108,48} = mcd{48,12} = mcd{12, 0} = 12

Es decir, el mcd{264,156} coincide con el ultimo resto no nulo del proceso anterior.
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La tabla siguiente recoge todo el proceso anterior. Cada numero de la primera fila es el cociente de
dividir entre el nUmero que esta debajo de él, el nUmero que esta a la izquierda de ese. Cada numero
de la tercera fila es el resto de dividir el nUmero que esta por encima de él entre el nUmero que esta a
la derecha de ese.

1 1 2 4
264 156 108 48 12
108 48 12 0

El procedimiento efectuado es generalizable a cualquier otro par de numeros.

Aplica el algoritmo de Euclides para calcular mcd{265,56}.

7.2. ALGUNAS PROPIEDADES QUE SE DEDUCEN DEL ALGORITMO ANTERIOR

Las propiedades que vamos a enunciar a continuaciéon son de gran aplicabilidad, y se deducen de
manera casi inmediata de lo visto en el algoritmo de Euclides y de alguno de los resultados vistos en
relacién a la division euclidea de dos niumeros.

1) Si por D(a, b) denotamos el conjunto de divisores comunes a a y a b, y por D(mcd{a, b}) el conjunto
de divisores del mcd{a, b}, se tiene

D(a, b) = D(mcd{a, b})
2) mcd{ta, tb} = t - mcd{a, b}
3) med{a: d, b: d} = mcd{a, b} : d, donde d representa un divisor comunaay a b.
Notar que una forma equivalente de expresar la propiedad anterior es
mcd{a, b} = d - mcd{a: d, b: d}

Aplica las propiedades anteriores y el algoritmo de Euclides para calcular mcd{2650,280}.

En alguna seccion precedente se ha definido lo que se conoce como numeros primos entre si, también
llamados coprimos. Recordemos, son aquellos cuyo maximo comun divisor es 1. Pues bien, de 3)
podemos deducir la siguiente propiedad

4) Si dos numeros se dividen por su maximo comun divisor, los numeros obtenidos son primos entre si.

d a b 1
mcd(a,b) ' mcd(a,b)

Observar que cada resto que aparece en el algoritmo de Euclides se puede expresar en funcién de los
numeros iniciales, y en consecuencia, el maximo comun divisor de ambos, que es el ultimo resto no
nulo aparecido en dicho algoritmo también:

5) El maximo comun divisor de dos numeros siempre se puede expresar en funcion de dichos niumeros.
Vamos a ilustrar esta propiedad, considerando de nuevo el ejemplo mostrado en el apartado 7.1.
Teniendo en cuenta el Paso 1:
108 = 264 — 1-156
Teniendo en cuenta el Paso 2y la relacion anterior:
48 = 156 — 1-108 = 156 — 1-(264 — 1-156) =
=2-156 — 264

10
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Teniendo en cuenta el Paso 3y las relaciones anteriores:
12 =108 —2-48 = (264 — 1-156) — 2-(2-156 — 264) =
= 3-264 — 5-156
Por tanto
12 = mcd{264, 156} = 3-264 — 5-156

El resultado enunciado en 5) nos permite garantizar la siguiente propiedad.
6) Si en numero divide a un producto y es primo con uno de los factores, entonces divide al otro factor.
Usando la simbologia propia del tema:
Si albc y med{a, b}= 1, entonces alc
La proposicion anterior fue estudiada y demostrada por Euclides (ca. 325 - ca. 265 a.C.) y se conoce
como teorema de Euclides.
Observacion: Todas las condiciones del teorema son importantes. Por ejemplo:

4114 x 22 yaque 308 =14 x 22 =4 x 77, pero 4 no es divisor de 14 ni de 22.

8. Relacion entre dos numeros, sumcd y sumcm

A estas alturas el lector debe conocer ya a la perfeccién el concepto de maximo comun divisor y
minimo comun multiplo de dos nimeros. Ademas debe saber determinar sin dificultad el maximo
comun divisor de dos numeros mediante el algoritmo de Euclides. Pues bien, las propiedades que se
recogen en este apartado tienen como objetivo principal proveer de un primer método para el calculo
del minimo comun multiplo de dos numeros.

1) Si por M(a, b) denotamos el conjunto de multiplos comunes a a y a b, y por M(mcm{a, b}) el conjunto
de multiplos del mecm{a, b}, se tiene

M(a, b) = M(mcm{a, b})
No vamos a dar aqui prueba alguna del resultado anterior, aunque podemos decir que dicha prueba se

basaria, en parte, en la propiedad 6) del apartado 7.2. Y precisamente a lo largo de ese desarrollo
apareceria la relacion que se recoge a continuacion

2) mcd{a, b} -mcm{a,b} = a-b

Sobre este resultado se volvera mas adelante, cuando se hable de la descomposicion en factores
primos. Se hara una comprobacion del mismo sobre algun ejemplo.

Mas arriba has determinado el mcd{2650,280}. Usa lo obtenido y el resultado anterior para calcular el
mcm{2650,280}.

3) Supongamos que a y b son niumeros primos entre si. En ese caso, un nimero m es divisible por el
producto ab si y sélo si es divisible por a 'y por b.

Notar que ser multiplo de 6 y de 4 no es equivalente a serlo de 6-4:
- Siun namero es multiplo de 6-4, es multiplo de 6 y de 4.

- Sin embargo, si un numero es multiplo de 6 y de 4, no es necesariamente multiplo de 24. Por
ejemplo el 12.

11
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9. Descomposicién de un numero en factores primos y aplicaciones

9.1. DESCOMPOSICION DE UN NUMERO EN FACTORES PRIMOS
La Algunos numeros se pueden descomponer como producto de otros de muchas formas:
12=2x6=3x4=2x2x3
45=3x15=5x9=3x3x5
60=2x30=3x20=4x15=5x12=6x10=2x2x15=2x3x10=2x5x6=
=2x2x3x5=3x4x5

Pero

@ para cada numero distinto de 0 y de 1 hay una sola descomposicién en factores primos (sin
tener en cuenta el orden).

Por ejemplo, para el 45:
Ejemplos: 1) 345 3
15| 5
23| 23
1

Asi, la descomposicion en factores primos de 145 es 3 x 5 x 23. Se escribira:
145=3 x5x 23

Enelcasodel60es2><2x3><5,yseescribiréGO=22x3x5yenelde12e32x2><3,quese
expresara 12 =22 x 3.

2) En algunos casos concretos, la factorizacién en factores primos resulta mas comoda si se tiene en
cuenta alguna descomposicion del nimero en factores, en principio no necesariamente primos, y a
partir de ellos obtener la descomposicién en primos. Ver los siguientes ejemplos:
2000 = 2-103=2-(2-5)%=2-2%.5%3=2%.53
45=5-9=5.32
120=12-10=3-22-2-5=2%2.3.5

El hecho de que la descomposicidon de un numero en factores primos sea Unica permite establecer
algunas condiciones sobre sus divisores y sus multiplos.

9.2. EXPRESION DE LOS DIVISORES Y DE LOS MULTIPLOS DE UN NUMERO
DESCOMPUESTO EN FACTORES PRIMOS

La descomposicion en factores primos del numero 3600, por ejemplo, es
3600 = 2* x 3* x 5°
Si por d representamos un divisor de 3600, se tendra
3600=d-c=2*x3*x5

Al descomponer d y ¢ en factores primos obtendremos (quizas en otro orden) 2% x 32 x 57, por tanto la
descomposicion de d en factores primos sera de la forma

d=2"x3"x5m
donde k puede tomar los valores 0, 1, 2, 3, 4; | puede ser 0, 1, 2; y m puede ser 0, 1, 2.

Cuando m es un multiplo de a, a es divisor de m y un argumento similar al anterior permite decir que la
descomposicidon de m en factores primos sera de la forma

m=2"x3"x5"xp;x - xpy

12
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Donde p4, ... , pu son primos distintos de 2, 3 y 5, r un numero entero mayor o igual que 4,y syt
enteros mayores o iguales que 2.
En general,

@ En la descomposicién en factores primos de un divisor de un numero

aparecen a lo sumo los mismos factores primos de dicho numero con menor
o igual exponente.

)

En la descomposicién en factores primos de un multiplo de un numero
aparecen al menos los factores primos de dicho numero con igual o mayor
exponente.

Una consecuencia de la primera afirmacion de las anteriores es la que establece el nimero de
divisores de un numero, que aparece recogida en el siguiente apartado.
9.3. NUMERO DE DIVISORES DE UN NUMERO
Una vez mas consideraremos como punto de arranque la factorizacién del nimero 3600:
3600 = 2* x 3% x 5°

Tal descomposicion puede ser utilizada para determinar la cantidad de divisores de dicho numero
(contando el 1y el mismo 3600). A continuacidon se muestra como.

Se sabe que cada divisor d de 3600 es de la forma
d=2"x3'x5"
donde k puede tomar los valores 0, 1, 2, 3, 4; | puede ser 0, 1, 2; y m puede ser 0, 1, 2.

Es claro que la cantidad de divisores coincide con el nUmero de formas de combinar los valores de los
distintos exponentes, esto es, con el nimero de ternas diferentes (k, /, m) que se pueden formar.

En la siguiente tabla se puede ver el niumero de ternas que es posible formar cuando k = O.
Obviamente, podra formarse el mismo nimero cuando k= 1,..., k= 4.

k / m N° de ternas Divisor
0 1
0 1 3 5
2 52=25
+
0 3
0 1 1 3 3-5=15
2 3-5=75
+
0 32 =
2 ! 3 3¥-5=45
) =
3% -5°=225
Para un valor | hay tres valores y para cada valor de /, | En total hay
de k para / hay tres 3 x 3 ternas que
valores param comienzan en 0

Como para cada posible valor de k hay 3 x 3 posibilidades y k puede tomar cinco valores diferentes, se
tiene que el numero total de ternas, y en consecuencia, el nimero de divisores de 3600, es 5 x 3 x 3,
que corresponde a

5 x 3 x 3 =n°de posibles valores de k x n® de posibles valores de / x n° posibles valores de m
= (4 +1)-(2+1)-(2+1)
= (exponente del factor 2 + 1) - (exponente del factor 3 + 1) - (exponente del factor 5 + 1)

13
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En general,
@ Sila descomposicidon de un nimero a en factores primos es

a=p°-p,°-..p,
el namero total de divisores de a es
(er+1) - (ez+1) - - - (e+1)

er

¢, Cuantos divisores distintos tiene el nimero 773200897 4, 10, 120 o 1447

9.4. CALCULO DEL MCD Y MCM DE DOS NUMEROS USANDO LA DESCOMPOSICION EN
FACTORES PRIMOS

Los resultados obtenidos en la seccién anterior arrojan un método para el calculo del mcd y mcm, de
dos 0 mas numeros, conocidas las descomposiciones en factores de dichos numeros.
Supongamos que queremos determinar D = mcd{3600, 525} y M = mcm{3600, 525} sabiendo que:
3600 = 2* x 3* x 5°
525= 3 x5 x7
Como D es divisor de 3600 y de 525, aplicando el apartado anterior tendremos que la descomposicion
en factores primos de D sera, por un lado y por otro, de la forma
D=2"x3'x5"
D=3x5"x7"
con0<k<4,0=</£2,05sm=<2,05r<1,08<2,0t<1,
Pero como la factorizacién en primos es Unica, se deduce que en D sélo pueden aparecer los primos
comunes a ambas expresiones:
D=3"x5"
con0su<1y0<sv=<2
La condicion de que D sea el mayor divisor comun impone u =1y v = 2. Por tanto
D=3x5°

En general,

@ para calcular el mcd de dos nimeros cuando se conoce la factorizacién en
primos de los mismos, basta multiplicar los factores primos comunes
elevados a sus menores exponentes.

Un tratamiento de caracteristicas similares al realizado para D, puede efectuarse para M y concluir que
M=2*x32x5%x7

En general,

@ para calcular el mcm de dos numeros cuando se conoce la factorizacién en
primos de los mismos, basta multiplicar los factores primos comunes y no
comunes elevados a sus mayores exponentes.

9.5. RELACION ENTRE DOS NUMEROS, SU MCD Y SU MCM; USANDO LA
DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

Volvemos ahora a uno de los resultados vistos en el apartado 8, pero haciendo uso de la
descomposicion en factores primos de los niumeros.

14
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Consideremos de nuevo las factorizaciones de los numeros 3600, 525, D = mcd{3600, 525} y M =
mcm{3600, 525}:

3600 = 2* x 3* x 5°
525= 3 x5 x7
D=3x5°
M=2*x32x5%x7
Usando tales expresiones es facil observar que 3600 - 525 =M - D.

Esta relacién no es casual. Notar que D y M se pueden escribir como:
D= 2menor{4,0} % 3 menor{2,1} %5 menor{2,2} %7 menor{1,0}

M = 2mayor{4,0} % 3 mayor{2,1} %<5 mayor{2,2} %<7 mayor{1,0}

Por tanto: )
D-M =2 x 3™« 52%2 , 70

que coincide con:

3600 - 525 =[2* x 32 x 5° x 7Y x 2° x 3 x 5° x 7

Apoyandonos en técnicas similares, puede afirmarse, en general, que
@ Dados dos numeros no nulos ay b, se tiene la relacidén siguiente:

mcd{a,b} - mcm{a,b} =a - b

10. Resolucién de algunos ejercicios tipo

Los problemas que involucran aspectos de la teoria de la divisibilidad pueden presentar enunciados
muy diversos por eso resulta imposible elegir tres o cuatro que den una vision general de todos los
posibles enunciados. Por esa razoén los problemas que aqui se presentan resueltos deben ser tomados
s6lo como ejemplos representativos.

12.1. Halla el menor nimero de cuatro cifras que dividido por 4, 7 y 11 da de resto 3.

Solucién

Llamemos, por ejemplo, m a cualquier numero que dividido por 4,7 y 11 da de resto 3. Esto quiere

decir que
m = 4c+3
m = 7¢ +3
m = 11c"+3

donde ¢,c’ y ¢” representan los respectivos cocientes de dividir m entre 4,7 y 11. En ese caso,
podemos deducir que m — 3 es multiplo de 4, multiplo de 7 y multiplo de 11, esto es, m — 3 es multiplo
del minimo comun multiplo de 4,7 y 11. Puesto que mcm{4,7,11} = 4 -7 - 11 = 308, se tiene que
m—3=308-k

Por tanto, el numero pedido es el menor numero de cuatro cifras de la forma 308 - k + 3.
Con esta condicién, el valor que toma k es el menor para el cual 308 - k + 3 = 1000.
Como

308 -k+3=>1000=k >4,

el numero pedido es 308 - 4 + 3 = 1235.

12.2. Se tienen ladrillos de medidas 12 x 10 x 15 cm. Se quiere construir un cubo apilando un numero
entero de ladrillos, todos en la misma posicién. Hallar la medida de la arista del menor cubo que se
puede construir si su volumen debe ser mayor que 3 m?®. ¢, Cuantos ladrillos se necesitan para hacer
dicho cubo?

15
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Solucién

La figura muestra un cubo construido apilando un numero entero de

E ladrillos de dimensiones 1 x 2 x 3 colocados todos en la misma posicion. El
' cubo pedido en nuestro enunciado ha de tener caracteristicas similares de

construccion pero teniendo en cuenta que las medidas de los ladrillos son

12 >g10 x 15 cm y que debe ser el de menor arista cuyo volumen supere los
3m”.

2§

Para poder construir un cubo de las caracteristicas pedidas debe verificarse
que la arista a del cubo sea multiplo de 12, multiplo de 10 y multiplo de 15.
Por tanto la arista a sera multiplo del mem{12,10,15} = 22-3 -5 = 60. Esto
es, a = 60 - k de manera que

(60-k)3=>3-100° (%)
La ultima desigualdad esta justificada por el hecho de que el cubo de arista a cm tiene volumen a® cm?3
y debe ser superior a 3 m3 = 3 - 1003cm?.

La expresion (*) se puede escribir como
63103k3 > 3-10° (%)
Factorizando 6 y 10 en la expresion anterior y simplificando se 1271
obtiene 0 [~
32k3 > 5° "
Dividiendo 53 entre 32: 125 = 9- 13 + 8, se obtiene cociente 13
y resto 8, por tanto

k3 =14
es decir k > 3.
Por tanto cualquier cubo de arista a = 60 -k con k = 3 puede
ser construido con un numero entero de ladrillos de dimensiones
12 x 10 x 15 cm colocados todos en la misma posicion. Pero
como se pide el cubo de menor arista con esa condicién, el cubo ha de tener arista 60 - 3 = 180 cm.

12.3. Un ebanista quiere cortar en cuadrados una plancha de madera de 256 cm de largo y 96 cm de
ancho.

a) ¢, Cual puede ser la longitud del lado de cada cuadrado (suponiendo que dicho lado mide un numero
entero de centimetros)?

b) ¢ Cuantos cuadrados se obtienen de la plancha de madera en cada caso?

_______________

Solucién
La figura derecha representa el caso en el que los cuadrados tienen 32 c¢m de lado S —
(32 x8 =256, 32x3=96) pero scomo podemos llegar a que esa es una de las
posibilidades? y ¢ cuales son el resto de las posibles divisiones de la plancha?

_______________

a) Considerando que la plancha de manera ha de cortarse en cuadrados de manera que la
longitud del lado del cuadrado “quepa” un nimero exacto de veces tanto a lo largo como a
lo ancho, esa longitud ha de ser un divisor de 256 y un divisor de 96. Es decir, que el lado
del cuadrado es cualquier divisor comun de 256 y 96. ;
Puesto que el mcd{256,96} = 32, los divisores comunes de 256 y 96 son los divisores de 32 = 25. Por
tanto el lado del cuadrado puede ser 1 = 2°, 2 =21, 4 =22, 8 =23, 16 = 2%y 32 = 25,

b) Cuando el lado del cuadrado es 1, el numero de
cuadrados es 256 X 96 = 24.576.
Cuando el lado del cuadrado es 2, el niumero de
cuadrados es (256:2)x (96:2) = 6.144 .
Cuando el lado del cuadrado es 4, el niumero de
" |acconancancaadhas canancanoas cuadrados es (256: 4)x (96: 4) = 1536,

256 cm Cuando el lado del cuadrado es 8, el numero de
cuadrados es (256:8)x (96:8) = 384.
Los ultimos dos casos se dejan para el lector.

. <-+— n(
96 cm numero exacto de cuadrados
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12.4. Halla todas las combinaciones posibles de las cifras a, b, tales que el nUmero capicua
a9396b234a432b6939a
sea multiplo de 36.

Solucién
Para que el numero dado sea multiplo de 36 = 4 - 9, es necesario y suficiente que sea multiplo de 4 y

sea multiplo de 9.
Aplicamos los criterios de divisibilidad correspondientes a4 y 9.

- Un numero es divisible por 4 si el nUmero formado por la cifra de las decenas y la de las unidades del
numero dado (es decir, el nimero formado por las dos ultimas cifras) es divisible por 4.

Por tanto, el numero dado sera divisible por 4 si lo es el nimero 9a. Los valores posibles de a que
satisfacen esa condicibn sona =2y a = 6.

- Un namero es divisible por 9 si la suma de las cifras del niumero dado es multiplo de 9.
Por tanto, el nimero dado sera divisible por 9 si lo es el numero
a+[9+3+9+ 6]+b+[2+3+4]+a+[4+3+ 2]+b+[6+9+ 3+9]+a
En la expresién anterior, las cantidades entre corchetes son multiplos de 9, por tanto toda la expresién
sera multiplo de 9 si lo es 3a + 2b.

- Paraelcaso en que a = 2, el nUmero 3a + 2b = 6 + 2b ha de ser multiplo de 9.
Puestoque 6 +2:-0<6+2b <6+ 2-9, los posibles valores que puede tomar 6 + 2b son
6+2b=9
6+2b =18
Para la primera igualdad no existe valor posible para b y en la segunda es b=6.
Una solucién por tanto es

2939662342432669392

- Para el caso en que a = 6, el numero 3a + 2b = 18 + 2b ha de ser multiplo de 9. Y para ello
basta que lo sea 2b. Por tanto los posibles valores sonb =0y b = 9.
El resto de las posibles soluciones es

6939602346432069396

6939692346432969396
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