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2. BLOQUE II: TEORIA DE CODIGOS

2.1. Tema 4. Codificacion de la informaciéon. Coédigos
de repeticion y paridad. Distancia de Hamming y
capacidad correctora de un cédigo.

Codificacion de la informacion

El esquema general de un proceso de transmisién de informacién (o datos)
es el siguiente, un emisor envia una informacién a un receptor a través de un
canal.

La informacion enviada debe poder ser transmitida a través del canal.
Para ello, debe ser primero codificada en cierto modo. Codificar una deter-
minada informacién consiste en escribir la informacion en un alfabeto X, es
decir mediante un nimero (finito) de simbolos concretos. El codificador al
menos debe hacer que la informacion generada por el emisor sea susceptible
de ser transmitida por el canal. Al transmitir la informacién en forma co-
dificada (en el lenguaje adecuado) a la salida del canal la informacién debe
decodificarse, para llegar al receptor en su forma original.

Emisor Codificador Canal Decodificador Receptor

/

a a—x T~y Yy a a

Definicién 4.1 Codificar el alfabeto fuente A = {ay,...,an} en el alfabeto
cdigo ¥ = {by,ba,...,b,} es dar una aplicacion inyectiva ¢ : A — P(X).
Para cada a; € A, c(a;) es la codificacion de a; y el subconjunto C = Im(c)
es el codigo empleado. Cada uno de los elementos de C se denomina palabra
codigo.

Por simplicidad, puede suponerse que ¥ es el alfabeto binario {0,1} y se
hablard de codificaciéon binaria. Aunque los términos cddigo y codificacion
tienen distinto significado, en ocasiones se toman como sinénimos. De esta
forma, un coédigo se puede definir como un conjunto finito de palabras en un
alfabeto finito.

Definicién 4.2 Se denomina longitud de una palabra del codigo al nimero
de simbolos que la componen. Si todas las palabras de un codigo son de la
misma longitud n, se dice que el codigo es un codigo bloque de longitud n.

Ejemplo 4.3 Sea A= {0,1,2,...,9} y X = {0,1}. Dos posibles codificacio-
nes binarias de A vienen dadas por la tabla siguiente



Fuente C; Cy
0 0| 0101
1 1| 1000
2 10 | 0100
3 11 | 1100
4 100 | 0010
5 101 | 1010
6 110 | 0110
7 111 | 0001
8 1000 | 1001
9 1001 | 0011

Si C es un cédigo bloque de longitud n sobre un alfabeto de g simbolos,
entonces puede poseer a lo sumo ¢" palabras. Por tanto, todo cédigo bloque
con m palabras tiene longitud al menos [log,(m)]. De hecho, se puede consi-
derar que de los n simbolos de una palabra, log,(m) contiene la informacién
y el resto son redundantes.

Definicién 4.4 Dado un cddigo bloque de longitud n con m palabras sobre
un alfabeto de q elementos se denomina tasa de transmision del codigo a la
cantidad
R(c) = 19um),
n
Légicamente 0 < R(C) < 1.

En la practica, los canales por los que se transmite la informacién pueden
sufrir interferencias o perturbaciones (ruido) que producen que los mensajes
recibidos no sean iguales que los mensajes que se emitieron. Los codigos
correctores de errores tratan de codificar la informacion de forma que sean
capaces de detectar o corregir estas modificaciones (errores).

Definicién 4.5 Sea x = (x1, 9, ...,2,) una palabra de un cddigo C que se
transmite por el canal y sea y = (y1,Ya,- -, Yn) la palabra recibida. Se dice
que se ha cometido un error en la posicion j si x; # y;.

La nocion de detectar un error es clara, se dice que un cédigo C detecta
errores si al transmitir una palabra del cédigo a través de un canal con rui-
do de forma que se produce algin error, la palabra recibida no pertenece al
codigo. Logicamente, puede ocurrir que se produzcan una serie de errores de
forma que la palabra recibida sea también una palabra del cédigo.



Cédigos de repeticién y paridad.

Una de las ideas mas simple para detectar errores en una transmision es
repetir cada simbolo n veces, o repetir cada secuencia de k simbolos n veces.
Si los simbolos fuente son 0, 1, se pueden codificar de la forma siguiente:

0 ~— (0000---00) (n veces)
1 +— (1111---11) (n veces)

obteniendo un cédigo bloque binario de longitud n llamado cédigo de re-
peticion de tamano n.

Suponiendo que en la transmisién se han producido errores, recibida una
palabra, basta con contar el nimero de 0 y 1 que contiene la palabra reci-
bida y decidir, por un simple criterio de mayoria, su decodificacién como la
palabra emitida méas probable. Esto solo es posible sin ambigiiedades si n es
impar. Aunque en el modelo presentado se ha definido un cédigo de repeti-
cion 1 a n, se puede generalizar a uno del tipo k£ a kn repitiendo n veces la
secuencia de longitud k.

Con esta estrategia se pueden detectar hasta n — 1 errores, es decir uno
menos que la longitud de repeticion. Para corregir estos errores producidos
en la transmision, suponiendo que la probabilidad de error no es muy grande,
entonces es légico pensar que la palabra enviada ha sido la que coincide con la
recibida en mas posiciones. Por ejemplo, con n = 7, si se recibe y = 1000100
es mas logico pensar que se ha deseado enviar la palabra z = 0000000, co-
metiéndose dos errores, que suponer que la palabra enviada es x = 1111111
donde se hubieran cometido 5 errores. De esta forma se puede decir que el
codigo corrige hasta |(n — 1)/2] errores. Esta idea es la que después se ge-
neralizara para la decodificaciéon por minima distancia.

Sin embargo es evidente que con el codigo de repeticién, la cantidad de
informacion que se transmite es pequena, es decir, la tasa de transmision es
1/n. Para cada bit de informacién es necesario emitir n bits.

Un buen cddigo sera aquel que permita corregir la mayor cantidad posible
de errores introduciendo la menor cantidad de simbolos redundantes. Como
se ha comprobado con los codigos de repeticion, estos dos requerimientos en
general se contraponen y se debe buscar un equilibrio entre ambos.

Otro ejemplo simple de codificacién son los cédigos de paridad. Sea, por
ejemplo, un alfabeto fuente de ocho simbolos (las secuencias binarias de 3



bits), la codificacién de la fuente se realiza del modo siguiente:

000 | 0000
001 | 0011
010 | 0101
011 | 0110
100 | 1001
101 | 1010
110 | 1100
111 | 1111

A cada palabra de tres bits se le anade otro bit al final de forma que se
obtiene una secuencia de 4 bits, tal que el nimero de unos en la palabra sea
par. Se puede generalizar el proceso anterior para codificar una fuente de 2"
simbolos con un cédigo bloque de longitud n + 1.

Es un c6digo bloque de longitud 4 y tasa de transmisién 3/4 (en el caso
general n/(n+1)). A diferencia del cédigo de repeticidn, la tasa de transmi-
sién es alta. No obstante este tipo de codigos presentan el inconveniente de
que son incapaces de corregir errores aunque si detectar alguno. Si se recibe la
palabra 0010, es claro que se ha producido algtin error en la transmision pues
ésta no pertenece al codigo. Sin embargo, aun suponiendo que la probabilidad
de error es pequena, no es posible decidir que palabra se queria realmente
enviar. Cualquiera de las palabras 0000,0011,0110 6 1010 son susceptibles
de haber sido enviadas y que en la transmisién se ha cometido Unicamente
un error. Ademsds, el cédigo presentado no detecta dos errores; si se ha que-
rido enviar 0110 pero se han cometido errores en el primer y ultimo bit, se
recibe 1111 que es una palabra del codigo y el receptor puede pensar que la
transmisién ha sido correcta.

No obstante el codigo de paridad es capaz de corregir la palabra recibida
sabiendo que se ha cometido un tnico error y en que posicion se ha cometido.
Basta con comprobar la cantidad de unos que hay en el resto de posiciones y
obtener la palabra emitida poniendo un 0 en la posicién errénea si el nimero
de unos es par y 0 en caso contrario. Este tipo de errores en los que se conoce
la posicién se denominan borrones por la semejanza que existe con el hecho de
recibir una palabra con un ”hueco” vacio justo donde se ha cometido el error.

A pesar de la simplicidad del cédigo de paridad, ya que solo es capaz de
detectar un error y corregirlo si se conoce la posicién, es un codigo utlizado
frecuentemente en la préactica. Por ejemplo el DNI espanol es un cédigo de
paridad. La letra correspondiente a cada nuimero se calcula dividiendo el



nimero por 23 y dependiendo del resto se le anade una letra segtn la tabla
siguiente.

Resto Letra | Resto Letra | Resto Letra | Resto Letra | Resto Letra
0 T 5 M 10 X 15 S 20 C
1 R 6 Y 11 B 16 Q 21 K
2 AW 7 F 12 N 17 \% 22 E
3 A 8 P 13 J 18 H
4 G 9 D 14 Z 19 L

Otros ejemplos de codigos de paridad son: el ISBN donde el dltimo digito
se calcula a partir de la divisiéon del resto del nimero entre 11 (anadiendo
el valor X si el resto es 10), los cédigos de barras, el niimero de los cheques
bancarios, el nimero de las tarjetas de crédito, etc.

Distancia de Hamming y capacidad correctora de un cédigo.

La caracteristica principal que permite, en los coédigos de repeticion, la
correccion de errores, es que las palabras que lo forman son lo més distintas
posible, con lo que resulta improbable que las alteraciones del canal transfor-
men una en otra. Esta idea de tomar las palabras lo mas diferentes posibles
es de hecho la base de todos los cédigos correctores.

Una forma muy adecuada de medir la separacién entre palabras es la dis-
tancia de Hamming, introducida por Richard W. Hamming (1915-1998), ma-
tematico estadounidense que hizo importantes contribuciones a la informatica
y a la teoria de céddigos.

Definicién 4.6 Sean z,y € F, = (x1,22,...,74), ¥ = (Y1, Y2, - - -, Yn). Se
llama distancia de Hamming entre x e y a la cantidad

d(z,y) =8{1[1 <i<n, z # yi}

La aplicacion asi definida es efectivamente una distancia en Fy, es decir,
verifica las propiedades siguientes:

i.) d es no negativa y d(z,y) = 0 si y solo si z = y.
ii.) d(z,y) = d(y,z).

iii.) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, z).



A partir de la distancia de Hamming se puede definir la distancia minima
de un cédigo.

Definicién 4.7 Dado un cédigo bloque C se llama distancia minima del codi-
go a

d=d(C) = min{d(z,y) |z,y € C, v # y}.

La idea basica es decodificar una palabra utilizando esta distancia. Emi-
tida una palabra ¢ € C y recibida y se decodificara usando el criterio de
minima distancia, esto es, decodificaremos y por la palabra de C mas pare-
cida a y (segun la distancia de Hamming). De este modo, se supone que el
error producido durante la transmision no ha sido grande.

La decodificaciéon por minima distancia no siempre es efectiva. El pro-
cedimiento falla cuando la palabra més cercana no es unica. En cualquier
otro caso proporciona una (no necesariamente correcta) decodificacion de y.
A partir de la distancia minima es posible determinar la capacidad de un
codigo para detectar y corregir un numero determinado de errores.

Teorema 4.8 Sea C un cddigo bloque de distancia minima d. Entonces
» C detecta s errores si y solo si s < d.

s C corrige t errores si y solo si 2t < d.

Dem.: Sea c € C al palabra enviada, y la palabra recibida.

» Siy tiene s errores, 0 < s < d, entonces d(c,y) = sy y ¢ C, pues
cualquier palabra de C esta a distancia al menos d de c.

» Si y tiene t errores, 2t < d, entonces d(y,c) < d(y,x)Vx € C. En
efecto, las bolas con centro en dos palabras del cédigo y radio (d—1)/2
son disjuntas (si no, las palabars estarian a distancia menor que d). Por
lo tanto, si 2t < d, es decir t < d/2, entonces y estard en una y solo una
de tales bolas, que tendra por centro la palabra cédigo mas cercana. [J

El entero t := L%J se llama capacidad correctora del cédigo.

Los codigos de repeticion y de paridad vistos anteriormente tienen distan-
cia minima n y 2 respectivamente. Por tanto, el cddigo de repeticién detecta
n—1 errores y corrige |n/2| errores mientras que el cédigo de paridad detecta
1 error pero no lo corrige.



En cierta forma, la decodificacién de un cédigo bloque puede entenderse
como una aplicacién d : H — C, donde H C ¥". Es decir, de todas las pala-
bras que se pueden recibir (X"), existe un subcojunto H tal que éstas son las
que se pueden decodificar sin ambiguedad. Si H = X", se dice que la deco-
dificacién es completa; cualquier palabra de " se decodifica en una palabra
codigo. En caso contrario la decodificacién es incompleta. La decodificacion
por minima distancia es, en general incompleta, pues pueden existir palabras
y € X" de forma que la distancia minima de ellas al cddigo se alcanza en més
de una palabra del cédigo.

Para cada codigo bloque existen tres parametros involucrados en la codi-
ficacién y decodificacion:

= n: la longitud del cédigo,
= M: el nimero de palabras del cédigo,

= d: la distancia minima (o en su defecto ¢ := [41], la capacidad correc-
tora del c6digo).

Estos tres parametros no pueden escogerse arbitrariamente sino que guar-
dan una estrecha relacién entre si. Teniendo en cuenta la decodificacién por
minima distancia es posible demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.9 (Cota de Hamming) Sea C un cddigo blogue de longitud n
sobre un alfabeto de q elementos y capacidad correctora t. Si M es el numero
de palabras del codigo, entonces:

¢z ar(e (D)0 (5) a2 (T a-r).

Los cédigos para los que se alcanza la igualdad en la cota anterior se deno-
minan cédigos perfectos.

Dadas dos palabras ¢; y ¢ de un cédigo bloque de longitud n y distancia
minima d, las primeras n — d + 1 componentes de ambos no van a coincidir,
ya que si las primeras n — d + 1 componentes de ¢; y ¢o fuesen las mismas,
entonces aunque las restantes n — (n — d + 1) = d — 1 componentes fueran
distintas, se tendria que d(ci,c2) = d — 1, lo que es contradictorio. Por lo
tanto, el nimero de palabras del cédigo no puede exceder de ¢" =4+

Teorema 4.10 (Cota de Singleton) Sea C un cddigo bloque de longitud
n sobre un alfabeto de q elementos y distancia minima d. Si M es el niumero
de palabras del codigo, entonces:



Los cédigos de bloque para los que se alcanza la igualdad en la cota de
Singleton se llaman MDS (méaxima distancia de separacién).

Para finalizar el tema se hard mencion brevemente al problema funda-
mental de la teoria de cédigos, es decir el calculo de

A(n,d) = max{M | existe un cédigo de pardmetros n, M, d},

determinando que para cédigos binarios

2.2. Tema 5. Coédigos lineales, matriz generadora y
matriz de control. Decodificacién por sindrome.
Cddigos de Hamming, Golay y Reed-Muller

Coddigos lineales, matriz generadora y matriz de control

Los procesos de codificacién y decodificacién de los cédigos en bloque
son computacionalmente costosos y exigen almacenar en memoria una canti-
dad considerable de informacién (todas las palabras del cédigo). Usando las
herramientas del algebra lineal es posible mejorar estos procesos.

Definicién 5.1 Sea F, un cuerpo finito de q elementos, un cédigo C se dice
lineal si es un subespacio vectorial de Fy.

Todo cédigo lineal es un coédigo bloque de longitud n dada por el espacio
vectorial ambiente. Como espacio vectorial, C posee una dimensiéon k, luego
su cardinal es siempre una potencia de ¢, ¢*.

Definicién 5.2 Un subconjunto C C Fy es un [n, k,d] - cddigo lineal si C es
un subespacio vectorial de dimension k de ¥y y la distancia minima es d.

La tasa de transmisién de informacién de un [n, k, d| - cddigo lineal es

Al igual que se define la distancia de Hamming de dos elementos de Fy,
se puede definir el peso de una palabra que ayuda a determinar la distancia
minima del c6digo inicamente a partir de las palabras del c6digo y no de los
pares de palabras.



Definicién 5.3 Sea x € F"

q )
w(z) = t{i ]z # 0.
Proposicion 5.4 Sea C un codigo lineal, la distancia minima del codigo

cotncide con el minimo de los pesos de las palabras no nulas del cddigo, es
decir,

el peso de v = (x1,...,x,) se define como

d(C) = min{w(z) |z € C—{(0,0,...,0)}}.

Todo subespacio vectorial de [ de dimension k puede ser interpretado
como la imagen de una (no tnica) aplicacién lineal inyectiva f : Fr — F7.
Puede entenderse esta aplicacién f como la codificacién de la fuente ]F’;.

Definicién 5.5 Dado un cddigo lineal C de longitud n y dimension k, se
denomina matriz generadora del codigo a la matriz G de una aplicacion in-
yectiva f : F’; — C C IFy. Dicho de otro modo, G' es una matriz de tamario
k x n cuyas filas son una base de C.

Una matriz generadora G proporciona no solo un coédigo sino una codi-
ficacién de la fuente ya que C = {zG |z € Fk} (los vectores se escriben en
fila y el producto del vector x por la matriz G es (), un mensaje = € IF’; se
codifica por G € Fy. De esta forma, la codificacion de la fuente en codigos
lineales es muy simple y solo requiere el almacenamiento en memoria de la
matriz G.

La matriz generadora describe C mediante unas ecuaciones paramétricas.
Pero hay otra forma habitual de describir un subespacio vectorial de Fy,
definirlo como el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo. En
otras palabras, proporcionando las ecuaciones implicitas del subespacio C.

Definicién 5.6 Sea C un [n,k,d]-cddigo lineal, se dice que una matriz de
tamano (n — k) X n y rango n — k es una matriz de control de C si

v =(r,...,2,) €C& Ha'=(0,...,0)"

Las matrices generadoras y de control de un codigo estan estrechamente
relacionadas.

Proposicion 5.7 Si G y H son las matrices generadora y de control de un
cddigo lineal C, entonces GH' = 0.

La distancia minima (peso minimo) no es el minimo peso de los vectores
de una base (matriz generadora), pero se puede calcular a partir de una
matriz de control.



Teorema 5.8 Si H es una matriz de control del codigo lineal C, entonces
la distancia minima de C es d, si y solo si, d es el mayor entero para el que
d — 1 columnas cualesquiera de H son linealmente independientes.

Dem.: Sean ¢;,1 < i <n, las columnas de H.
Si existen r columnas linealmente dependientes, entonces ay¢q + oo + ... +
anc, = 0, para ciertos escalares, donde «; = 0 para (n — ) subindices i, pero
no todos los r «; restantes valen cero. Entonces H(ag az ... a,)" = 0, es decir
(ayay...ap)t € Cy tiene peso < r. Luego d < 7.

Por otro lado, si cualesquiera r columnas de H son linealmente indepen-
dientes, entonces ningun vector de peso < r puede pertenecer a C, lo que
implica d > r. [J

Corolario 5.9 Si C es un codigo lineal sobre Fy y las columnas de H son
todas distintas y no nulas, la distancia minima es al menos 3.

Como una base de C no es tinica, tampoco lo es la matriz generadora. Sin
embargo, todas las matrices generadoras de C son semejantes (dadas G1, G
matrices generadoras del mismo cédigo C, existe una matriz inversible P tal
que G1 = PGy). La matriz de control tampoco es tnica.

Definicién 5.10 Se dice que dos codigos son equivalentes si uno se puede
obtener del otro mediante alguna permutacion de las coordenadas en [y .

Definicién 5.11 Se dice que una matriz generadora, G, estd en forma estdn-
dar si es de la forma G = (Ix|A), donde 1), denota la matriz identidad de
tamano k x k.

Si se dispone de una matriz generadora en forma estandar, la operacién
de codificacion asociada es

mensaje control
7\ 7\

r= (21,29, ...,25) = G = (T1,Tay ..., Tk, Tht1y-- -, Tp)

Los k primeros términos de la palabra codigo corresponden al mensaje
de la fuente y los n — k tultimos son simbolos de control. En el caso de que
la matriz generadora esté en forma estandar, es muy sencillo calcular una
matriz de control.

Teorema 5.12 Sea C un [n, k,d]-cddigo lineal. La matriz G = (I;|A) es una
matriz generadora de C si y solo si la matriz H = (—A'|1,,_) es una matriz
de control.



Dado un cédigo lineal, no siempre es posible obtener una matriz genera-
dora en forma estandar, pero siempre existe un cédigo equivalente con esta
caracteristica.

Teorema 5.13 Todo codigo lineal C es equivalente a un codigo C' que admite
una matriz generadora en forma estandar.

Dem.: [Munuera y Tena, pag. 69-70] Si dimC = k, una matriz generadora
G de C es k x n y de rango k. Entonces posee k columnas independientes.
Mediante una permutacion ¢ de {1,2,...,n} se puede conseguir que estas
columnas sean las k primeras. Asf se obtiene una matriz G' = (A|B) con A
kx k y regular, que genera un cédigo C’ equivalente a C. Mediante operaciones
elementales con filas puede trasformarse A en I,. Haciendo estas mismas
operaciones con la matriz G’ completa se obtiene una matriz (Ix|B’) cuyas
filas generan el mismo subespacio C' que G'. [

Como ya se ha comentado, el problema fundamental de la teoria de codi-
gos estd relacionado con la existencia de cédigos con parametros fijados. El
algebra lineal también determina otras cotas sobre los parametros del codi-
go. En cddigos lineales binarios es posible refinar la cota inferior para A(n, d)
obteniendo la cota de Gilbert-Varshamov:

2n71
A(n,d) > ————.
8 = Sd—2 -1
> ()
Existen otro tipo de cotas que relacionan los parametros de un cédigo, co-
mo las siguientes. Las demostraciones de estos resultados se pueden ver en el
capitulo 8 del libro de C. Munuera y J. Tena, Codificacion de la Informacion.

Teorema 5.14 (Cota de Plotkin) Sea C un cédigo lineal [n, k,d] sobre un
alfabeto de q elementos. Entonces:

k—1(,,
i< (¢ 1)'

Esta cota expresa que la distancia minima de un cédigo es menor o igual al
peso promedio de todas sus palabras no nulas.
La cota de Plotkin implica

¢ -1 q 1 q
n/dzqk‘l(q—l)_(q—1)<l q’)m(q—l)‘




Teorema 5.15 (Cota de Griesmer) Para todo cddigo lineal de pardme-
tros [n, k,d] sobre un alfabeto de q elementos se verifica que

e
—

| e
JR—

n > [

7

Il
=)

Decodificacién por sindrome.

Debido a la estructura de los codigos lineales es posible realizar la deco-
dificacién por minima distancia de manera méas simple.

Sea C un [n,k,d] codigo lineal. Transmitida una palabra cédigo = € C
a través del canal, sea y la palabra recibida. Si y = x + e, el vector e =
(e1,...,e,) representa los errores cometidos y claramente

w(e) = #{ errores cometidos } = d(zx,y).

La cuestion es como decodificar y, es decir, como asociar a y una palabra
codigo que tenga el mayor parecido posible con x.

Definicién 5.16 Sea C un codigo lineal con matriz de control H y sea y €
F7. Se llama sindrome de y al vector s(y) = Hy' € Fo=F.

Por definicién de la matriz de control, € C si y solo si s(z) = 0. Ademés
por ser el sindrome una aplicacion lineal s(y) = s(z+e¢) = s(z)+s(e) = s(e),
es decir, recibida una palabra y se conoce el sindrome del error cometido.

Proposicion 5.17 El sindrome del vector recibido y es una combinacion
lineal de las columnas de H correspondientes a las posiciones en las que se
ha cometido un error.

Ejemplo 5.18 Sea C un codigo que corrige al menos un error y duran-
te la transmision solo se ha cometido un tunico error, w(e) = 1, es decir
e =(0,...,0,e;,0...,0). Por ser d > 3, cualesquiera dos columnas de H
son linealmente independientes. Asi, el sindrome del vector recibido, vy, serd
maultiplo de una y solo una columna de H. Esa posicion es precisamente la po-
sicion donde se ha cometido el error, s(y) = e;h;, de donde se puede deducir
el error cometido y el mensaje enviado x = y — e.

Decodificar por minima distancia quiere decir que recibido y, se decodi-
ficarda por y —e € C si d(y,y — e) < d(y,y — €') para cualquier otra palabra
cédigo y — €' € C. Equivalentemente, el error e es el elemento de I de menor
peso entre los que satisfacen s(e) = s(y).



Definiciéon 5.19 Para cada b € IFZ*’“, el elemento de peso minimo de s~ (b)
se denomina error patrén de s~'(b).

En general, no hay un tnico elemento con esta condicién.

Teorema 5.20 Seat = |(d —1)/2]| la capacidad correctora del cédigo C. Si
en s~ 1(b) existe un vector e de peso menor o igual que t, entonces dicho vector
es el unico con esa condicion y es, por tanto, el error patron del conjunto

s71(b).
Algoritmo 5.21 Decodificacion por sindrome.
Recibida la palabra y € Fy.
i.) Sea b= s(y) = Hy" su sindrome.
ii.) Si b no tiene error patrdn, no es posible decodificar de forma tnica.

iii.) Si By es el error patron, se decodifica y por y — B.

El algoritmo anterior corrige t errores. El célculo de los errores patrén asocia-
dos a posibles sindromes, se hace habitualmente de una vez para todas y se
almacena en una tabla. De hecho, a partir de la identificacién s~1(b) = B,+C,
esta tabla se puede ir construyendo tomando e, con w(e) < ¢ como error
patrén de la clase s71(s(e)).

Codigos de Hamming, Golay y Reed-Muller.

Los siguientes ejemplos muestran algunos cédigo lineales bésicos en los
que existe un algoritmo de decodificacion eficiente.

Fijado un entero positivo r, sea I} el espacio vectorial de dimension r.
Para cada vector no nulo h € Ty, se denota por [h] el conjunto de los ¢ — 1
vectores no nulos de £ proporcionales a h. Entonces, existen hy, hg, ..., hy €
Fy — {0} tales que F, — {0} es unién disjunta de [h1], ..., [h,], siendo n =

(¢"=1/(g=1).

Definicién 5.22 Elr-ésimo codigo de Hamming sobre Fy, es el codigo lineal,
H(r) cuya matriz de control es H = (ht,... hL).



Es evidente que el cédigo H(r) tiene longitud n = (¢" —1)/(¢— 1), dimensién
n—ry, sir > 2, distancia minima 3. En particular si ¢ = 2, H(r) es un
2" —1,2" —r — 1, 3] cbdigo lineal.

Para ¢ = 2, una matriz de control del cédigo de Hamming H(r) se puede
construir tomando como columnas todos los vectores no nulos de [, por
ejemplo, para r = 3.

—_— O O
o = O
=)

1 111
0011
0101

Notese que la matriz de control anterior no esta escrita en forma estandar
pero esta escritura es mas eficiente para la decodificacion.

Como la distancia minima de H(r) es 3, los cdédigos de Hamming corrigen
1 error. Si y es la palabra recibida e y € C, entonces no ha sido alterada
en la transmision. Si ha ocurrido un 1nico error, este ha tenido lugar en la
posicién que ocupa s(y) en la matriz de control H. Por la disposicién de las
columnas de H, como representacién binaria de los enteros 1,2,...,2" — 1,
basta escribir s(y) en notacién decimal y alterar el bit de y correspondiente
a esa posicion.

Los c6digos de Hamming H(r) son perfectos, como se puede comprobar
de forma directa.

Cddigos duales. Cédigos de Golay

Antes de presentar el cédigo de Golay es necesario introducir los codigos
duales.

Definicién 5.23 Sea C C Fy un [n, k,d] cédigo lineal. Se llama cédigo dual
del cédigo C, al cédigo C*+ definido por
Ct={ze€F}|z-c=0,VceC},
donde (x1,...,xn) - (C1,...,Cn) = T1C1 + ... + TpCy.
De las definiciones es evidente que si G (resp. H) es una matriz generadora
(resp. de control) de C entonces H es una matriz generadora de C*t y G es una

matriz de control de C*. Asf pues C* es un cddigo de longitud n y dimensién
n—k.

Definicién 5.24 Se dice que un cédigo C es autodual si C+ = C.



Si C es autodual entonces n = 2k y una matriz generadora G es, al mismo
tiempo, una matriz de control y se pueden considerar sindromes respecto a
ambas matrices.

Sea C un [2k,k,d] c6digo autodual con matriz generadora G = (I;x|B)
y d > 7 (corrige al menos 3 errorres). El siguiente algoritmo es un método
para decodificar palabras en las que se han cometido a lo sumo 3 errores, f°
denota la i-ésima fila de la matriz B, ¢! su columna i-ésima y u; denota el
vector i-ésimo de la base canodnica de IF’;.

Algoritmo 5.25 Decodificacion en codigos autoduales binarios.

Recibida la palabra y € F5.
i.) Sea sy = sq(y) = (Ix| B)y'. Siw(s;) < 3 entonces el error ese = (s},0).

ii.) Sea sy = sp(y) = (BY|Ix)y". Si w(sy) < 3 entonces el error es e =
(0,55).

ii.) Para cadai=1,...,k siw(sy+ f*) < 3 entonces el error cometido es
e = (u;, sh+ f).

w.) Para cadai=1,...,k si w(s; + ¢') < 3 entonces el error cometido es
e=((s1+ ) w).

En todos los casos anteriores, y se decodifica como y + e.

Definicién 5.26 FEl codigo de Golay extendido, Gay, €s el codigo binario de
matriz generadora G = (I12|B), siendo B la matriz 12 x 12:

e e = e e e B e B T T e )
RO, R ORFR OO O K
__ O R R OFR OO0
R~ P ORFRPr PP ORFROO O
= = = O == O RO OO
O R = = O = Ok OO
RO o R R R ORREFRORFRO

O R OO O == O =
=l O R OO0 O EF=E O
RO OO R PP PR ORRFROR
O OO R RFEFE OO
el e e



La matriz B anterior puede escribirse de la forma

A 1t
(Th)
donde la matriz A; se puede formar tomando el vector (11011100010) y des-
plazando ciclicamente una coordenada a la izquierda. El cédigo Gy tiene 212
palabras y longitud 24. Ademads es un cédigo autodual de distancia minima
8. Si se omite la iltima coordenada de la matriz G anterior se obtiene el
denominado cédigo de Golay Gz que es un [23,12,7] cédigo lineal que es
perfecto, es decir cualquier palabra recibida esta a distancia minima de una
Unica palabra del codigo.

El algoritmo de decodificacion del codigo de Golay consiste en anadir, si
es necesario, un simbolo extra a la palabra recibida y decodificar la palabra
resultante mediante el algoritmo descrito para cédigos autoduales.

Recibida la palabra y € F22, si y € Gas la palabra no ha sufrido altera-
ciones. En otro caso, se toma y' = (y,¢) € F3' con ¢ = 0 si w(y) es impar
y € = 1 si w(y) es par. Se aplica entonces el algoritmo para el cédigo auto-
dual G94 obteniendo § € Go4. Eliminando la tltima coordenada se obtiene la
decodificacién de la palabra recibida.

Si se hubiera utilizado un tablero de sindromes se tendrian que haber
calculado 2048 = 2!! de ellos. Utilizando el hecho de que G4 es autodual se
reducen considerablemente los calculos.

El Voyager (1979-81) tomé fotos en color de Jupiter y Saturno de 4096
colores. Se us6 un cédigo de Golay (24, 12,8), con 4096 palabras, capacidad
correctora 3,y R =12/24 = 1/2.

Codigos de Reed-Muller

Los c6digos de Reed-Muller binarios de primer orden constituyen una fa-
milia de cédigos, RM(m) (m > 1) cuya caracteristica principal es que tienen
una alta capacidad correctora. El cédigo RM(5) fue el utilizado por el pro-
grama Mariner de la NASA.

Para m > 0 se define de forma recursiva la matriz G(m):

ao=n. am=( %50 ALY,

La matriz G(m) puede escribirse también de la forma siguiente. Es una matriz
de tamano (m + 1) x 2™ cuya columna i-ésima es (1,g;,_1)" donde g; es la
escritura binaria invertida del nimero ¢. Por ejemplo, para m = 3, la matriz
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1
0
1
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1
0
1
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0 0

Definicién 5.27 Para m > 1, el m-ésimo codigo de Reed-Muller de primer
orden es el cddigo lineal sobre Fy que tiene a G(m) como matriz generadora.

Los pardmetros del codigo RM(m) son
» RM(m) tiene longitud 2.
» RM(m) tiene dimensién m + 1.

» La distancia minima de RM(m) es 2! luego su capacidad correctora
es 2m72 — 1.

El método de decodificacion utilizado para los cédigos de Reed-Muller
es radicalmente distinto de los métodos basados en tableros de sindromes.

Sea a = (ag,...,a,) € Fy™' el mensaje en el alfabeto fuente. La palabra
c6digo correspondiente a dicho mensaje es © = (zo,...,ZT,—1) = aG(m). Si
al transmitir x se recibe la palabra y = (yo, ..., yn_1), €l siguiente algoritmo,

de mayoria logica, decodifica obteniendo no la palabra del cédigo = sino el
mensaje fuente.

Algoritmo 5.28 Decodificacion de cédigos Reed-Muller.

Sea y = (Yo, ---,Yn-1) la palabra recibida.

i.) Para cadai=m,..., 1, sea el conjunto

A ={ylk2+ o] +y[k2' + 27" +a] |0 <a <270 < k< 2™}

ii.) Sea b; el simbolo mds frecuente del conjunto A;.

iWi.) Yy = Yoy Y1) =Y — (0,b1,...,b,)G(m) y by el simbolo mas fre-
cuente en el vector .

iv.) El mensaje decodificado es b = (bg, . ..bp).

La salida del algoritmo es directamente el mensaje original y no la palabra
codigo por lo que importa poco que la matriz generadora no esté en forma
estandar. El método descrito permite corregir, al menos, tantos errores como
la capacidad correctora del cédigo, aunque a veces puede corregir mas.
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