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1. BLOQUE I: COMBINATORIA

1.1. Tema 1. Técnicas de conteo. Introduccion a la
combinatoria, factoriales, binomiales y multino-
miales. Teorema del binomio.

Técnicas de conteo

Averiguar cuantos objetos existen que se ajustan a determinadas carac-
teristicas puede no ser facil. Con frecuencia, la inica alternativa es indirecta
y consiste en comparar la coleccién dada con otra coleccién de objetos (cuyo
numero se conoce) y comprobar, si fuera el caso, que tienen el mismo niimero
de objetos. Se tienen diferentes definiciones para el concepto de contar:

i.) Numerar o computar las cosas considerandolas como unidades homogéneas.

(RAE)

ii.

~—

Hacer, formar cuentas segin reglas de aritmética. (RAE)
iii.) Calcular el nimero de unidades que hay de una cosa. (WordReference)

iv.) Esun proceso de abstraccién que nos lleva a otorgar un nimero cardinal
como representativo de un conjunto. (Wikipedia)

v.) Determinar una funcién biyectiva entre un conjunto y un subconjunto
de N (si se supone que el conjunto es finito o de cardinal Ry).

En este curso, solo se estudiaran conjuntos finitos.

Definicion 1.1 Se dice que un conjunto A tiene cardinal r si existe una fun-
cion biyectiva del conjunto N, = {1,2,...,7r} en el conjunto A. Por convenio,
el conjunto vacio tendra cardinal cero.

El cardinal de A se denota de cualquiera de estas tres formas |A| = #A =
Card(A).

De la definicion anterior se pueden deducir facilmente relaciones entre los
cardinales de dos conjuntos dependiendo del tipo de aplicacién existente.

Teorema 1.2 §i existe una aplicacion inyectiva entre N, y Ny entonces r <
s.

Teorema 1.3 Si existe una aplicacion sobreyectiva entre N, y Ny entonces
> S.



Consecuentemente

Corolario 1.4 (Principio de igualdad) Si A y B son dos conjuntos y
existe una aplicacion biyectiva de A sobre B entonces |A| = |B|.

Cuando se desea determinar el cardinal de un conjunto finito X, no siem-
pre es posible dar de manera facil una correspondencia entre los elementos
del conjunto y N, (con 7 el cardinal de X). Sin embargo existen diversas
técnicas, que son ciertamente elementales, que ayudan a tal proposito.

A continuacién se detallan algunas de ellas.

Teorema 1.5 (Adicién) Sean A y B dos conjuntos finitos y disjuntos,
entonces AU B es un conjunto finito de cardinal

|AUB| = |A| +|B].

Teorema 1.6 (Producto) Sean A y B dos conjuntos finitos, entonces A X
B ={(a,b)|a € A,b € B} es un conjunto finito de cardinal

|A x B| = |A||B|.

Teorema 1.7 (Complementario) Sea A un subconjunto de un conjunto
finito X . Entonces A y X — A son conjuntos finitos y su cardinal cumple que

Al = [X] = [X — A

Teorema 1.8 (Doble conteo) Sean A, B dos conjuntos finitos. Sea S un
subconjunto de Ax B. Para cada a € A,b € B se definen T, = {b, (a,b) € S},
U, ={a, (a,b) € S}. Entonces:

EESSAES A}

a€A beB

Generalizando el resultado anterior se tiene

Teorema 1.9 (Multiconteo) Sea f : X — Y wuna aplicacion entre dos
conguntos finitos, entonces

X1 = W)

yey



Teorema 1.10 (Principio de inclusién/exclusion) Sean A, Ay, ... A,
subconjuntos finitos de un conjunto X. Entonces A1 U Ay U ... U A, es un
conjunto finito y

AT UA U UA =) (1),

=1

donde «; es la suma de los cardinales de todas las posibles intersecciones de
J conjuntos distintos, es decir

a1 = ’A1| + |A2| + ...+ |An|,
Qg = |A1 ﬂA2| + |A1ﬂA3| + ...+ |An—1 ﬂAn|,
3 = |A1 mAgﬂA3| + ...+ |An—2 mAn—l ﬂAn|,

an:|AlﬁA2ﬁﬂAn\

El siguiente resultado no es propiamente una técnica de conteo. No obs-
tante, como aplicacién de él puede deducirse que un conjunto dado tiene al
menos un elemento o al menos un niimero concreto de elementos.

Teorema 1.11 (Principio del palomar, de Dirichlet) Sean dos conjun-
tos X, Y tal que | X| > Y| y una aplicacion f : X — Y. Entonces:

i.) Existen dos elementos de X, x1,xq distintos tales que f(x1) = f(x2).

i.) Si ademds |X| > r|Y| para un cierto r > 1, hay al menos r + 1 ele-
mentos Ty, T, ..., Ty tales que f(x1) = f(xe) = ... = f(zr11).

Ejemplo 1.12 En un conjunto cualquiera de 20 nimeros naturales hay siem-
pre dos numeros cuya diferencia es multiplo de 19.

Usando el principio del palomar tomando X = {el conjunto de nimeros},
Y = {restos mddulo 19} y f(x) = x mdd 19, existen dos elementos x1, 19 €
X tales que f(x1) = f(xa), es decir x1 = xo méd 19 de lo que se deduce el
resultado.

Introduccién a la combinatoria, factoriales, binomiales
y multinomiales.

Un problema frecuente de la Combinatoria consiste en evaluar el niimero
de listas (subconjuntos) de cierta longitud, por ejemplo k, en cuyas posiciones
se pueden usar simbolos de un cierto conjunto (o ciertos conjuntos) tales que
se cumplan ciertas restricciones. Las principales restricciones que se presentan



suelen tener en cuenta la repeticiéon, el orden de los simbolos y el niimero de
simbolos.

Teniendo en cuenta las nociones anteriores se pueden definir los diferentes
numeros que se usan en Combinatoria.

Definicién 1.13 Dados dos niumeros naturales r yn se llama variaciones de

un conjunto de n elementos tomados de r en r al niumero de listas ordenadas

de r elementos distintos pertenecientes a un conjunto de cardinal n.
Vi=nn—-1)---(n—r+1).

Si el tamano de la lista coincide con el niimero de elementos del conjunto
se hablara de permutaciones.

Definicién 1.14 Dados dos nimeros naturales r yn se llama permutaciones
de un conjunto de n elementos al numero de listas ordenadas de todos los
elementos de un conjunto de cardinal n.

P,=nl=nn-1)---2-1
A este numero se le denomina factorial de n.

Cualquiera de los anteriores pueden generalizarse si los elementos se pue-
den repetir.

Definicién 1.15 Dados dos numeros naturales r y n se llama variaciones
con repeticion de un conjunto de n elementos tomados de r en r, al nimero
de listas ordenadas de r elementos con elementos de un conjunto de cardinal
n:

VR!=n".
Definicién 1.16 Dados niumeros naturales ry, 1o, ..., yn se llama permu-
taciones de n elementos repetidos r1,7s ...,y veces (conri+ro+... 41 =n)

al numero de listas ordenadas de n elementos con elementos de un conjunto
de cardinal n, tales que existen r; iguales entre si para cada i:

|
PR" - n.

TLT2e Tk e gl )

Finalmente si el orden de los elementos no es importante se hablara de
combinaciones.



Definicién 1.17 Sea r < n, se llama combinaciones de n elementos toma-
dos de r en r, al nimero de listas no ordenadas (subconjuntos diferentes) de
r elementos distintos con elementos de un conjunto de cardinal n:

n (Y n!
Cr = (r) Corln—r)!

Definicién 1.18 Sea r < n, se llama combinaciones con repeticion de n
elementos tomados de r en r al nimero de listas no ordenadas de r elementos
con elementos de un conjunto de cardinal n tal que los elementos pueden

repetirse:
n+r—1
CR; = ( > .
r

La siguiente tabla muestra las diferencias entre ellos.

’ \ Seleccion \ Orden \ Repeticién ‘

P, X

PR:’Ll,T’Q,...,T‘k X X

v X X

VR X X X

cr X

CR} X X

, n n! . , . .
A los nimeros y —————— se los denomina nimeros binomiales y
(r) rilrgl oyl

multinomiales, respectivamente. Estos ultimos se representan por ( .
1,72, y Tk

El nimero de aplicaciones entre dos conjuntos finitos depende de estos
nimeros combinatorios.

Teorema 1.19 Sean X = {xy,z9,...,2,} ¢ Y = {y1,v2,...,yx} dos con-
Juntos finitos.

» El niimero de aplicaciones f : X — Y es VRF = k™.

» Si k > n, el nimero de aplicaciones inyectivas f : X =Y es V' =

(kf!n)!. Stk <n es0.

» Si k < n, el numero de aplicaciones sobreyectivas f : X — Y es
S (1 (5 (k=) Sik > es 0.

J=0



» Bl nimero de aplicaciones biyectivas (solo sin = k) f: X — Y es
P, =nl

Teorema del binomio

El célculo de los niimeros binomiales puede realizarse también de forma
recursiva a partir del siguiente resultado.

Teorema 1.20 Sean n,r enteros positivos con 1 < r < n, entonces

(-G
= + .
r r—1 r

Si se conocen los niimeros (";1) para cada 0 < r < n — 1 se pueden calcular

los ntimeros (’Z) Este hecho se suele representar por el conocido triangulo de
Pascal (figura 1).

1 5 1 1w 5 1
1 & 13 20 15 & 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 85 1

1% 36 B84 126 126 84 326 % 1

Figura 1: Tridngulo de Pascal

Los niimeros binomiales, como se puede ver en el tridngulo de Pascal, son
en cierta forma simétricos, es decir (:f) = (nﬁr) Otra de las relaciones que
se pueden escribir entre ntimeros binomiales es la siguiente:

n+1 n n—1 n—2 r
= + + oo+ )
r+1 T r T r
Los ntimeros binomiales (7;) tienen una interpretacion geométrica; corres-
ponden al nimero de caminos monétonos desde (0,0) hasta (r,n — r) en

el reticulo Z x 7Z. De esta forma se puede demostrar facilmente una de las
relaciones que satisfacen los niimeros binomiales:

() -+

1=0



Los nimeros binomiales aparecen también en el desarrollo algebraico de
(a+b)".
Teorema 1.21 (Teorema del binomio) Sea n un entero positivo. El co-
eficiente del término a"~"b" en el desarrollo de (a + b)" es precisamente el
niumero binomial (’;) Es decir:

n
n L
(a+b)" = E ( ,)a” ‘.
, 7
1=0
Consecuentemente se tienen diversas férmulas involucrando nuimeros bi-

nomiales.
i) Z?:o(‘l)i(?) =0.
i) i (TZ) = 2"
2
i) 3o (7) = (3)-
Las féormulas trigonémetricas que determinan cos(na) a partir de cos a,
stn « son también consecuencia directa del teorema del binomio pues

cos(na) = Re((cos a + sina)™).
son una generalizacion de los

r,T2,...,TL

nimeros binomiales. Si £k = 2 cualquier niimero multinomial es igual a un

De hecho, se pueden calcular a partir de los nimeros binomiales.

Los ntimeros multinomiales (

Teorema 1.22 Sean 11,79, ...7 numeros no negativos tales que ry + ro +
...+ 1, =n. Entonces:

(o) = GO O
rl,rg,...,rk_ﬁ T9 Ti—i—l
n—"r —ry— " =Tk
)

Existe también una generalizacion del teorema del binomio involucrando
nimeros multinomiales.
Teorema 1.23 Para cualquier par n, k de nimeros enteros positivos se tiene

que

n n T1 T2 Tk

(x1 4+ 20+ ... +xy) :E AR A
T1,T2,...,Tk



1.2. Tema 2. Descomposiciones de un nimero. Parti-
ciones de conjuntos. Particiones de un entero po-
sitivo.

Descomposiciones de un niimero.

Los ntimeros binomiales también responden al problema de determinar el
numero de descomposiciones de un numero, es decir calcular el nimero de
soluciones de ciertas ecuaciones diofanticas del tipo x1 + 22 + ... + 2 = n.

Dado un ntimero natural n > 1, se dice que se tiene una descomposicion
de n si se escribe como suma de otros nimeros naturales mayores o iguales
que 1 (el orden de presentacién de estos sumandos serd relevante). La longitud
de la descomposicion sera el nimero de sumandos. Para los primeros valores
de n se tienen las siguientes descomposiciones:

n=1 n =2 n=23 n=4
! ! ) !
(14+1+1+1)
24+1+1
1+1+1 1+2+1
1) {1+1} 1+2 1+1+2
2 2+1 242
3 3+1
143
4

\ J

Hay que observar que las descomposiciones 4 =2+ 1+1=1+24+1=
1+ 1+ 2 son diferentes, porque se considera el orden de los sumandos. Una
forma de entender esta diferencia es reformular el problema de la siguiente
forma; repartir n caramelos iguales entre diferentes ninos. No todos los ninos
recibirdan siempre caramelos (por eso el nimero de sumandos varia) y no es
lo mismo que el primer nino reciba tres caramelos y el segundo uno que ésta
distribucién sea al contrario.

Su valor se puede deducir estableciendo una biyecciéon con otro conjunto.

Lema 2.1 FEl numero de descomposiciones de un niumero n estd en biyeccion
con el nimero de listas de tamano n — 1 formadas por dos simbolos (por

ejemplo {+,}).



De lo que se determina su cantidad.

Teorema 2.2 FEl numero de descomposiciones distintas de un numero n es
on—t,

El razonamiento anterior no es correcto si el orden de presentacién de los
sumandos no fuera relevante.

Si se quiere determinar el nimero de estas descomposiciones que tengan
exactamente longitud k (nimero de sumandos), lo que se quiere es conocer
cuantas soluciones positivas tiene la ecuacion

T1+ro+as+...+xp=n, x;>1
De la misma forma que antes se puede establecer la siguiente biyeccion.
Lema 2.3 El nimero de descomposiciones de tamano k de un nimero n

esta en biyeccion con el numero de listas de tamano n — 1 formadas por dos
simbolos (por ejemplo {+,|}) tales que uno de ellos aparece k — 1 veces.

Teorema 2.4 FEl numero de descomposiciones distintas de tamano k de un
e 71
nimero n es (2_1).

Usando este resultado y el nimero total de descomposiciones de un nimero
se demuestra también el valor de la suma de los nimeros binomiales:

" n—1 e
;(k_l):Q L

Con este resultado se deduce también el nimero de soluciones no negati-
vas de la ecuaciéon
$1+$2+$3+...+Ik:n,

haciendo el cambio y; = x; + 1.

Teorema 2.5 El numero de soluciones de la ecuacion x1+xo+x3+. . .42 =

n con x; > 0 es
n+k—1
k—1 ’

Generalizando el resultado anterior se tiene que

Teorema 2.6 FEl numero de soluciones de la ecuacion x1+xo+x3+.. .42 =
n con r; > a; €s

n+k—1—ay—as—...—ap
k—1 ’



Esta formula incluye las dos anteriores, tomando a; = 1,0 para todo
i. Utilizando el principio de inclusién/exclusién y las técnicas anteriores es
posible determinar también el niimero de soluciones de

T+ axotas+...+xp=n, a <x;<b.

Asimismo, se puede calcular el nimero de soluciones en que las ecuaciones
sean una desigualdad.

Particiones de conjuntos.

Un problema similar al del nimero de soluciones de ecuaciones del tipo
1+ To + ...+ x, = n es el de particion de un conjunto. Partir un conjunto
en subconjuntos (disjuntos dos a dos), para luego aplicar la regla de la suma,
es una de las técnicas basicas de la Combinatoria.

Definicién 2.7 Dado un conjunto X, una particion de X es una familia
{Xi,|i € I} de subconjuntos no vacios de X tales que:

i.) X es la unién de los conjuntos X;,

it.) Dos subconjuntos distintos tienen interseccion vacia.

Otra forma de definir una particién es decir que cada uno de los elementos
de X pertenece a uno y solo a uno de los subconjuntos X;. El orden de los
subconjuntos y el orden que ocupan los elementos dentro de un subconjunto
dado es irrelevante.

Ejemplo 2.8 Sea X = {a,b,c,d, e}, los siguientes ejemplos son particiones
distintas de X.

’L) X1 = {CL},XQ = {b, C},Xg = {d, 6}.
ii.) X1 ={a,b}, Xo = {c}, X5 = {d,e}.
ZZ’L) X1 = {a,c},XQ = {b,(i},Xg = {d}

Como se ve en este ejemplo, el conjunto de cardinales de los subconjuntos
de particiones distintas puede ser el mismo (al igual que ocurria con las des-
composiciones de un niimero).

Se define S(n, k) como el nimero de posibles particiones de un conjunto
de n elementos en k subconjuntos. A estos niimeros se los conoce como nime-
ros de Stirling de segunda especie. Alternativamente S(n, k) cuenta también



el nimero de posibles distribuciones de n bolas numeradas (antes, los ele-
mentos del conjunto) en k cajas indistinguibles (los bloques de la particién),
de manera que ninguna caja quede vacia.

El nimero total de particiones de un conjunto de n elementos en subcon-
juntos se obtendra clasificando las particiones segin el nimero de bloques
que contengan, es decir, en total existiran

B(n) =Y _S(n.k)

particiones distintas del conjunto. Estos nimeros B(n) se denominan niime-
ros de Bell.

Los siguientes valores se obtienen de forma inmediata
S(n,n) =S(n,1) =1, Sn,n+k)=0,k>1

que corresponden a los casos extremos en los que la particion tiene n sub-
conjuntos, un unico subconjunto y mas subconjuntos que elementos respec-
tivamente.

Otros valores de S(n, k) se pueden obtener simplemente a partir del es-
tudio de los elementos de cada subconjunto.

Teorema 2.9 Para todo entero positivo n,

= S(n,n—1)=(3).

2

s S(n,2)=2""1-1.

El célculo del valor exacto de S(n,k) puede realizarse a partir de un
argumento combinatorio que depende del entero k. De la misma forma que
ocurre con los niimeros binomiales, los niimeros de Stirling de segunda especie
satisfacen una relacién de recurrencia.

Teorema 2.10 Para todo par de enteros positivos n, k tal que 2 < k <n se
tiene que

Sn,k)=Sn—-1,k—1)+kS(n—1,k).

Puede construirse de este modo el andlogo al tridngulo de Pascal cuyas
filas suman los ntimeros de Bell.



B(n)

[ S

-
[

=14
(]

|
1| 203
[

63 | 301 | 3'30'140' 21 | 7T

Una férmula explicita para los nimeros de Stirling de segunda especie
puede deducirse relacionandolos con las aplicaciones sobreyectivas de un con-
junto de X de n elementos en un conjunto de Y de k£ elementos. Una apli-
cacion sobreyectiva de X en Y puede verse como una particion del conjunto
X en k subconjuntos.

Teorema 2.11 Para todo par de enteros positivos n, k tal que 2 < k < n,
=
S(n.k) = z p(5)o-r

Utilizando la relacién con las aplicaciones entre conjuntos puede deducirse
la siguiente identidad:

oS0

Particiones de un entero positivo

Al determinar el nimero de descomposiciones de un niimero n o el niimero
de soluciones de ecuaciones diofanticas del tipo x1 + x9 + ... + 21 = n el
orden de los sumandos es relevante. En algunas situaciones el orden de los
sumandos no es importante, por ejemplo al distribuir objetos indistinguibles
en recipientes indistinguibles. En este caso la diferencia principal entre una
solucion u otra es la cantidad que hay de cada tipo.

Definicién 2.12 Para cada entero positivo n, p(n) es el numero de formas
en las que n puede expresarse como suma de enteros positivos, donde el orden
no es relevante. Cada una de estas sumas se denomina particion de n.



Si se desea explicitar el nimero de sumandos, se denota por pg(n) al
nimero total de particiones de n con k sumandos. Légicamente se tiene que

p(n) = > pr(n).

La diferencia entre descomposiciones y particiones de un niimero es pre-
cisamente la importancia o no del orden. Mientras 34+ 2+ 1y 3+ 1+ 2 son
dos descomposiciones distintas, ambas corresponden a la particién 3+ 2 + 1.
Por convenio, una particion se tomara en orden decreciente.

De esta forma pg(n) es el nimero de soluciones positivas de la ecuacién
T1+axo+a3+...+xp=n,talque z; > a0 > ... > 1 > 1.

A partir de la definicién de pg(n) se deducen algunos de sus valores.

Teorema 2.13 Para todo entero n,

pnfl(n) = 17 p2<n) = L_J

Se denota por p<r(n) al nimero de particiones de n en, a lo sumo, k
enteros positivos.

Proposicién 2.14 El valor p<x(n) es el numero de soluciones enteras de la
ecuacion
n=1z 4+ 2z + ...+ kz, 0<z.

Una manera de representar una particion de un entero es mediante el
diagrama de Ferrers

Definicién 2.15 Sea x1+xo+x3+...+xx =n con x; > x;01 > 1 para todo
1 <4 < k—1, una particion de n en k sumandos. El diagrama de Ferrers
asociado a ella consiste en un diagrama de k filas donde cada fila tiene x;
puntos (o marcas).

Ejemplo 2.16 El diagrama de Ferrers correspondiente a la particion 12 =

1+3+3+5es
X X X X X

X X X
X X X
X

A partir de los diagramas de Ferrers puede deducirse la siguiente relacion
entre particiones.



Teorema 2.17 Sean n y k enteros positivos. El niimero de particiones de n
con a lo sumo k partes coincide con el numero de particiones de n + k con
exactamente k partes. Es decir:

pgk(n) = pk(n + k?)

De este resultado se obtiene una primera formula recurrente que permite
calcular el valor de pg(n) si conocemos ciertos valores del nimero de parti-
ciones con parametros mas bajos.

Corolario 2.18 .
pr(n) = pi(n—k).
=1

Se puede construir de esta forma un tridngulo (a lo Pascal) con los valores
de pi(n) cuyas filas suman p(n).

1] p(l)=1
1)1 p(2) =2
1011 p(3) =3
112111 pid) =5
1|22 1(1 pls) =T
133211 p(6) = 11
13|14 |3(2|1]1 p(7) =15
14|55 (32]|1(1 p(8) =22
114|765 |3 ]2(1]1 p(0) =30
1|5 |89 (7|5|3[2|1]1 p(10) = 42
1|5 |01ty 75131211 p(11) = 56
1|6 | 12(15(13 |11 7 (5|32 |1]1 p(12) =77
1|6 |14(18{18| 14|17 5|3 [2]1]1 p(13) =101
1| 76|23 (2320|1511 7|5 (32|11 p(14) =135

La recurrencia asi obtenida puede agruparse de la forma siguiente mas
simple.

Teorema 2.19 Dadosn > 1 y un entero 1 < k <n,

pr(n) = pr_1(n — 1) + pr(n — k).



Si en el diagrama de una particién de n se intercambian filas por co-
lumnas, se obtiene de nuevo una particién de n, que se denomina parti-
cién conjugada. Utilizando esta transformacion se demuestra que pg(n) =
p(n| su parte mayor es k).

Todas estas técnicas resuelven algunos problemas de distribucién como
se muestra en la tabla siguiente en la que se distribuyen n objetos en k
recipientes.

Objetos | Recipientes | Recipientes Distribuciones
vacios distintas

Distintos | Distintos Si k"
Distintos | Distintos No k\S(n, k)
Distintos |  Iguales Si S(n,1)+S(n,2)+ ...+ S(n,k)
Distintos |  Iguales No S(n, k)

Iguales Distintos Si (”ﬁ;l)

Iguales Distintos No (Zj)

Iguales Iguales Si pr(n)

Iguales Iguales No pr(n) — pr_1(n)

1.3. Tema 3. Funciones generatrices. Recurrencias li-
neales homogéneas y no homogéneas.

Funciones generatrices

En algunos problemas de Combinatoria que se han visto anteriormente
se ha tratado de determinar el tamano de un conjunto que dependia de un
entero n. De manera general, la respuesta a la cuestion se traduce en una
sucesion de valores {a, }>° . Las funciones generatrices son una herramienta
util para representar sucesiones codificando los términos de la sucesién como
los coeficientes de las distintas potencias de una serie de potencias formal.
Ademas, estas funciones generatrices pueden usarse también para resolver
problemas de conteo o resolver ecuaciones en recurrencia.

Antes de entrar en detalle, es necesario mencionar algunos resultados
basicos sobre series formales.

Definicién 3.1 Sea K un cuerpo, una serie de potencias formal sobre K es
una expresion de la forma

u0+u1x—|—u2x2—|—...—|—ukxk+...,

donde (ug, uq,us, ...) es una sucesion en K.



El conjunto de series formales sobre un cuerpo es un anillo K{[z]] con la
siguientes operaciones de suma y producto:

(ap + a1z + asx® +...) + (b + bix + boz® +...) =
(a0 + bo) + (a1 +b1)x + (a2 + ba)a? + ...,
(ap + arx + asx® + .. ) (bo + biz + box® + ...) = apby + (arby + apby)x
—|—(a2b0 + Clel —f- a0b2)$2 —|— e

Aunque las series formales no son funciones, a veces puede resultar como-

do pensar en ellas como si fueran funciones en la variable z. Por ejemplo,

para todo |z| < 1, se tiene que 1 +z + 22 + 23 + ... = ﬁ (suma de la serie

geométrica de razon x). Esta manera de trabajar ayuda a la hora de realizar
operaciones.

Teorema 3.2 El elemento ag + a1x + asx® + ... € K[[z]] tiene inverso en
K{[z]] si y solo siag # 0.

Dada una serie formal > a;2%, el célculo de su inversa Y. bz’ se puede
realizar igualando coeficientes en (> a;x?)(>_ bx') = 1.

Definicién 3.3 Dada una sucesion a = {a;}2,, la funcion generatriz aso-
ciada a a es la funcion

Ejemplo 3.4 Algunas funciones generatrices bdsicas.

i.) Utilizando el teorema del binomio, se puede escribir para cada entero

"’ wear =3 ()

=0

y (1+2x)™ representard la funcion generatriz de los nimeros binomiales.

ii.) Utilizando el desarrollo de Taylor, es facil comprobar

1
—  =l—a+22 -2+ ...
1+

y 1/(14x) es la funcion generatriz asociada a la sucesion a, = (—1)".

1
1—=x

iii.)

es la funcion generatriz asociada a la sucesion constante a, = 1.
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iv.) ﬁ es la funcion generatriz asociada a la sucesion de los enteros
-
positivos a, = n.

Algunas operaciones entre funciones generatrices se traducen en sus suce-
siones asociadas; o viceversa. Sean dos funciones generatrices f(z) y g(z), aso-
ciadas a dos sucesiones (a,,) y (by), respectivamente, y sean «, 8 dos nimeros
cualesquiera, entonces af (x) + Bg(x) es la funcién generatriz de (aa, + 5b,,).
Asi que al sumar (y/o multiplicar por constantes) funciones generatrices, se
suman (y/o multiplican por constantes) las sucesiones asociadas.

En algunas ocasiones puede interesar considerar la sucesion de ntimeros
que se obtiene de una dada desplazando los coeficientes hacia la derecha o
hacia la izquierda.

Proposicién 3.5 Sea f(x) la funcion generatriz asociada a la sucesion (ay,).
Entonces, para cada entero positivo k, x* f(x) es la funcion generatriz asocia-
da a (an_k)2,, donde, por convenio, si el indice del coeficiente es negativo,
entonces el coeficiente vale cero.

Por otra parte la funcion generatriz

f(x) = (ap + a1z + agz® + - -+ + agp_12"71)
k
Zz

es la funcion generatriz correspondiente a la sucesion (anix)o -

Asi como la suma de funciones generatrices es funcion generatriz, el pro-
ducto de dos funciones generatrices es también una funcién generatriz.

Proposicion 3.6 Sean f(z), g(x) dos funciones generatrices asociadas a las
sucesiones (ay), (by), respectivamente. Entonces f(x)g(x) es la funcidn gene-
ratriz asociada a la sucesion (c,) donde ¢, = Zkﬂ:n aib;.

El resultado anterior tiene una interpretacion combinatoria. Supdngase
que se tienen objetos de dos tipos, A y B, de forma que para cada n € N se
conoce el numero de listas de tamafno n con objetos de tipo A, que es a,, y el
nimero de listas de tamano n con objetos de tipo A, que es b,. Si se desea
conocer, para cada n el nimero de listas de tamano n con objetos de ambos
tipos el proceso para determinar ese cardinal es el siguiente:

i.) Sea k el tamano del objeto de tipo A elegido (0 < k < n).

ii.) Se elige el objeto de tipo A de tamano k. Esto se podrd hacer de ay
formas.



iii.) Se elige el objeto de tipo B, de tamano n — k, se podré hacer de b,
maneras.

Si ¢, es el nimero de objetos que podemos construir con esas caracteristicas
Cn = ZkJrj:n agb;-

Utilizando la derivada es féacil determinar la funcion generatriz de las
sucesiones del tipo (n*a,) donde (a,) es una sucesién de la que se conoce su
funcién generatriz.

Proposicién 3.7 Sea f(x) la funcion generatriz asociada a la sucesion (ay,).

., k ., . .
Para cada k > 1, la funcion (:L‘%) f(x) es la funcion generatriz asociada a

la sucesion (n*ay).

Finalmente, utilizando el producto de funciones generatrices visto ante-
riormente, es posible obtener las sumas de los primeros n términos de una
sucesion.

Proposicién 3.8 Sea f(x) la funcion generatriz asociada a la sucesion (ay,).

f(x) .. . . ., n
T es la funcion generatriz asociada a la sucesion (), _,ax).

En general, las funciones generatrices que se van a utilizar se represen-

a(x
taran como cocientes de dos polinomios. T; con by # 0. Aunque la division
x

de polinomios en el anillo de series formales puede usarse a la hora de determi-
nar los coeficientes de la serie formal, este procedimiento no proporciona una

, . . a\r . .
férmula para cada coeficiente. Descomponiendo b<— en fracciones simples y
x

utilizando funciones generatrices conocidas, serd posible dar més facilmente
una férmula general.

El teorema del binomio ha permitido determinar (1+z)"™ como la funcién

generatriz de los niimeros binomiales (Z) con 0 < k < n. De la misma forma,

se puede ver que (1 + z)~" para todo entero n serd la funcién generatriz de
alguna sucesion. Se tiene asi el teorema del binomio generalizado.

Teorema 3.9 (Teorema del binomio generalizado) Para todo enteron

se tiene que
00 n A
1 n: (2
ey =3 (1),

i=0
definiendo los nimeros binomiales para enteros negativos

(n) _nn=1)(n—2)(n—i+1)

? 2!




Como (;1) = (—1) para todo i > 0 resulta la siguiente igualdad

=14t a4
1 —a

El teorema del binomio generalizado también es cierto si el exponente
n es cualquier nimero real. Con ayuda de la expresién anterior es posible
dar la funcién generatriz para la sucesién p(n) que representa el nimero de
particiones de un entero n.

Teorema 3.10 La funcion generatriz correspondiente a las particiones de
un entero n cuyos sumandos son Menores que M €s

m

1
=

=1

Teorema 3.11 (Euler) El nimero de particiones de un entero n coincide
con el coeficiente de grado n de la serie formal

P(x)zHl_lxi.

i=1

Aunque la expresion anterior viene dada por un producto infinito, para
calcular p(n) basta con tomar el desarrollo de las series hasta el término z"
con lo que el producto es realmente finito.

Otras funciones generatrices involucrando particiones pueden deducirse
de la misma forma.

Teorema 3.12 Las funciones generatrices correspondientes a

pa(n) = p(n|los sumandos son distintos )

pr(n) = p(n| con sumandos impares )

son
oo 00

PD:H(1+xi) Y PI:Hﬁv

i=1 i=1

respectivamente. Ademds, pa(n) = pr(n).



Recurrencias lineales homogéneas y no homogéneas.

Las funciones generatrices también se pueden usar para resolver recurren-
cias lineales, es decir, determinar la sucesiéon a,, que satisface una relacién de
la forma siguiente:

An+k + C10p+k—1 + Coln+k—2 +...+ CrQn = f(n)y

con ag, ay, . .., a1 dados y f(n) una sucesién cualquiera. Si f(n) es el poli-
nomio nulo se dird que la recurrencia es homogénea.

Cada recurrencia lineal de la forma anterior tiene un polinomio asociado
que sera de utilidad a la hora de resolverla. La recurrencia a, +; + c1a, 151 +
Colpyk—2 + ... + cpa, = f(n) tiene asociado el polinomio 1 + ¢;z + cpx? +

—|—Ck£L'k

Teorema 3.13 La funcion generatriz de la sucesion a,, que satisface a, .y +
C1Opik—1+ Colpik—o+ ...+ cra, =0 con ag,ay,...,ar_1 dados viene definida
por

x
Al) = p(z) |
1+ ciz+cox?+ ...+ cpak
donde el polinomio p(x) tiene grado menor que k y estd univocamente deter-
minado por los valores iniciales de la sucesion ag,aq, ..., ag_1.

El conjunto de sucesiones que son solucion de una recurrencia lineal ho-
mogénea es un espacio vectorial.

Teorema 3.14 Sea a,.y + c10p1k—1 + CoGnik—2 + ... + cra, = 0 una recu-
rrencia lineal homogénea y sean {x,}5% o, {yn}y dos soluciones. Para todo
par de contantes A, B, la sucesion {Ax, + By, }5°, es también una solucion.

Si el cuerpo es algebraicamente cerrado, todo polinomio factoriza como
producto de polinomios lineales. Utilizando la descomposicién en fracciones
simples del polinomio asociado a una recurrencia, si 14c;x+coz?+. . .4cpz® =
(1 —ayz)™ (1 — agx)™ -+ (1 — a,2)™ (cy son las rafces de z* + cjzF~! +
cox®"2 4 ...+ ;) entonces la funcién generatriz A(z) de una sucesién a,, que
satisface a,x + c1apik—1 + C20pig—2 + - .. + cra, = 0 se puede escribir de la
forma

- Vi1 Vi2 Vimg
A(z) = ’ ’ e
(z) Z (1 — * (1 — a;z)? et (1-— ozix)mZ) ’

=1



donde v; ;, 1 <7 <7, 1 <j <m,, son constantes.

Utilizando el teorema del binomio generalizado, se tiene que cada suman-
_ i 3 4 ; ;2 Can(nti—1\1c0
do oy © la funcién generatriz de la sucesién {v;;a] ( ; )}nzo- Por
tanto la solucion serd de la forma

d n n+1 n+m; —1 n
E Vi 1 + Yi2 + o Yiomg oy .
— n n n

Las constantes se pueden calcular a partir de los términos iniciales ag, aq,
...,ag_1 de la sucesion. Representando la sucesion de esta forma, es facil
ver que las constantes 7; ; son las coordenadas de la sucesion solucién en el
espacio vectorial de las sucesiones que satisfacen la ecuacién en recurrencias
homogénea. Logicamente, existen otras bases de este espacio vectorial y una
solucion de la ecuacién en recurrencias homogénea puede escribirse de la

forma
T

Z (gi,l + gion+... + gzmnml) o,
i=1

con g; ; constantes.

Reciprocamente, si se tiene una solucién de esta forma, serd solucion de
la recurrencia lineal homogénea cuyo polinomio asociado es 1 4 ¢;2 + cox? +
ot gt =1 —a)™ (1 - agz)™ - (1 — )™,

Si la recurrencia lineal que satisface la sucesion no es homogénea, el con-
junto de soluciones no forma en este caso un espacio vectorial.

Teorema 3.15 Toda sucesion {a,} que satisface la recurrencia lineal no ho-
mogénea Gy + C1anik—1 + Colpigp—2 + ... + cra, = f(n) es de la forma
{Zn + yn}22y con {yn}y una solucion particular de dicha recurrencia y
{z,}02,, una solucion de la recurrencia lineal homogénea anyx + ¢1Gn1p—1 +
Colpik—o+ ...+ cra, = 0.

Por tanto, lo tinico que resta es encontrar una solucién particular de la
recurrencia lineal no homogénea. Esto serd posible si se es capaz de encontrar
una recurrencia lineal homogénea de forma que f(n) sea solucién, es decir,

si f(n) es de la forma )7 | (hi,l +hian+...hinli ) 7, para ciertos valores

B@’v hl,j
De hecho, la solucién particular puede calcularse como soluciéon de otra
ecuacion en recurrencias lineal homogénea.



Teorema 3.16 Sea a1 + C10n1k—1 + C20pik—2 + ... + cra, = f(n) una
recurrencia lineal no homogénea 1y sea

Ayt + 010n i1 + b2anye o+ ...+ ba, =0

la recurrencia lineal homogénea que satisface f(n). Entonces la funcion gene-
ratriz de una solucion particular de la recurrencia no homogénea viene dada
por

Alx) = p(z) |

(14+ x4+ cx?+ ...+ a®) (1 4 bix + box? + ... + byat)

para cierto polinomio p(z) de grado menor que k + t.

St ademads

1+ cx+cr® + ...+ ) (1 + bz + byz? + ... + bt) =
(1 —612)° (1 — dox)®? -+ - (1 — b)),
entonces una solucion particular se puede encontrar en la familia

P

Z (Ui,l +mign+ ..+ Ui,einei> o7,

i=1

para ciertos valores de 1, ;.
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