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ABSTRACT. Se presentan en este trabajo algunas de las evoluciones particu-
larmente importantes de la investigacién en Didactica de las Matematicas en
el &mbito universitario: la evolucién de las perspectivas epistemolégicas y cog-
nitivas, el giro sociocultural, la creciente atencién prestada a la formacién
matematica de los estudiantes no especialistas, asi como a las pricticas de
ensenanza. Posteriormente se mencionaran mas brevemente, antes de concluir,
las relaciones entre la investigacién y las acciones a desarrollar en el futuro.

1. Introduccién. Este texto estd directamente inspirado en mi ponencia en el
marco de la celebracién del cincuentenario de la creacion de los estudios de Mate-
maéticas de la Universidad de La Laguna. Veinticinco anos antes, ya habia par-
ticipado en una primera celebracién impartiendo una ponencia sobre la didactica
del Célculo y del Anélisis Matemédtico, un tema en el que se habia centrado la
investigacion didactica en el nivel universitario. En ese momento, traté de elab-
orar un estado del arte de la investigacion en este campo y del conocimiento que
habfa producido. Como se desprende del texto resultante, publicado en las actas
del evento (Artigue, 1996), habia insistido en la orientacién epistemolégica y cogni-
tiva de las investigaciones, y en el énfasis puesto en la identificacién de las discon-
tinuidades y rupturas que marcan, para los estudiantes, la entrada en este campo de
las matemaéticas. Ya se expresaban a través de varias construcciones conceptuales.
Se presentaron los enfoques, en términos de obstaculos epistemoldgicos, utilizados
en diversos trabajos, en particular los que se referian al concepto de limite, asi como
las discontinuidades identificadas entre el dlgebra y el Anélisis Matemético. La in-
vestigacién mostraba también realizaciones didacticas que intentaban ir més alla
de los limites de la ensenanza usual y habia evocado algunas ingenierias didacticas
desarrolladas en Francia para la ensenanza de las sucesiones, la integral de Riemann
o para una ensenanza de las ecuaciones diferenciales combinando aproximaciones
cualitativa, numérica y algebraica. También se hizo un recorrido de la evolucion
curricular de la ensenanza secundaria en Francia desde la reforma crucial de 1902
y se terminé evocando las posibilidades que ofrecia el Andlisis No Estandar para
facilitar la entrada de los estudiantes en este campo, posibilidades que trataban de
explotar varios experimentos.
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El tema de mi conferencia del cincuentenario es mas amplio, ya que trata de
la investigacion sobre la ensenanza universitaria globalmente. Esta investigacion
no se limita al campo del Célculo y del Andlisis Matematico, aunque sigue siendo
dominante. En 25 anos, la investigacion ha evolucionado considerablemente y lo que
llama la atencién a primera vista es el dinamismo del campo, sin duda relacionado
parcialmente con la masificacién de la ensenanza universitaria y la consiguiente
evolucién de las poblaciones que acoge.

En 1994, la principal referencia era el libro editado por David Tall (Tall, 1991)
basado en las actividades del grupo de trabajo Advanced Mathematical Thinking, un
grupo creado en el marco de las conferencias anuales PME (Psychology of Mathe-
matics Education). Era miembro de este grupo y habia sido responsable del capitulo
sobre Andlisis (Artigue 1991). Este libro muestra bien que en aquel momento se
concentraba la investigacién en las dreas del Calculo y Andlisis elemental, y en los
conceptos fundamentales asociados: limite, continuidad, derivada e integral. FEl
hecho de que esta ensenanza fuera obligatoria para muchos estudiantes, y la bar-
rera que constituia, dada las altas tasas de reprobacién observadas, no era ajena a
ello. En la década de 1980, esto habia motivado a muchos proyectos que buscaban
alternativas.

Desde entonces, las publicaciones y los textos de referencia se han multiplicado.
A finales de los anos 90, ICMI (International Commission on Mathematical Instruc-
tion) desarrollé un estudio sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas
a nivel universitario y el libro resultante (Holton, 2001) se convirti6 rdpidamente en
otra obra de referencia. Ademads, se realizaron diversas sintesis como la que elaboré
junto con Carmen Batanero y Philip Kent (Artigue, Batanero & Kent, 2007) o,
més recientemente, las sintesis realizadas para los congresos ICME'-12 (Thomas et
al. 2014) y ICME-13 (Biza, Giraldo, Hochmuth, Khakbaz & Rasmussen, 2016), y
el capitulo que sintetiza el trabajo realizado en el marco de los coloquios CERME?
en el libro producido para celebrar el vigésimo aniversario de la ERME? | la So-
ciedad Europea para la Investigacién en Educacién Matemética (Winslow, Gueudet,
Hochmuth & Nardi 2018). El campo también se ha estructurado con la creacién de
la red INDRUM (International Network for Didactic Research on University Math-
ematics) en 2015. La primera conferencia de la red tuvo lugar en Montpellier en
2016 (Nardi, Winslow & Hausberger, 2016 ) y la segunda en Kristiansand en 2018
(Durand-Guerrier, Hochmuth, Goodchild & Hogstad, 2018). El ultimo se celebrd
en septiembre de 2020 en forma telemética®. La editorial Springer ha publicado re-
cientemente un libro que resume las contribuciones de las dos primeras conferencias.
Ademds, en 2015 se cred la revista IIRUME (International Journal of Research on

!nternational Congress on Mathematical Education (ICME)

2Congress of the European Society for Reserch in Mathematics Education (CERME)

3European Society for Reserch in Mathematics Education (ERME)

4En https : //indrum?2020.sciencescon f.org/data/pages/IN D RU M2020 proceedings.pdf se
puede acceder a la Actas.
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Undergraduate Mathematics Education). Por tltimo, se debe mencionar que en la
segunda version de la Enciclopedia de Educacién Matemaética (Lerman, 2020), exis-
ten 10 entradas relativas a este campo de investigacién, mientras que en la primera
version sélo habia una entrada algo especifica titulada The teaching and learning of
Calculus.

Asi que han pasado muchas cosas en 25 afios. En el resto del texto, insistiré en al-
gunas de las evoluciones que me parecen particularmente importantes: la evoluciéon
de las perspectivas epistemoldgicas y cognitivas, el giro sociocultural, la creciente
atencion prestada a la formacién matematica de los estudiantes no especialistas, asi
como a las practicas de ensenanza. Posteriormente mencionaré mas brevemente,
antes de concluir, las relaciones entre la investigacion y la accién.

2. La evolucién de los enfoques epistemolégicos y cognitivos. Esta evolucién
no es de ninguna manera una ruptura. Combina una consolidacién y un enriquec-
imiento de las perspectivas existentes, como muestra la sintesis (Artigue, Batanero &
Kent, 2007). La ilustraré en primer lugar tomando el ejemplo de una Tesis Doctoral
defendida en la Universidad de La Laguna, la Tesis Doctoral de Alejandro Gonzélez-
Martin, elaborada bajo la direccién del profesor Matias Camacho (Gonzdlez-Martin,
2005). Esta Tesis Doctoral se sitia por su cuestionamiento y metodologia en la con-
tinuidad de los trabajos existentes, especialmente en la tradicién didactica francesa.
Se trata de comprender las dificultades que encuentran los estudiantes en la general-
izacion de la nocién de integral definida a la de integral impropia y de pensar cémo
superarlas. El trabajo se basa en un estudio historico-epistemoldgico profundizado.
Este estudio, entre otros elementos, permite identificar un obstdculo epistemolégico
que ayudara a entender ciertas dificultades de los estudiantes, identificadas mediante
cuestionarios, y que resisten visiblemente a la ensenanza habitual. Estos estudios,
tanto epistemoldgicos como cognitivos, sirven como preliminares a la construccién
de una ingenieria didactica que intenta proponer una ensenanza mas eficaz. Esta
ingenieria, de base muy sdlida, es objeto de unos andlisis a priori y a posteriori
especialmente cuidadosos en la investigacion. Del desarrollo de esta ingenieria se
extraen diversas conclusiones.

El obstéculo epistemoldgico identificado consolida el conocimiento existente sobre
los obstédculos epistemoldgicos. De hecho, puede ser visto como una forma del
obstaculo de la heterogeneidad dimensional identificado por Maggy Schneider en
su Tesis Doctoral sobre la conceptualizacién de las nociones de area y volumen
en relacién con la de primitiva, en la escuela secundaria (Schneider 1988). Pero
se trata de una contribucién original porque el contexto, el de la extensién de la
nocién de integral definida, es mucho mas avanzado que los habituales. Por lo tanto,
pone en juego nuevas caracteristicas resultantes de la intervencién de conjuntos no
compactos. Més especificamente, se combinan dos obstaculos:

e La conviccién de que una forma infinita del plano (o del espacio) tiene nece-
sariamente un drea (o volumen) infinito.
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e La conviccién de que la finitud del area y del volumen van necesariamente a
la par: una forma de superficie infinita no puede encerrar un volumen finito.

Estan en juego en los debates histéricos del siglo XVII en torno a la forma
llamada trompeta de Torricelli (véase la figura 1) entre el matemdtico John Wallis
y el filésofo Thomas Hobbes, que se relatan en la tesis.

1_

Figura 1: Trompeta de Torricelli (Gonzdlez-Martin, 2005,p. 82)

Esta trompeta estd, en efecto, generada por la rotacién alrededor del eje horizon-
tal de la hipérbola de ecuacién y = 1/x para valores de x desde 1 hasta el infinito.
Su drea, expresada por la integral impropia divergente floo 27” dx es por lo tanto
infinita, mientras que su volumen, expresado por la integral impropia convergente
floo 75 dx, es finito. De la Tesis Doctoral se desprende claramente lo dificil que es
para los estudiantes enfrentarse a este obstdculo, incluso cuando dominan los cri-
terios de Riemann para la convergencia de dichas integrales, como se muestra, por
ejemplo, en la respuesta, reproducida en la figura 2, a la pregunta siguiente: ;Crees
que el siguiente razonamiento es verdadero o falso ? ;por qué ? Si una region tiene
un drea infinita, el solido formado al rotar esa region alrededor de uno de los ejes
tiene un volumen infinito.
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Figura 2: Respuesta de un estudiante (Gonzdlez-Martin, 2005, p. 323)

Pero esta Tesis Doctoral también muestra la evolucién de las perspectivas cogni-
tivas debida a la atencién creciente que se presta a la diversidad de las representa-
ciones semioticas, modos de pensamiento y formas de discurso y a la flexibilidad
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requerida para su apropiaciéon y uso. La influencia de las herramientas digitales y
su potencial semiético no es ajena a ello.

En la ingenierfa didéctica desarrollada, Alejandro Gonzalez-Martin combina aprox-
imaciones numérica, grafica y simbdlica, utilizando las potencialidades que ofrece
el software Maple. Se refiere teéricamente a la nocién de registro semiético (Duval,
1995). Ademds, el uso de Maple también le lleva a tener en cuenta cuestiones de
génesis instrumental, basandose en los recientes avances de la aproximacion instru-
mental (Artigue, 2002).

Las investigaciones sobre la ensenanza y el aprendizaje del algebra lineal real-
izadas en los anos 90 son también un buen ejemplo de esta evolucién de las perspec-
tivas cognitivas, como lo muestra la obra colectiva (Dorier, 2000). Como apunta
Dorier (2000, p. 274):

Linear algebra embodies an ”explosive compound” of languages, settings and sys-
tems of representation. There is the geometric language of lines and planes, the
algebraic language of linear equations, n-tuples and matrices, the abstract language
of vector spaces and linear transformations. There are the settings of geometry, of
algebra, but also of graphical representations which allow a metaphoric use of ge-
ometry in higher dimensional spaces. There are the ”graphical”, the “tabular” and
the 7symbolic” registers of the languages of linear algebra?.

Esta diversidad se combina con la de los modos de razonamiento y Sierpinska
(2000), por ejemplo, distingue entre tres modos de razonamiento diferentes que se
entrelazan fuertemente en algebra lineal: el sintético y geométrico en el que los
objetos matematicos son, de alguna manera, entregados directamente a la mente,
que trata de captarlos y describirlos; el modo analitico-aritmético en el que los
objetos estan dados indirectamente por féormulas o ecuaciones que hacen posibles
los célculos con ellos; y el modo analitico-estructural en el que los objetos también
estan dados indirectamente, pero esta vez a través de un conjunto de propiedades.

Las investigaciones también muestran la baja sensibilidad de los profesores a las
dificultades que esta diversidad genera para los estudiantes, mas alla de las que
resultan del hecho que, para muchos estudiantes, el encuentro con la estructura de
espacio vectorial es el primer encuentro con una estructura axiomatica y el nivel de
abstraccion asociado. Familiarizados con toda esta diversidad, los profesores saltan
de una representacién, de un modo de razonamiento a otro, segun las necesidades
que encuentran, sin explicar a los estudiantes, generalmente, estos saltos y sus
razones.

La dimensiéon de la evoluciéon es claramente visible en las investigaciones re-
cientes. Siguiendo en el campo del dlgebra lineal me limitaré aqui a mencionar la
publicacién (Larson & Zandieh, 2013). Allf se propone un marco conceptual para
ayudar a los profesores, investigadores y desarrolladores curriculares a comprender
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mejor cémo ayudar a los estudiantes a navegar con flexibilidad entre interpreta-
ciones para aprovechar el poder de las herramientas analiticas del algebra lineal. El
articulo se centra en la diversidad de interpretaciones posibles de la ecuacién matri-
cial Az = b, que el marco relaciona con representaciones simbdlicas y geométricas.
El interés del marco se ilustra con el andlisis de las respuestas de estudiantes a la
siguiente pregunta: ”Cémo interpreta o da sentido simbdlicamente a Az = b, donde
A es una matriz 2x2, y z y b son vectores 2x1 (Figura 3).
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Figura 3: Three views of Ax=b (Larson & Zandieh, 2013, p. 12)

No me extenderé mas en esta dimension de la evolucién, ya que el campo ha
visto muchas otras igualmente importantes. La segunda dimensiéon que me gustaria
destacar es el paso de perspectivas cognitivas a institucionales.

3. La evolucién hacia perspectivas institucionales. En esta evolucion, el cen-
tro de atencién se desplaza desde el estudiante como sujeto cognitivo hacia las in-
stituciones que condicionan lo que puede o no puede aprender. Las dificultades de
los estudiantes se convierten en sintomas de disfunciones mas sistémicas. La Teoria
Antropolégica de la Diddctica (TAD) que se desarrolld y gané influencia a partir
de la década de 1990 (véase (Chevallard, 2019) para una presentacién actualizada),
desempenié un papel importante en esta evolucién, como se destaca en (Artigue,
Batanero y Kent, 2007). Un trabajo pionero en esta direccién fue la Tesis Doc-
toral de mi estudiante Frédéric Praslon (Praslon, 2000). Ciertamente no tuvo la
resonancia que hubiera tenido si él, después de su tesis, no hubiera abandonado sus
prometedoras investigaciones para dedicarse a la ensenanza.

En su Tesis Doctoral, Praslon examina la ensenianza del concepto de derivada y
su entorno en la transiciéon del bachillerato a la universidad. En aquel momento, en
los liceos® franceses, el plan de estudios ponia este concepto en primer plano, y no
los conceptos a menudo considerados mas fundamentales de limite y continuidad.
Esta eleccién se basaba en la riqueza de los problemas que el concepto de derivada
permite abordar y resolver, problemas que pueden asi motivar su introduccién y
ayudar a darle sentido. Para llevar a cabo su estudio, Praslon se basé en la nocién

5Los liceos en Francia corresponden a los tres tltimos afios de ensefianza secundaria con alumnos
de 15 a 18 anos
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de praxeologia, que se utiliza en la TAD para modelar cualquier tipo de practica
humana. Una praxeologia, en su forma més simple (praxeologia puntual), se define
como un 4-tupla compuesta por: un tipo de tarea, una técnica para llevarla a cabo,
un discurso llamado tecnologia que describe, explica y justifica la técnica, y una
teoria, conjunto de afirmaciones més generales que justifican el discurso tecnolégico
si mismo. Los dos primeros componentes constituyen el bloque préctico de la praxe-
ologia y los otros dos constituyen su bloque tedrico, los dos bloques constituyéndose
en interaccion dialéctica. La evolucién de las practicas se acompana de una es-
tructuracion progresiva de las praxeologias puntuales en praxeologias locales que
federan alrededor de un mismo discurso tecnolégico un conjunto de praxeologias
puntuales, luego en praxeologias regionales que agrupan praxeologias locales que
comparten una misma teoria.

Praslon compara, a través del estudio de multiples documentos, las praxeologias
matematicas respectivamente en funcionamiento en la serie S, la serie cientifica
del bachillerato general, y en el primer afio del DEUG® A en la universidad, la
formacion destinada a los futuros matematicos y fisicos. Muestra en particular que,
contrariamente a lo que se afirma a menudo en aquella época, la transicién del liceo
a la universidad en este campo no es una transicién entre matematicas informales y
formales, entre mundo proceptual o simbélico y mundo formal, entre aproximaciones
intuitivas y rigurosas. Muestra que esta transicién consiste mas en una multiplicidad
de micro rupturas a las que los profesores universitarios son tanto menos sensibles
por no ser rupturas radicales. Subestiman las dificultades resultantes y dejan su
gestién esencialmente a los estudiantes. Las principales rupturas identificadas son
las siguientes:

Una aceleracién de la velocidad de introduccién de nuevos objetos.

Una creciente diversidad de tareas.

Mayor autonomia requerida en los procesos de resolucion.

Nuevos equilibrios entre lo particular y lo general, entre las dimensiones de

herramienta y objeto de los conceptos matematicos

e Objetos mas controlados por definiciones, resultados mas sistemdaticamente
demostrados, y demostraciones que ya no son sélo como ”guinda sobre el
pastel”, sino que adquieren un valor de método.

Para hacerlas visibles y ayudar a tenerlas en cuenta en la ensenanza, Praslon
disenara un conjunto de tareas que, segun sus analisis, se encuentran en el vacio
didéctico resultante entre el liceo y la universidad. Se trata de tareas que a priori
se pueden resolver con el conocimiento del liceo, pero que son muy poco probables
en él. Presentan ciertas caracteristicas de las tareas universitarias, pero se supone
que no son probleméticas para los estudiantes que ingresan al DEUG A en aquella
época y no se trabajan. Un ejemplo representativo es la siguiente tarea.

SDipléme d’etudes universitaires générales.
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- Se considera la funcién f periédica de periodo 1 definida por f(z) = x.(1 — x)
sobre el intervalo [0, 1[(gréfico dado sobre [—3, 3], ver figura 4 )

Q1. Se pide si f es continua, derivable.
Q2. Se introduce la nocién de derivada simétrica y se pide calcular las derivadas
y derivadas simétricas de F’ si existen en %, %, 0 y compararlas.
Q3. Los estudiantes deben decidir sobre la validez de las siguientes tres conjeturas,
justificando sus respuestas:
— Cl.Toda funcién par definida sobre R tiene una derivada simétrica en 0.
— (C2.Toda funcién par definida sobre R tiene una derivada en 0.
— (3. Siuna funcién definida sobre R tiene una derivada en a, tiene también

una derivada simétrica en a y las dos son iguales.

1 ™| _Few Fz Fy4 FEw Fev H B
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Figura 4: Representacién grafica de la funcién f

De hecho, en aquella época, se trata de un ejemplo representativo del vacio
didactico identificado entre liceo y universidad. La expresion analitica propor-
cionada para la funcién f es una expresién polinémica familiar para los alumnos
de secundaria, pero solo es véalida en un intervalo, y no estdn muy familiarizados
con las funciones definidas a trozos. Sin embargo, se proporciona una representacion
grafica que excede la amplitud de un periodo. Mostrar la continuidad y la deriv-
abilidad de una funcién es un tipo de tarea cldsica en bachillerato, y los alumnos
desarrollan rutinas discursivas para resolverlo, basandose en el hecho de que las
operaciones usuales y la composicién conservan estas propiedades. En este caso, las
rutinas conocidas no son suficientes; sin embargo, la representacion grafica muestra
claramente un punto anguloso. No es comin que los alumnos de secundaria sean
introducidos a una nueva nocién con una definicién formal sin actividades prelim-
inares, aqui:

/ _ (flath)— fla—h))
7o) = i
Sin embargo, esta definicién se aproxima a la, familiar, de la derivada. Por tltimo,
los alumnos de secundaria no se enfrentan cominmente a la cuestion de la validez
de afirmaciones generales como las que se proponen en las tres conjeturas de la
tercera pregunta, pero las respuestas a las preguntas anteriores deberian ayudarles
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a abordarlas. Por lo tanto, la tarea es factible con las herramientas de andlisis del
liceo, pero poco probable en la ensenanza secundaria. Tampoco corresponde a un
tipo de tarea que se encuentre en las hojas de trabajo de la universidad, incluso al
principio del curso.

Las respuestas de los estudiantes que empiezan en la universidad muestran que
un tercio de ellos no perciben el problema de derivabilidad en la pregunta 1. Estos
estudiantes activan su rutina habitual diciendo que f es continua y derivable en
[0, 1] porque es una funcién polinémica y que, por periodicidad, estas propiedades
se extienden a R. Sélo la cuarta parte da una respuesta correcta y argumentada.
Estas respuestas se basan generalmente en la lectura de la representacién grafica y
la identificacién de los puntos angulosos. Las respuestas a la pregunta Q2 muestran
que la gran mayoria de los estudiantes son capaces de interpretar la definicién y
utilizarla en casos no problematicos. Pero casi siempre caen en la trampa del 0,
incluso aquellos que habian dado una respuesta correcta a Q1. Finalmente, los
estudiantes quedan visiblemente desorientados por Q3. Hay pocas respuestas y
favorecen como contraejemplo la funcién valor absoluto que es obviamente para
ellos el ejemplo prototipico de funcién continua no derivable. Este fue un trabajo
pionero. Pero tiene repercusiones en varios trabajos actuales, por ejemplo los citados
por Rudolf Biehler en un reciente simposio sobre la ensenanza y el aprendizaje del
Calculo (Biehler, 2019) en relacién con las diferencias culturales entre la educacién
secundaria y la superior, y las estrategias desarrolladas en el contexto de los llamados
bridging courses que se multiplican para ayudar a los estudiantes a adaptarse a la
cultura universitaria.

Las investigaciones utilizando la TAD para analizar los procesos de transicién
entre bachillerato y universidad, asi como dentro de la propia universidad se ex-
pandieron rdpidamente. Bosch, Fonseca y Gascon (2004), analizando la transicién
en Espana en torno al concepto de limite, mostraron un giro praxeolégico entre
bachillerato y universidad. En el bachillerato dominan praxeologias puntuales, de-
masiado aisladas y centradas en su bloque préctico para permitir la constitucion de
praxeologias locales suficientemente completas. La ensenanza universitaria, en cam-
bio, se sitia inmediatamente a nivel de praxeologias regionales, con una entrada por
el bloque tedrico, sin que las praxeologias locales que estas praxeologias regionales
unifican, hayan sido suficientemente desarrolladas. En adicién, se observan cambios
en la distribucién topogenética de las respectivas responsabilidades de los profesores
y estudiantes, ya notados por Praslon.

Carl Winslow (Winslow, 2008), también contribuyé a la teorizacién distinguiendo
dos tipos de evoluciones praxeoldgicas, una que se produce en la transicién secun-
daria/superior, la otra que aparece en los estudios universitarios, generalmente, mas
tarde. En la primera, lo que esta esencialmente en juego es la complecién de las
praxeologias y su interconexion, mientras que en la segunda, es el nivel discursivo
de estas primeras praxeologias, su bloque tedrico, el que se convierte en objeto de
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estudio, a través de tipos de tareas no encontradas o muy marginales hasta entonces.
Se puede establecer un vinculo con una de las rupturas mencionadas por Praslon,
a saber, los nuevos equilibrios que intervienen entre las dimensiones herramienta
y objeto de los conceptos matematicos, pero su inclusién en el concepto de praxe-
ologia renueva su descripcion y andlisis. Esta conceptualizacion ha sido explotada
desde entonces por varios investigadores.

Dos de mis estudiantes de doctorado también contribuyeron a estas investiga-
ciones: Analia Bergé (2005) y Ridha Najar (2010), como describi en (Artigue,
2017a). La Tesis Doctoral de Bergé se centra en el estudio del concepto de completi-
tud y la continuidad del conjunto de los nimeros reales. Especificamente, después
de un estudio epistemoldgico profundizado, la autora examina la evolucién de la
relaciéon institucional con la completitud a lo largo de la Licenciatura de matematicas
en la Universidad de Buenos Aires, y lo que resulta para los estudiantes. Cuatro cur-
sos son analizados. Analia Bergé muestra que funcionan como instituciones aisladas
vy que se deja a los estudiantes el trabajo de conectar las perspectivas que propo-
nen sobre la completitud, desde un estado de concepto preconstruido encapsulado en
poderosos teoremas como el teorema de los valores intermedios y evidencias graficas,
en el primer curso, hasta el de concepto matematico trabajado explicitamente como
objeto y extendido luego a espacios mas generales en el marco del estudio de los
espacios métricos, en el ultimo curso. También muestra, mediante cuestionarios y
entrevistas, que incluso los estudiantes que aprueban los exdmenes asociados, du-
rante mucho tiempo no distinguen la completitud topoldgica de la linea real de la
densidad de su orden, estando ambas asociadas a la ausencia de huecos. Tampoco
son capaces de identificar dénde interviene la completitud en la demostracion de los
teoremas fundamentales del Calculo y del Andlisis Matematico, y cudl es su papel
en este campo. Es sélo cuando su estudio se sitiia en espacios mas generales, que su
relacién con la completitud parece evolucionar. Estos resultados fueron luego con-
firmados por investigaciones adicionales (véase (Vivier & Durand-Guerrier 2016)
por ejemplo).

La Tesis Doctoral de Ridha Najar trata sobre la transicién del bachillerato a la
universidad en el campo de las funciones. El contexto es el de las clases preparato-
rias de las grandes escuelas de ingenieria en Ttinez, las cuales acogen a estudiantes
brillantes y muy motivados después del bachillerato. La tesis muestra que, de he-
cho, la principal ruptura institucional entre el bachillerato y la universidad en este
contexto es la evolucion de praxeologias centradas en funciones de una variable real
y tipos de tareas de Calculo y Anélisis Matemédtico elemental, hacia praxeologias
donde las funciones se conciben como objetos conjuntistas u homomorfismos entre
estructuras algebraicas. El analisis detallado de estas praxeologias permite com-
prender en cuanto se diferencian de las praxeologias del bachillerato en cuanto a
técnicas, modos de razonamiento y uso de recursos semioticos. Considere por ejem-
plo el tipo de tarea: demostrar que una aplicacion es biyectiva. En el bachillerato,
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es un tipo de tarea familiar en el contexto de funciones de una variable real. Al-
gunas técnicas se han rutinizado: estudiar las variaciones de la funcién, la mayoria
de las veces usando su derivada; utilizar la propiedad asegurando que una funcién
f continua y estrictamente mondtona sobre un intervalo I de R es una biyeccién
de T sobre {(I). En la universidad, muy rdpidamente, el contexto es diferente. Para
demostrar la biyectividad, hay que volver a su definicién o utilizar caracteristicas es-
pecificas de los homomorfismos en algebra abstracta y algebra lineal. Las técnicas y
los discursos tecnoldgicos son radicalmente diferentes. La siguiente tarea, que Najar
estudié con minuciosidad, comin en las primeras hojas de trabajo sobre conjuntos
y aplicaciones, es un buen ejemplo.

Sean E, F, G y H tres conjuntos, H con por lo menos dos elementos, y f un
elemento de A(F,G), el conjunto de las aplicaciones de F hacia G, demostrar las
equivalencias siguientes:

fes sobreyectiva < Vg, h € A(G,H),(go f =ho f=g=h)

fes inyectiva < Vg,h € A(G,H),(fog=foh=g=h)

De manera maés general, se ha utilizado el anélisis praxeolégico para estudiar
los libros de textos y diversos recursos curriculares, para poner de relieve sus car-
acteristicas y limitaciones. En la ultima década, el uso del TAD ha ido maés alla
de tales analisis praxeoldgicos, contribuyendo al desarrollo de ingenierias didacticas
basadas en el paradigma de ?cuestionamiento del mundo? que Yves Chevallard
propone para reemplazar el paradigma llamado ”monumentalista” de visita de las
obras matemaéticas, y en el concepto asociado de REI (Recorrido de estudio e in-
vestigacién) (Chevallard 2015). La Tesis Doctoral de Berta Barquero (2009) sobre
la ensenanza de la modelizacion fue un trabajo pionero en este campo, pero desde
entonces este tipo de investigacién se ha desarrollado considerablemente. La comu-
nidad didactica espanola ha contribuido particularmente a esta dimensién, bajo el
impulso de Marianna Bosch y Josep Gascén (véanse, por ejemplo, las Tesis Doctoral
de Catarina Oliveiro Lucas (2016) e Ignasi Fiorensi (2018)).

Como se senala en (Artigue, Batanero & Kent, 2007), los desarrollos que acabo
de mencionar forman parte de una evolucién mas global de la investigacién en edu-
cacién matematica hacia perspectivas socioculturales. Ha tomado diferentes formas
segun los enfoques tedricos favorecidos, como se muestra claramente en el nimero
especial de la revista Research in Mathematics Education titulado: ”Institutional,
sociocultural and discursive approaches to research in university mathematics edu-
cation” (Nardi, Biza, Gonzdlez-Martin, Gueudet and Winslow, 2014), resultando de
los trabajos realizados, en particular, en el marco de los coloquios CERME. Tal como
lo expresan los editores en la introduccién de este niimero especial: Based on our
experience [...J, we see the emergence of institutional, sociocultural and discursive
approaches to research in UME (University Mathematics Education) as a milestone.
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In this spirit, this SI (Special Issue) focuses on research into the teaching and learn-
ing of mathematics at university level which deploys theoretical frameworks that we
see increasingly essential in the field. Our initial evidence base of studies is the
collection of works read, presented, reviewed and discussed in WG14 at CERME7
and CERMES. The selected frameworks are: the Anthropological Theory of the
Didactic, the Theory of Didactical Situations, Instrumental and Documentational
Approaches, Communities of Practice and Inquiry, and the Theory of Commog-
nition. The aim of this SI is to increase awareness of these approaches to both
UME and general mathematics education research audiences ? and to offer fully
operational examples of how these approaches are currently deployed effectively and
efficiently.

En este trabajo no puedo entrar en més detalles sobre el estudio de esta diver-
sidad, y remito al lector a este numero especial. En efecto, quisiera mencionar,
aunque mas brevemente, otras dos evoluciones que considero importantes.

4. La creciente atencion prestada a las préacticas de ensenanza a nivel
universitario. Esta evolucién refleja, al igual que la anterior, un fenémeno més
global en educacién matematica: la creciente atencién prestada a los profesores, a
sus conocimientos, sus practicas, su preparacion, su formacion continua y desarrollo
profesional, més alld de los alumnos y estudiantes. El interés internacional susci-
tado por los modelos desarrollados para estudiar el conocimiento de los profesores,
en particular el modelo MKT (Mathematical Knowledge for Teaching) desarrollado
por Deborah Ball y sus colegas (Ball, Hill & Bass, 2005), la creacién del JMTE
(Journal of Mathematics Teacher Education), desarrollos teéricos especificos como
el doble enfoque ergondémico y didactico sobre las practicas de ensenanza desarrol-
lado en Francia (Robert & Rogalski 2002), la extensién de la aproximacién instru-
mental antes mencionada a la aproximacién documental de lo didactico (Gueudet
& Trouche 2009; Trouche, Gueudet & Pepin 2019) dan testimonio de ello.

En el caso de la educacién universitaria, el trabajo empezado por Barbara Ja-
worski y Elena Nardi en la Universidad de Oxford hace casi 20 afos (Nardi, Ja-
worski, Hegedus 2005; Nardi 2008) desempend un papel pionero. Hoy en dia, estas
investigaciones estdn en plena expansién, como se puede ver en la entrada que se
les dedica en la nueva versién de la Enciclopedia de Educacién Matematica (Nardi
& Rasmussen 2019).

Estas investigaciones llevan a cuestionar las practicas de ensefianza dominantes
en la universidad, en particular el sistema tradicional de cursos magistrales, con
resultados que pueden ser muy diferentes de un estudio a otro. También estudian
las numerosas précticas innovadoras que se estdn estableciendo, por ejemplo las
estrategias de IOE (Inquiry Oriented Education) o IBE (Inquiry Based Education)
implementadas en varios estudios en los Estados Unidos (ver por ejemplo el trabajo
de Rasmussen y Kwon sobre ecuaciones diferenciales (Rasmussen & Kwon 2007)).
Estas investigaciones sobre las préacticas docentes también cuestionan la influencia
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que las practicas de investigacion y las epistemologias de los docentes universitarios
tienen o podrian tener en sus practicas docentes. Cada vez més, las 7camaras?
estan entrando en los auditorios, sesiones de tutoria y de apoyo a los estudiantes,
lo que permite un estudio detallado de las practicas docentes, como ha ocurrido
durante muchos anos en la educacién primaria y secundaria. Ademds de estas
observaciones detalladas, que generalmente conciernen a un nimero reducido de
profesores, existen también estudios a gran escala como el realizado por (Bressoud,
Mesa & Rasmussen 2015) sobre la ensenianza del Célculo en los Estados Unidos.
La cuestién de la preparacién de los docentes universitarios también comienza a ser
considerada seriamente, aunque todavia esta lejos de ser un caso general (Jaworski
2020). Se estdn organizando colaboraciones entre mateméticos y didactas, apoyadas
tedricamente por enfoques en términos de comunidades de practica y comunidades
de préctica e investigacion. Las actividades realizadas dentro de la red INDRUM
lo demuestran, al igual que los articulos publicados en IJRUME.

5. Una atencién creciente a la formacién matematica de los estudiantes
no especialistas. La investigacion sobre cuestiones relacionadas con la formacién
matematica de estudiantes que no van a especializarse en matematicas: futuros in-
genieros, bidlogos, economistas, etc., es todavia muy minoritaria en este campo de
investigacién. Trabajos pioneros como el desarrollado por Kent, Noss y Hoyles sobre
la formacién para las carreras de ingenieria en la década de los 90, permanecieron
relativamente aislados durante mucho tiempo. Sin embargo, la situacion parece es-
tar cambiando, como lo demuestra la entrada sobre este tema en la nueva versién
de la Enciclopedia de Educacién Matematica (Hochmuth, 2020). A estas cuestiones
se han dedicado tesis recientes que permiten ir mas alld de la visién aplicacionista
de las matematicas que predomina en tales cursos. La Tesis Doctoral de Berta Bar-
quero (2009), que propuso un taller de larga duracién para estudiantes de economfia,
en paralelo a la ensenanza habitual, en forma de REI sobre la modelizacién de evolu-
ciones de poblaciones, se cita a menudo como un trabajo pionero en esta direccién.

Es también el caso de la Tesis Doctoral de Avenilde Romo Vazquez (2009) que
codirigi con Corine Castela. Utilizando una metodologia de inmersion, su autora
estudié como estudiantes de una formacién de ingenieria en Francia, gestionaban
las necesidades matematicas a las que se enfrentaban en la realizaciéon de proyectos
profesionales de ingenieria. Esta investigacion también condujo a un afinamiento
del modelo praxeoldgico de TAD para tener mejor en cuenta la circulacién del
saber entre las diferentes instituciones involucradas, mas alld de la tnica insti-
tucién matematica universitaria, y componentes del discurso tecnolégico, de natu-
raleza pragmadtica, que juegan un papel esencial en tales contextos (Castela & Romo
Vazquez 2011).

La Tesis Doctoral, mds reciente, de Catarina Oliveira Lucas (2015) también se
inscribe en este campo de investigacion, ya que examina la ensenanza del Célculo,
en la transicién del bachillerato a la universidad superior y propone un REI para
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estudiantes en la carrera de medicina nuclear. Permaneciendo en el mundo de
habla espanola, también podria mencionar la Tesis Doctoral de Josefa Perdomo
Diaz sobre la ensefianza de las ecuaciones diferenciales a estudiantes del Grado en
Quimica (2010), que descubri durante mi estancia en la Universidad de La Laguna,
asi como el reciente trabajo de Alejandro Gonzélez-Martin (2018). En efecto, él
continda trabajando sobre la nocién de integral, pero sus investigaciones se sitian
hoy en el contexto de carreras de ingenieria y, en particular, sobre la manera en que
los célculos que, para un matematico, dependen de esta nocién, se hacen y ensenan
en cursos de resistencia de materiales.

Cada vez mds, estas investigaciones no se limitan a observar cémo se ensenan
las matematicas en los cursos de matemdticas para no especialistas y los efectos
resultantes sobre los estudiantes, sino que estudian cémo las matemaéticas viven
en las propias disciplinas de ingenieria, qué necesidades matematicas afrontan los
profesores de estas disciplinas y cémo las satisfacen, como, utilizando el lenguaje de
TAD, las matematicas hallan su lugar en sus praxeologias, en qué tipos de tareas,
en qué técnicas, apoyadas por cudles discursos tecnolégicos y tedricos. Buscan
establecer o fortalecer las conexiones entre ensenanzas clasicamente aisladas.

6. De la comprensién a la accion. Desde su emergencia, la investigacion didactica
sobre la ensenanza de las matematicas en el nivel universitario ha buscado no sélo
comprender los procesos de ensenanza y aprendizaje, sino también desarrollar ac-
ciones didécticas en sintonia con las visiones epistemoldgicas, cognitivas y didacticas
que sustentaban la investigacion, y nutriéndose de los conocimientos que ésta pro-
ducia. El estudio ICMI (Holton 2001), por ejemplo, reservé un espacio importante
para la presentacion y el analisis de experimentos y proyectos sustanciales realizados
en diferentes contextos, como el ” Analysis-project ” en la Universidad de Warwick
que se inspiraba directamente en la obra de David Tall, las ensenanzas basadas
en el concepto de debate cientifico teorizado por Marc Legrand en la Universi-
dad de Grenoble, las ensenanzas en forma de proyectos y con enfoque en procesos
de modelizacién implementadas desde su creaciéon en la Universidad de Roskilde,
con impulso de Mogens Niss, el proyecto Active/Interactive Classroom fuertemente
apoyado en las tecnologias digitales, en la Universidad de Duke en los Estados
Unidos.

En las ultimas décadas, se multiplicaron las experimentaciones e innovaciones, la
investigacion sobre y para la innovacién, como se la llama en el capitulo dedicado
a la UME (University Mathematics Education) en el reciente libro, ya mencionado,
publicado para conmemorar los 20 anos de existencia de la sociedad europea ERME.
Esta investigacion y las realizaciones asociadas se basan en diversas teorfas: la
teoria de las situaciones didéacticas, la TAD, la teoria de comunidades de practicas e
investigacién, RME (Realistic Mathematics Education), la teorfa de commognicién,
ya mencionadas en este texto, pero también la teorfa APOS que, asociada al ciclo de
ensenanza ACE , acomparia la investigacién en este campo desde los anos 80 (Arnon
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et al. 2014), enfoques en términos de resolucién de problemas como el desarrollado
por Manuel Santos Trigo y Matias Camacho Machin utilizado en la Tesis Doctoral
de Josefa Perdomo ya citada, o la teoria onto-semiética OSA (Godino, Batanero &
Font, 2007), especialmente en lo que se refiere al mundo hispdnico.

En las realizaciones recientes, mas alla de esta diversidad, me parece importante
hacer hincapié en algunos puntos sobresalientes:

e el desarrollo de bridging-coursesy de estructuras de apoyo para los estudiantes,
para facilitar su aculturacién universitaria;

e la promocién del trabajo colaborativo, tanto entre estudiantes como entre
docentes, matematicos y diddctas de las Matematicas, y el creciente papel de
la tecnologia como apoyo a la comunicaciéon entre estudiantes, estudiantes y
docentes, y entre docentes;

e la ampliacién impresionante de la gama de recursos tecnolégicos disponibles
para sustentar el trabajo personal de los estudiantes, sus aprendizajes, y el
trabajo de los docentes;

e ¢l desarrollo de acciones dirigidas a la formacién de tutores y académicos
universitarios.

Sin embargo, hay que reconocer que la mayoria de las acciones y experimentos
siguen siendo a pequena escala, y que no es ficil asegurar la sostenibilidad de las
iniciativas, incluso cuando se demuestre su eficacia. Hay obstaculos sistémicos que
afrontar, entre los que destaca el hecho de que la evaluacién y la promociéon de
los matematicos universitarios generalmente tiene poco en cuenta su actividad de
ensenanza, y que su formacién inicial no les prepara bien para enfrentarse a las di-
ficultades que encontraran en su ensenanza. También es indudablemente necesario,
como se subraya en (Artigue, 2017b), cuestionar la concepcién tradicional de la
relacién entre teoria y préctica, de la difusion de los resultados de la investigacion
en Didactica de las Matemdticas. Hay que construir y fortalecer colaboraciones en-
tre comunidades que respeten la diversidad de sus conocimientos respectivos, porque
solo asi se pueden producir resultados sostenibles.

7. Conclusiones. En este texto, apartiendo de la conferencia que di hace 25 anos
en la misma Universidad de La Laguna, he tratado de mostrar el desarrollo de la in-
vestigacion didéactica sobre la ensenanza de las matematicas en el nivel universitario
en el dltimo cuarto de siglo. He intentado mostrar que este desarrollo se ha pro-
ducido, tanto consolidando y enriqueciendo las perspectivas epistemoldgicas y cog-
nitivas presentes desde la emergencia de este campo de investigacién, como abriendo
el campo a nuevas perspectivas, socioculturales y antropoldgicas, semidticas, a otras
problematicas como la de las practicas docentes, en linea con evoluciones méas glob-
ales del campo didactico. Otras evoluciones de las problemaéticas son mas especificas,
como las vinculadas a la transicién entre bachillerato y universidad, a la ensenanza
de las matematicas para no especialistas, o a dominios matematicos avanzados como
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el de las estructuras algebraicas (Hausberger, 2018, 2020). He analizado este desar-
rollo, evocando textos de sintesis, los nuevos términos introducidos en la Enciclo-
pedia de Educacién Matematica, y me he referido a algunas investigaciones que me
son particularmente familiares y que me parecen embleméticas de las evoluciones
observadas. La visién presentada es necesariamente parcial y personal. Por ejemplo,
solo me di cuenta realmente de la diversidad y riqueza de las investigaciones desar-
rolladas en el campo del Anélisis Matematico, aqui en Espana, leyendo la excelente
publicacién (Azcdrate, Camacho-Machin, Gonzdlez & Moreno, 2015) que he cono-
cido ultimamente. A pesar de estas limitaciones, espero haber mostrado claramente
que, en los ultimos 25 anos, este campo de investigaciéon ha producido un conjunto
sustancial y coherente de conocimientos, ha inspirado un importante nimero de
realizaciones didacticas y experiencias y que constituye hoy en dia un campo de
investigacion muy dindmico que se ha dotado de medios institucionales, redes, re-
vistas, grupos de trabajo, para favorecer los intercambios y las colaboraciones, y
también la capitalizacién de los conocimientos.
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