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Leccion 1

El cuerpo de los niimeros reales
(IR, +, x)

En el conjunto IR de los niimeros reales estan definidas dos operaciones béasicas que son la suma y
la multiplicacién. Ambas son operaciones internas en IR, porque en cada una de ellas se opera entre
dos elementos de R. Ambas son cerradas ya que el resultado es también elemento de IR, es decir,
un ntmero real.

El conjunto IR con esas dos operaciones internas y cerradas tiene estructura de cuerpo al verificarse
las siguientes propiedades:
Para la suma:
1) Asociativa: ¥V a,b,c€ R, (a+b)+c=a+ (b+¢)
2) Conmutativa: Va,b € R, a+b=b+a
3) Existencia de elemento neutro: 3! e€c R /a+e=e4+a=a VaecR

e=0eR
4) Existencia de elemento simétrico:

VaeR dseR /a+s=s+a=ce

Para el opuesto de a se utiliza la notacién s = —a € R..

De forma general, el elemento simétrico para una operaciéon que se denomine suma se designa como

elemento opuesto.

Para el producto o multiplicacién:

1) Asociativa: ¥V a,b,c € R, (axb) xc=a x (bxc)
2) Existencia de elemento neutro: 3! e€c R /axe=exa=a VaceR
e=1elR

3) Existencia de elemento simétrico excepto para el elemento neutro de la suma
Vae R —-{0} 3J'selR /axs=e,siendo e el elemento neutro del producto.

De forma general, al elemento simétrico de una operacion que se denomine producto o multiplicacién
se le conoce también como elemento inverso. Efectivamente es obvio que el simétrico del real a
respecto del producto es 1/a, de forma que a x 1/a = 1.

4) Integridad: a xb=0=a=00b=0

Para las dos operaciones combinadas:

Distributiva del procto respecto de la suma, tanto por la izquierda como por la derecha:
ax(b+c)=axb+axc
(a+b)xc=axc+bxc
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El cuerpo de los nimeros reales con estas dos operaciones se denota como (IR, +, x).
Se dice que (IR, +, x) es un cuerpo abeliano ya que la segunda operacién cumple ademés la propiedad

conmutativa.

En todo conjunto IK de elementos con estructura de cuerpo para las operaciones de suma y producto
al elemento neutro de la suma se le denomina elemento cero y al elemento neutro de la multiplicacién
elemento unidad.

Por tanto en (R,+,x) 0 € R es el elemento cero y 1 € R es el elemento unidad.

Ejercicio 1.1. En el conjunto C de los nimeros complejos, con las operaciones internas de suma y
producto que conoces, justifica que (C,4+, x) tiene estructura de cuerpo abeliano, basdndote en que
(R, +, %) lo es. Escribe en las cajas al final de esta pdgina el elemento cero y el elemento unidad
del cuerpo C.

Elemento cero Elemento unidad

Ejercicio 1.2. Demuestra que el conjunto de los numeros racionales Q, con la suma y la multipli-
cacion habituales tiene estructura de cuerpo.

Definicién de escalar

Tienen especial interés en esta asignatura el cuerpo de los niimeros reales y el cuerpo de los ntimeros
complejos. Cuando se trabaja de forma general con uno de estos cuerpos se utiliza la notacién
(K, +, x), es decir, al conjunto subyacente o conjunto portador lo denotamos como K, sabiendo
que puede ser el conjunto de los niimeros reales IR o el conjunto de los nimeros complejos €. Nétese
ademds que IR puede considerarse como un subconjunto de €, IR C C (sus elementos con parte
imaginaria nula).

Otra definicién importante es la de escalar. Los elementos de un cuerpo reciben el nombre de
escalares. Asf es comun referirse a los niimeros reales y a los nimeros complejos como escalares. En
el primer caso son los escalares del cuerpo IR y en el segundo los escalares del cuerpo K.
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Textos en lengua inglesa:

En inglés la estructura algebraica de cuerpo se conoce como field. Ademaés se usa con frecuencia el
nombre de inverso tanto para el simétrico de la suma como para el simétrico de la multiplicacion,
distinguiéndolos como additive inverse y multiplicative inverse.




Leccion 2

Vectores de IR?

2.1 El plano y el conjunto IR?

Al punto P = (3,7), es decir, al punto P con coordenadas x = 3, y = 7!, le asignamos el vector

7
x del punto, y la segunda la coordenada y. ¥ representa lo que en Fisica se conoce como vector de
posicion del punto P.

- |3 . .
U= . El vector es una matriz columna, con dos entradas ordenadas. La primera es la coordenada

8

S

x2=7

(=1

x1=3

Considerar todos los puntos (z,y) del plano equivale a considerar todas las matrices columna de dos

entradas B], conz€eR eyeR.

Ese conjunto de matrices columna 2 x 1 (dos filas y una columna), o vectores de dos componentes,
es lo que se conoce como IR%. La relacién biunivoca entre puntos y vectores que hemos establecido
permite identificar el plano XY con IR?.

R2 — {Bj ,Jr1 € R, 29 € R}

Hemos denotado aqui la primera componente como z; y la segunda como zs. Cuando usamos

!Se estén considerando las coordenadas referidas al sistema de referencia cartesiano bidimensional con ejes perpen-
diculares X e Y que se cortan en el punto (0,0). Son por tanto las denominadas coordenadas cartesianas, estdndar o
candnicas.
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x1

. } . Obviamente x1 y 2 son las
2

esta notacién al vector genérico lo denominamos &, es decir, ¥ = [

coordenadas segun los ejes X e Y respectivamente.

Con frecuencia usamos para un vector de IR? como # la notacién @ = (3, 7). Sin embargo en Algebra
utilizaremos en general la notacién matricial, porque es en la notacién matricial en la que se definen
y ejecutan las operaciones.

Entendiendo un vector como un segmento orientado (también denominado segmento dirigido) con
o . . 3
un punto inicial u origen y un punto final o extremo, para el vector ¥ = [

7
(0,0) y el extremo el punto P = (3,7). El origen se denota como punto con la letra “o” mayuscula,

] el origen es el punto

0, y como vector como 0. Obviamente 0 = [8] .

De forma general, para & = [;1] el origen es el punto O = (0,0) y el extremo el punto P = (1, z2).
2

Ademas, el vector admite la notacién ¥ = (z1,x2). Se usa ademds la notacién & = oP

2.2  Suma, multiplicacién por escalar y combinacién lineal en IR?

Suma en R?

Consideramos en R? los elementos & y .
/

- I - X
T = conzy, 13 € R 2/ =|"}| conaf,zheR
T2 .:UQ

/ /
Suma: Z+a' = | "] + x,l — |t x,l cR?
T2 Ty To + Ty

Tal como se define la suma en IR? vemos que es una operacién interna y cerrada.

La suma tiene la siguiente interpretacion geométrica: el extremo del vector suma es el cuarto vértice
del paralelogramo definido por los tres vértices consecutivos siguientes: el extremo de & , el punto
(0,0) y el extremo de 2. O de otra forma, el extremo de 7 + 2/ es el extremo de la diagonal del
paralelogramo definido por los vectores & y 2’. Obviamente tomando como origen de la diagonal el
punto (0, 0).

La suma de vectores se puede entender también como suma de “desplazamientos”: para sumar o
al vector u, se sitia el origen de ¥ en el extremo de %, como si trasladdramos ¢ paralelamente, y el
vector suma tiene origen en 0 y extremo en el del vector ¥ trasladado. Obviamente, en la traslacién el
segmento orientado mantiene la direccién, sentido y longitud. Ambos segmentos orientados, uno con
origen en (0,0) y el otro con origen en el extremo de ¥/, se dice que son equivalentes, o equipolentes,
por tener igual direccién, sentido y longitud.
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Ejemplo 2.1. Representar en un plano los siguientes vectores de R?:

L o [2] L [-6 SO b
u-_2,v— 1 ,U+v= 3

U trasla

@l

Nétese como la suma de vectores de IR? cumple las propiedades asociativa y conmutativa, y la
existencia de elemento neutro y elemento simétrico (opuesto) para todos los vectores.

Al elemento neutro de la suma en IR?, que es el vector 0, lo llamamos vector cero.

Dado el vector & = (x1,z2), su opuesto es —& = (—x1, —x2).

Para simplificar la notacién, también utilizamos la resta de vectores, y escribimos 4 — ¢ en lugar
de 4 4+ —v. La figura muestra @ — ¥ como suma de 4 y —7.
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A la vista de la figura se comprueba de forma inmediata que al sumar al vector u — ¥’ el vector ¥ se
obtiene el vector .

Multiplicacién de vector de R? por un escalar de R

Consideramos # € R? y A € RR.

Se define AZ = A [wl} como el siguiente vector: [

)\xl:| c R2
xTo 2

AT

En esta operacién estamos multiplicando un vector de IR? por un escalar A del cuerpo R, y el
resultado es un elemento de IR?. Por tanto la operacién en IR? es externa y cerrada. R? es el
conjunto subyacente o portador y el conjunto externo es R.

Recordemos que IR? también se puede expresar asi : R? = {(z1,22) / 1 € R, 29 € R}. Siguiendo
esta notacién se expresarfan suma y producto por un escalar asf :

Suma: (z1,29) + (2], 2h) = (x1 + @}, 22 + b))

Multiplicacién por un escalar: A(x1,x2) = (Ax1, Axa)

Noétese que —1 [?] = [_Zjl] = -7, multiplicar un vector por el escalar —1 nos devuelve el
2 —T2

vector opuesto.

Multiplicar el vector por el escalar 1 deja al vector igual.

Multiplicar el vector por el escalar 0 da como resultado el vector cero.

win

Ejemplo 2.2. Sea i = [ 3]. Representa graficamente los vectores @, 24, y —

—1
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< —2/3@

S

Combinacién lineal (en R? con escalares de R)

Las operaciones de suma y multiplicacion por un escalar son la base del concepto de combinacién
lineal.

Dado un conjunto de vectores S = {¥,0s,...,0,} de IR?2, llamamos combinacién lineal de estos
vectores a cualquier vector 7 € R? que se pueda escribir en la forma ¥ = ¢10) + coUy + ... + cpUp,
con cq,c,...,¢p € R.

A los escalares ci,c,...cp, se les llama pesos o coeficientes de la combinacién lineal. Los pesos
pueden ser cualquier real, incluyendo el cero.

Son por ejemplo combinaciones lineales de los vectores del conjunto .S los siguientes vectores:
- - - 1- = -
\/?:Ul +v2 , V2 o, 5U1 0 ) _7Up'
Ejemplo 2.3. En la figura se muestran combinaciones lineales seleccionadas de los vectores vy =

(-1,1) € R? y % = (2,1) € R?. Estima las combinaciones lineales de los vectores U1 y Ua que
producen los vectores @ y 0.
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el

S

—_

U~ 1.80] + 1.20,
w ~ 3v1 + 0.5Us




Leccion 3

El espacio y el conjunto IR’

Analogamente a lo descrito para el plano, podemos considerar en el espacio tridimensional el punto
P = (z,y,2), siendo z,y, z las coordenadas del punto respecto del sistema de referencia cartesiano
con tres ejes perpendiculares X, Y, Z, que se cortan en (0,0,0). (z,y,2) son las denominadas
coordenadas cartesianas, canodnicas o estdndar del punto P. A dicho punto le corresponderd un
vector ¥ de R3, es decir una matriz columna 3 x 1, cuyas tres entradas o componentes, ordenados,
seran dichas coordenadas (z,y, z).

U=

ISEENS

¥ es el denominado en Fisica vector de posicién de P, que podemos entender desde el punto de
vista geométrico como el segmento orientado con origen en (0,0,0) y extremo en (z,y, z).

z1

Para el vector genérico de R? se usa también la notacién & = |xa|. @1, z2, 23 serfan las coordenadas
x3

segun los ejes X, Y y Z respectivamente.

Como en el caso de R?, el vector # € IR? también puede escribirse como & = (21,2, 23), pero es en
la notacion matricial en la que se deben realizar las operaciones con vectores.

Las definiciones de suma y multiplicacién por escalar vistas para IR? se extienden a R? de forma
sencilla, sin méas que anadir una componente en los vectores. De igual modo se extienden sus
propiedades, asi como la definicién de combinacion lineal.

3 2
Ejemplo 3.1. Sean v; = 1, vp= 2. Calcula 207 — Uy
—4 -3
Sol:
6 2 4
20 — Uy = 21— 2] =1 0
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El espacio n-dimensional y el conjunto
R"

R™ es el conjunto de los vectores de n componentes reales, o lo que es lo mismo, el conjunto de las
matrices columna de n componentes (filas) formadas por nimeros reales.

€1
€2
T = eR”
Tn
Los elementos x1,xs,...,x, se denominan primera, segunda, ...., enésima componente de Z.
También se admite la notacién & = (x1,x9,...,2,). Los elementos z; se designan también como

entradas del vector Z.

I

R ={|"’] /o eR}

Tn

A diferencia del plano o el espacio tridimensional, el espacio n-dimensional es una abstraccién, ya
que en el espacio fisico solo se puede establecer relacién con R, R?, o IR3. Sin embargo en la
practica el uso del espacio n-dimensional es generalizado, pues la mayoria de los problemas con los
que tratamos en Algebra no son de una, dos o tres variables, sino mas, y el estudio de dichas n
variables reales puede realizarse con frecuencia tratando las n variables como entradas de un vector
de R".

Las definiciones de suma y multiplicacién por escalar, sus propiedades, asi como la definicién de
combinacién lineal vistas para IR? se extienden a IR™ sin mds que anadir en los vectores las n — 2
componentes que faltan.

4.1 Dependencia e independencia lineal en IR"

Un conjunto de vectores S = {¥, 02, ...,0,} C R" es linealmente dependiente (también llamado
“ligado”) si existen unos escalares (c1, ¢z, ..., ¢p), no todos nulos, tales que

01?71+62172+...+Cp’l7p:0
Una ecuacién como la anterior se denomina relacién de dependencia lineal.

En caso de que tales coeficientes no existan, es decir, en caso de que la combinacion lineal nula solo se
logre si todos los coeficientes son nulos, se dice del conjunto S que es linealmente independiente
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(también llamado “libre”). Se puede expresar este resultado asi : S = {01, 75,...,7,} es linealmente
independiente si

ath+cele+...+¢0,=0 = cg=c=...=¢ =0.

Ejemplo 4.1. Considera los conjuntos S1 = {(1,2),(2,4)}, y So = {(1,2),(3,5)}, ambos en R?, y
justifica si son o no l.d., encontrando en caso afirmativo, la relacion de dependencia lineal.

Sol.:

e Sy es l.d., ya que es obvia la relacion de dependencia lineal siguiente:
=201 + U =0
e Para Sy planteamos la ecuacion de que la c.l. de sus vectores sea el vector cero:

1V + ety =0

Es decir, ¢ [ﬂ + co [g] = [8]

De donde surge el sistema de ecuaciones lineales (SL) siguiente:
c1+3co=0
2c1 4+ 5co =0

Sumando a la sequnda ecuacion la primera multiplicada por —2 obtenemos un sistema lineal
mas sencillo que tiene la misma solucion que el original, es decir, un SL equivalente al original.

c1+3co=0 c1+3co =5
2¢1 +5¢co =0 —2c0=0
Eliminacion gaussiana

_—

La nueva ecuacion que aparece en seqgundo lugar implica co = 0, y sustituyendo ca = 0 en la
primera tenemos c¢; = 0.

Concluimos que la c.l. nula solo se puede obtener si los coeficientes son todos nulos, y que por
tanto el conjunto es l.1.

Algunas propiedades:

e Un conjunto de vectores linealmente dependiente se caracteriza porque alguno de sus vec-
tores puede expresarse como combinacion lineal del resto, lo cual no sucede en un conjunto
linealmente independiente.

Para el caso de p = 2 esta definicién conduce a la siguiente propiedad: Dos vectores de R"
son l.d. si y solo si uno es multiplo del otro.

e Todo conjunto finito de vectores de R"™ con méas de n vectores es 1.d. O expresado de otra
forma, cualquier conjunto finito de vectores l.i. en IR" tiene como maximo n vectores.

Para el caso de IR? se tiene por tanto que el méximo nimero de vectores Li. en un conjunto es
2. Efectivamente, considerando tres vectores en el plano tendremos que siempre uno de ellos
se podra expresar como c.l. de los otros dos.

Para el caso de R? el méximo nimero de vectores Li. en un conjunto es 3.
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e Si anadiendo un vector al conjunto S el conjunto pasa de ser li. a l.d., entonces el vector
anadido es c.l. de los vectores de S.

Estas propiedades se demostraran en el Tema de Espacios Vectoriales (Tema 3 de la Guia Docente).

Ejemplo 4.2. Para cada uno de los conjuntos Sy, Sa, S3 y Sa, con S; C R?2, todos ellos con
tres vectores y por tanto forzosamente l.d., a) obtenemos una relacion de dependencia lineal y b)
despejamos uno de los vectores como c.l. del resto.

5= (B[]

Una posible forma de escribir un vector como c.l. del resto es:

oo} o] = )]

Llevando todos los vectores del conjunto a un mismo miembro tenemos la siguiente relacion de
dependencia lineal:

1 3 0] o L L
o[ o[f =] o onvon-m-

Vemos que los coeficientes de la relacion de dependencia lineal son (0,0, —1). Ademds, cualquier
terna de la forma (0,0,k) con k # 0 valdria como relacion de dependencial lineal.

sQuedaria el conjunto libre con solo eliminar un vector? ;Cudl seria ese vector?.

Vemos que el vector 0 nos ha permitido establecer la relacién de dependencia lineal, porque es

el iunico coeficiente no nulo que hemos usado. Si lo suprimimos nos quedamos con dos vectores,
1 3 .y .

[2] Y [4] que no son uno multiplo del otro, por tanto el conjunto que queda con ellos dos es

l.i.

Eliminando solo el vector (1,2) el conjunto queda l.d. porque tiene el vector nulo. Lo mismo
sucede si elimindramos solo el vector (3,4).

Por tanto el unico vector del conjunto que una vez eliminado deja un conjunto libre es el vector

(0,0).

sPuedes expresar algun otro vector como c.l. del resto? ;Cual?

El inico vector que se puede expresar como c.l. del resto es el vector (0,0).

5= (- [ [3

Llevando todos los vectores del conjunto a un mismo miembro deducimos sin mds que darnos
cuenta de que el sequndo vector es maltiplo del primero, la siguiente relacion de dependencia
lineal:

1 2 3 0 . . L=
2|:2:|—1{4]—|—0|:5:|—[0:| 0 201 —v24+0U3=0

Nétese que cualquier terna de la forma (2k, —k,0), con k # 0 valdria como conjunto de coefi-
cientes para la relacion de dependencial lineal.
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Una posible forma de escribir un vector como c.l. del resto es la siguiente:

[ =2l +ofd

s Puedes expresar algin otro vector como c.l. del resto? ;Cual?

Puedo expresar (2,4) como c.l. del resto.

s Existe algun vector que mo puedas expresar como c.l. del resto? ;Cual?

No puedo expresar (3,5) como c.l. del resto.

s Quedaria el conjunto libre con solo eliminar un vector? ;Cudl seria ese vector?.

Eliminando el vector (1,2) o eliminando el vector (2,4), nos queda conjunto libre, porque nos
quedan dos vectores que no son uno multiplo del otro.

Rl SRRt

Llevando todos los vectores del conjunto a un mismo miembro deducimos sin mds que darnos
cuenta de que el sequndo vector es multiplo del primero, la ecuacion siguiente de relacion de
dependencia lineal:

2ol 1]+l = )

Nétese que cualquier terna de coeficientes de la forma (2k,—k,h), con k # 0 o h # 0 (no
los dos pardmetros nulos a la vez) proporcionaria coeficientes vdlidos para una relacion de
dependencial lineal.

Tenemos por ejemplo estas dos posibles relaciones de dependencia lineal, independientes entre
81

201 — U + 073 = 0

001 + 00y + Uiy = 0

Una posible forma de escribir un vector como c.l. del resto es la siguiente:

| =[] -

s Puedes expresar algun otro vector como c.l. del resto? ;Cual?

Cada uno de los tres vectores se puede expresar como c.l. del resto. El sequndo, por ser
maultiplo del primero, y el vector nulo es siempre c.l. de cualquier conjunto, sin mds que tomar
todos los coeficientes nulos.

sExiste algun vector que no puedas expresar como c.l. del resto? ;Cual?

Acabamos de ver que no existe ningun vector en ese caso.

5 Cuantos vectores has de eliminar para que el conjunto resultante sea 1.1.¢

Hemos de eliminar 2. En efecto este nimero es resultado de tener dos pardametros libres en la
forma mds general de los coeficientes de la relacion de dependencia lineal, que es (2k,—k,h),
con k,h € R.
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o= (B [

Ninguno de los vectores es multiplo de otro, por tanto cualquier par de vectores es conjunto l.1i.
Ya que el conjunto de tres es l.d. el tercer vector serd c.l. de los dos primeros.

Vamos a demostrarlo tomando como primer par (1,2), (3,4) y deduciendo que (5,6) es c.l. de
ellos dos.

Tenemos que demostrar que se puede escribir (5,6) = c1(1,2) + ¢2(3,4) para algin ¢y y algin
co perteneciente a IR.

1
O lo que es lo mismo, que se puede escribir: ¢ [2] + c2 [Z] = [2} para algin par de valores
c1 Y Co.

Cualquiera de las dos expresiones anteriores nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones linea-

les (SL):

c1+3co =5
2c1 +4cy =6

Sumando a la seqgunda ecuacion la primera ecuacion multiplicada por —2 obtenemos un sistema
lineal mas sencillo que tiene la misma solucion que el original, es decir, un SL equivalente al
original.

c1+3co =5 c1+3co =5
2c1 +4co =6 —2c0 = -4

Eliminacion gaussiana
—>

En la sequnda ecuacion ya no tenemos la incégnita c1, y podemos despejar la sequnda:  co =
—4/—-2=2,

En la primera despejamos c1, y en la parte derecha sustituimos co por el valor que ya hemos
calculado, obteniendo: ¢4 =5—3co=5—6=—1

Ya hemos obtenido c1 y ca, con valores —1 y 2, por tanto (5,6) = —1(1,2) + 2(3,4).

Agrupando todos los vectores en el mismo miembro obtenemos la siguiente relacion de depen-
dencia lineal:

~1(1,2) +2(3,4) — 1(5,6) = (0,0)

Tomando los vectores de S4 en el orden del enunciado, las relaciones de dependencia lineal
tienen la terna de coeficientes de la forma genérica siguiente: (—k,2k, —k) con k € R — {0}.

Con razonamiento similar podriamos haber demostrado que (1,2) se puede expresar como c.l.
de {(3,4),(5,6)}, y que (5,6) se puede expresar como c.l. de {(1,2),(3,4)}.

De la propia igualdad anterior ya podemos despejar:

(1,2) = 2(3,4) — 1(5,6) (5,6) = —1(1,2) + 2(3,4)
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4.2 Rango de un conjunto de vectores de IR"

Se define rango de un conjunto de vectores S = {U7,%,...,7,} C R™ como el nimero méximo de
ellos que forma un conjunto linealmente independiente. El rango del conjunto de vectores S coincide
con el rango de la matriz cuyas columnas son los vectores de .S, es decir, con el rango de la matriz
A=[7 ¥y ... Up]. La definicién de rango de una matriz se vera en el Tema de Matrices (Tema 1
de la Guia Docente).

Ejemplo 4.3. FEscribe el rango de los conjuntos S1, Sa, Ss y Sy del ejemplo anterior a partir de los
resultados obtenidos.

Sol:

(1] [3] [o] . . 1 |3

e 51 =/{ 2] 4] o] } rango 2 El subconjunto l.i. con rango 2 es {[2] , L]}
1] [2] [3] , , , 1] [3

o So={ ol 14l |5 } rango 2 Un posible subconjunto l.i. con rango 2 es { {2] , 5] }
1] [2] [0] : : . 1]

o S3={ ol 14l |0 } rango 1 Un posible subconjunto l.i. con rango 1 es { 9 }
1] [3] [5] , , , 1] [3

e 5y =/{ ol 4l 16 } rango 2 Un posible subconjunto l.i. con rango 2 es { NE }




Leccion 5

El producto escalar canénico en IR?,
R3 y IR

El producto escalar canénico en R"™ es una operacién interna que permite asignar longitudes a los
vectores (la llamada norma de un vector) y obtener distancias y dngulos entre ellos. Las longitudes,
distancias y angulos que tratamos en este tema estan referidas a este producto escalar concreto. Se
le denomina también “producto escalar usual” o “producto escalar habitual”.

En el Tema de Espacio Euclideo (Tema 6 de la Guia Docente) veremos la definicién general de
producto escalar, asi como las definiciones generales de norma, distancia y angulo.

5.1 Definicion de producto escalar canoénico

U1 U1
. — u2 — UQ . .
El producto escalar canénico de dos vectoresu = | | | y v = de IR™ se define como el siguiente
Unp, Un,
escalar:
U-U=u1v1 + ugVa + ... + Upvy = p 1]

El producto escalar vemos pues que es una operacién interna y que no es cerrada. El resultado no
es un elemento del conjunto subyacente R" sino un elemento del cuerpo IR. De ahi el nombre de
producto escalar: el resultado es un escalar. Es la suma de n productos de dos nimeros reales, y
por tanto es un real.

Se cumplen las propiedades que vemos a continuacién. Son muy sencillas de demostrar, por lo que
la demostracién se presenta solo para la primera.

g

o (U+V) - W=u-W+0U-
En efecto, (4 + 0) - @ = (ug + v1,us + vay ..., Up +vy) - W = (ug + v1)wy + (uz2 + vo)wa + ...+
(Up, + vp)wp,
Y ya que en IR se verifica la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma:
= ULW1 + V1w + UgWo + VW3 + . .. + UpWy + VpWy
Utilizando ahora la propiedad conmutativa de la suma de reales, reagrupamos los sumandos:

= UgWwy + Uswa + ... + UpWy, + VWL + Vows + .. VW, = U W F V- W

S
<y
_l_

o U (U+ W)= @ - W, con justificacién muy similar a la anterior.
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—

e U -U=7-u (Por la propiedad conmutativa del producto de reales)

Esta propiedad se conoce como simetria del producto escalar.

e - T>0,conii-T=0cd=0 (Es una suma de cuadrados: el resultado solo puede ser
positivo o cero)

Expresion matricial del producto escalar candnico:

Partimos de la la ecuacién [1]:

—

U-U=uv] +ugva + ... +upv, = [ul Uy ... un] | =

T Un
El producto escalar de @ y U corresponde al producto matricial del traspuesto de 4 y ¢. Es el
producto de una matriz 1 X n por una matriz n x 1, que da como resultado una matriz 1 x 1, es
decir, un escalar.

—

Ejemplo 5.1. En R? y considerando el producto escalar candnico, determina @ -7 y ¥ - @, con

2 3
u=|-5| yv=| 2
-1 -3
Sol
3
T-7=uv=2 -5 —1]| 2] =2x3+(-5)x24+(-1)x(-3)=6-10+3=-1
-3
2
T-d=0u=[32 —3]|-5| =3x2+2x(=5)+(-3)x(-1)=6—-10+3= -1
-1

5.2 Longitud o norma de un vector

Considerado IR"™, v € R"™, y el producto escalar candnico, se denomina norma o longitud de v, y
se denota || U || al escalar:

|7 |= Vi 7=V §=/v] +v3+...+v2 [2a]

Nétese que la raiz estd siempre definida, ya que U - ¥ es positivo o cero (es cero solo si ¥ = 0)

Propiedades de la norma:
o [l ctll=lef || 7]

e Desigualdad de Schwarz  |d-0] < |[@| | 7]

La igualdad se cumple cuando alguno de los dos vectores es nulo, o, sin serlo, 4 = A¥ para
algin A € R

e Desigualdad de Minkowski o desigualdad triangular || d+ ¢ || < | @ |+ | 7|

La igualdad se cumple cuando alguno de ellos es nulo, o, sin serlo, @ = A\ para algin A € R™

Un vector ¢ € R™ se dice que es unitario si || 7 ||=1

- 1

Multiplicando el vector no nulo ¥ por el escalar ﬁ obtenemos un vector v, = HﬁHﬁ que es unitario.

El proceso de crear ¥, a partir de ¢ se denomina normalizacién de 7.
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Uy Uo tienen la misma direccién y el mismo sentido.
Elevando al cuadrado la expresién [2a] se tiene:
|FIP=0-T=0"T=0vi+v3+...+02 [2b]

Con frecuencia resulta conveniente trabajar con las normas al cuadrado, para evitar la expresién

con la raiz cuadrada. Si se maneja esta expresién hay que recordar que la norma toma valores solo
en R (0 incluido).

En la figura se observa como la longitud definida coincide con lo que conocemos como longitudes de
los vectores de IR2.

6 T T T T T
5t .
4t .
P(a,b)
3t z .
2+ Va2 + b2 i N
i b
><f\l 1r -
0
a
1F .
2+ .
3F .
4 1 1 1 1 1
-4 2 0 2 4 6 8

Xy

Ejemplo 5.2. Encuentra un vector unitario que tenga la misma direccion y sentido que U = (2, —3).
Sol:

|7]2=4+9=13
-3

)

) = (—=

V13 V13
también se puede escribir, mas simplificado:

—

Vo = (2, —3)

1
V13
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5.3 Distancia entre dos vectores

A continuacién vamos a definir la distancia entre vectores. Recordamos que si a y b son nimeros
reales, la distancia en R entre a y b es el real positivo |a — b|. En la figura se da un ejemplo.

Distancia entre 1 =2y 1 = 8:

2—-8|=|—-6]=6 I8 —2|=16|=6
Otro ejemplo, distancia entre x1 = =3y z1 = 4:
[(=3) =4 =|-7=7 4= (=) =17=7

Esta definicién de distancia se puede extender a IR".

Dados i, 7 € R", la distancia entre 4 y ¥, denotada como dist(i, ¥), es la norma del vector ¥/ — .
Esto es, dist(u, ¥) =|| 7~ ||= /(¥ — @)}(7 — @) == /(v1 —u1)2 + (v2 —u2)2 + ...+ (v —up)?  [3]

Propiedades de la distancia:
o dist(w,v) > 0siu # v,y dist(d,d) =0
o dist(,7) = dist(7, @)
o Desigualdad triangular  dist(@, v)) < dist(@, W) + dist(d, ¥/)

La expresion general de la distancia entre dos vectores & y ¢ en el espacio euclideo canénico R™ es
la siguiente:
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Ejemplo 5.3. a) En R? y con el producto escalar candnico calcula la distancia entre los vectores
v=(7,1) yu=(3,2).

b) Representa grdficamente los vectores i, U y U — U (todos ellos con origen en (0,0)). Seguidamente
representa el vector ¥ — U situando su origen en U, como si se tratara del vector original trasladado.
Al situarlo en esta localizacion se entiende bien que su norma corresponde a la distancia entre U y

<L

Sol.:

.....

Ejemplo 5.4. Considerando el producto escalar candnico en R*, calcula la distancia entre los
vectores ¥ = (7,1,1,5) y 4 = (3,2,1,3).

Sol.:
§—ii=(4,-1,0,2)

dist = || 7 — @ ||= V16 +1+0+4 =21
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5.4 Angulo entre dos vectores

Con el producto escalar canénico en IR™ se define dngulo entre dos vectores @ y ¥, ninguno de ellos
nulo, como el escalar o = éng(w, ¥) siguiente:

a€[0,n] tal que 4 - U=|d| | V| cosa

1

Despejando cosa: cosq =

- T=0a=m/2

e -7>0&ac(0,71/2)
Sig=A con A>0 = @-F=a - \g=ANa-@)=| 7>
Al |? Al

cosa = —— — = —— =1 =a=0
fall N Aal (A a]?

o - V>0 ac (n/2,m

Sid=Ai con A<0 = @-F=1u M=\@-@)=\|a|?
Ala]? Al _

COSx = =

BN RG

-1 =>a=T

OBSERVACION: Dos vectores @ v ¥ en R™ no nulos son linealmente dependientes si y sélo si el
angulo que forman es 0 o 7.

Ejemplo 5.5. En R? considera el producto escalar habitual, y los siquientes vectores: i = (7,1),
v=1(-3,3), Ww=(3,-3) y Z=(4,-3).

Calcula los siguientes dngulos:

Angulo que forman @ y :

A/ngulo que forman 4 y W:

Angulo que forman 4 y Z:

Sol:

(7,1) (=3,3) =50 V18 cosa
—21+3 18 -8 -18 3
VB0VI8  VB0VI8 V25 x4x9 5x2x3 B

El dngulo es oo ~ 2.2143 radianes ~ 126.8699 grados

CosStx =

(7,1) (3,-3) =50 V18 cosa
21 -3 18 V18 3v2 3

cosy = -

V50V18  VBOVIS V50 5xv2 5
El dngulo es o ~ 0.9273 radianes ~ 53.1301 grados

Notese que U y W son vectores opuestos, por tanto la suma del dngulo de 4 con U mds el dngulo de
U con W es igual a 180 grados.
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(7,1) (4,—3) =+/50 5 cosa

28—-3 2 5 5 1
5v50  5v50 VB0 5vV2 V2

Cosx =

El dngulo es o = 45 grados

~ 0.7071

23

Ejemplo 5.6. Considera el plano y en €l el triangulo con vértices en los puntos O = (0,0), A = (7,0)
y B = (—2,5). Determina los tres dngulos interiores del triangulo. Ten en cuenta que la suma de

los angulos ha de ser igual a 180 grados.

Sol.:
. - -
AB=0B -0
- =
OA
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Con el p.e. de los vectores OA Y OB podemos obtener el angulo en O.

Con el p.e. de los vectores —0A Y AB podemos obtener el dngulo en A.

AB=0B - OA=(-2,5)— (7,0) = (=9,5)

Con el p.e. de los vectores ~OB Y —AB podemos obtener el dngulo en B. Al efectuar este p.e.
puedo sacar fuera (—1) x (—1) = 1, por tanto el resultado es el mismo que si obtuviésemos el p.e.

de OB y AB
(=2 —14
cosa = (7,0)- (=2,5) = ~ —0.3714
VTV29 7V29
/fngulo en radianes ~ 1.9513 /fngulo en grados ~ 111.8014
cosf = —(7,0)- (=9,5) _ 0 ~ (0.8742
V7106 7V/106
Angulo en radianes ~ 0.5071 /fngulo en grados ~ 29.0546
—-2,5) - (— 18+ 2 4
cosy = (=2,5)-(=9,5) _ 18+ 3 ~ 0.7756

V29V106  v29Y/106 /29106

Angulo en radianes ~ 0.6832 Angulo en grados ~ 39.1440
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Ejemplo 5.7. En R? y considerando el producto escalar candnico, determina el dngulo que forma
el vector v = (4,—1,6) con cada uno de los vectores i = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0, 1)
Sol.:

(4,-1,6) (1,0,0) =16 +1+4+36 1 cosa = /53 cosa

4
cosaw = —— =~ (0.5494
V53

El dngulo es o ~ 0.9891 radianes ~ 56.6712 grados

(4,-1,6) (0,1,0) = /53 1 cosf3
-1
cosfl = —— ~ —0.1374
b V53

El dngulo es f ~ 1.7086 radianes ~ 97.8951 grados

(4,-1,6) (0,0,1) = /53 1 cosy
6
cosy = —— =~ 0.8242

V53
El dngulo es v >~ 0.6021 radianes ~ 34.4962 grados

Comprobacién de la suma de angulos: 111.8014 4 29.0546 + 39.144 = 180

Ejercicio 5.1. Calcula los tres dngulos del tridngulo de vértices A = (1,1), B = (5,2) y C = (-3,6),
y rellena un cuadro como el siguiente con los resultados. Fxpresa el dngulo en grados y con precision
de décimas (por redondeo).

En vértice angulo

A
B
C
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5.5 Vectores ortogonales

En IR"™ con el producto escalar candnico decimos que dos vectores @ y ¥ son ortogonales si ¢ - =0

El vector cero es ortogonal a todos los vectores de R™, pues 0-7 =0 V& e R™.

Teorema de Pitagoras

Dos vectores i y ¥ son ortogonales si y sélosi || @+ ||?=| @ ||*> + || 7 || [5a]
| @+ 7 |*= (@+7) - (G+70) =ad- (6+ ) +7-(d@+7) =
=0 d+u-T+v-u+v-v=|a|P+|| TP +2a 0 [5b]
Esquema en R ?:
T T T T T
o ) ]
Ui U+ T
ar -
<L la+a 2] a)+ | o) ]
of -— i
u
oL 1 1 1 1
5 0 5 10 15 20
Xl
T T T T T
5E ) o ]
w, U+ w

(Recuérdese como la suma de dos vectores coincide con la diagonal del paralelogramo que definen).

Observacion: En la figura inferior se tiene que - w es mayor que cero por lo que la norma al cuadrado
de la suma es mayor que la suma de los cuadrados de las normas. Si el angulo formado por @ y &
fuera obtuso, y por tanto el producto escalar negativo, entonces el cuadrado de la norma de la suma
seria menor que la suma de los cuadrados de las normas.



Leccion 6

Producto vectorial

El producto vectorial, también denominado producto cruz, solo esté definido en R3. Es una ope-
racién interna entre dos elementos y cerrada, puesto que el resultado también es elemento de R3.

U1 U1
El producto vectorial de dos vectores it = |ug| y © = |vo| de R? se define como el vector siguiente:
u3 U3

U2V3 — U3V9
UXT = UuU3v1 — U1V3 [1}
U1V — UV1

Existe una forma sencilla de calcular el producto vectorial utilizando el siguiente determinante.!
v j k
UX U= Uy U2 U3
v1 U2 U3

Sin mas que aplicar la regla de Sarrus para los determinantes de orden 3, obtenemos:
UXT= (’LLQ’Ug — ’LL3’02);—|- (U3’01 — Uﬂ)g)jﬂ- (u1v2 — ’LL2U1)E

Podemos observar que las componentes coinciden con las de la definicion.

Vemos a continuacién una serie de propiedades que cumple el producto vectorial, y de ahi el interés
en su definicién.
e El vector 2= 4 X ¥ es ortogonal a 4 y a .
Demostramos la ortogonalidad a :
(U2U3 — U31}2)U1 + (U37)1 — ulvg)uz + (U1U2 — UQvl)U3 = 0
desarrollando la expresién se obtienen 6 sumandos, opuestos dos a dos.

La demostracion de la ortogonalidad a v es similar.

e El sentido de @ x ¥ es el del avance de un tornillo dextrégiro que gira del primer al segundo
vector por el camino mas corto.

Se comprueba facilmente que efectivamente:

ixj=k ixk=1i kxi=j
A I A A R A
ixj=|1 0 0|l=k Jxk=10 1 0|=1 kxi=10 0 1=

010 0 01 1 00

Len realidad no es un determinante pues los elementos de la primera fila no son escalares, pero el procedimiento
ayuda a recordar cémo calcular el producto cruz



LECCION 6. PRODUCTO VECTORIAL 27

e El producto vectorial es anticonmutativo: @ X ¥ =7 X @

Efectuar la operacion en orden inverso equivale a intercambiar dos filas en el determinante, lo
que cambia su signo. También es obvio que el camino més corto del giro de 4 a ¥ es inverso al
camino mas corto de 7 a .

e Considerados dos vectores @ y ¥, ninguno de ellos el vector 0, se tiene:
|| @x U ||=|l @] V] senc, siendo « el dngulo que forman @ y .

El requisito de que ningin vector sea 0 es debido a que solo hemos definido 4ngulo entre
vectores distintos de 0.

Demostracion:

Obtenemos en primer lugar la norma al cuadrado de @ X ¥/

H U XU H2: (UQUg — U3U2)2 + (U3U1 — ’U,11}3)2 + (uwz — u2v1)2 =

u3v? + udv3 + udvd + uvd + w3 + udvd — 2uguzvavs — 2uiuzvIv3 — 2ug ULV Ve =
(u? + u3 +u3) (v} + v3 +v3) — udvf — udvd — udvd — 2usuzvavs — 2uguzVIVs — 2urULVLVY

Por otra parte (- 7)? = (u1v1 + ugvs +uzvs)? = udv? + u3v3 + udv3 + 2uiugvivs + 2uiuzvivs +

2’LL2U3U2U3

Por tanto || @ x @ |1P=|| @ 2] # |2 (i 5)* =] @ || 5 |1* — || @ |12 5 |1* cos?a =
)@ 21| 5 | (1 — cos?a) =|| @ 2] 7 |1 sen’a

Extrayendo la raiz cuadrada: || @ x @ ||=|| @ |||| ¥ || senc.

Nétese que la norma queda positiva o nula, ya que « € [0,II] y en ese rango el seno es positivo
o nulo.

La norma del producto vectorial tiene una interesante interpretacion geométrica pues es el
area del paralelogramo definido por los vectores @ y ¢. Ver el esquema en la siguiente figura.

S| 5 || 7] sina

)

(Rl

Obviamente, un medio de la norma es el drea del tridngulo cuyos vértices son el origen, el
extremo de i, y el extremo de 7.

e El producto vectorial de i y ¥ es nulo si y solo si los dos vectores son l.d..
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Ejercicio 6.1. Determine el drea del paralelogramo de vértices P = (1,3,2), Q@ = (2,1,4) y R =
(=3,1,6). Ezisten tres paralelogramos con esos vértices, justifica por qué los tres tienen la misma
darea.

Ejercicio 6.2. En el plano considere los puntos P = (4,7), Q = (2,2) y R = (4,3). Determina las
coordenadas de los puntos A, B, C, los dngulos interiores en A, B y C, y el drea del tridngulo de
vértices A, B y C.

& ¢

Ejercicio 6.3. Halle el drea de la figura de vértices ABCDE, donde
A=(-2,0), B=(-1,-2),C=(2,1), D=(0,1), E=(-1,3)

4 T T T T T T T




Leccion 7

Ec. vectorial de la recta en el plano y
en el espacio ordinario Fjy

7.1 Recta que pasa por el origen

Considerado un vector cualquiera @ € IR? (que no sea el vector nulo), el lugar geométrico de los
multiplos del mismo define una recta que pasa por el origen.

. . 1 - R fY
Por ejemplo dado el vector v = [2} , tendremos que ¥ = av con a € R es el lugar geométrico de una

recta en R2. Se dice que el vector ¥ es vector generador de la recta o que la recta estd generada por
el vector ¢. Cualquier multiplo de ¥ (excepto el vector nulo) puede considerarse vector generador de
la recta.

Por ejemplo los vectores (2,3), (—1,—3/2), (200, 300) generan la misma recta.

A la ecuaciéon ¥ = av se le denomina ecuacién vectorial de la recta. Variando o desde menos
infinito hasta més infinito el vector & recorre todos los puntos de la recta. Por incluir la ecuacién un
parametro, el pardmetro «, a la ecuacion se le denomina también ecuacién vectorial paramétrica.

Una ecuacién vectorial en IR? se puede escribir como dos ecuaciones escalares, una por componente.
A esas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramétricas de la recta.

- . . S 2
Para la recta generada por el vector ¥ = (2, 3) la ecuacion vectorial es ¥ = « {3] / aeRR.

=2
e /aeR

Las ecuaciones paramétricas son:
To = 3

En R? la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones paramétricas de la recta generada por el
vector (1,2,3) son:

e 7=0(1,2,3) JaeR o ZI=al|2| /aclR.

Ir1T =«
° To = 2« /CXER

T3 = 3«
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Nétese que a partir de dos puntos de la recta (distintos) se puede obtener un segmento orientado en
la misma, que tiene la misma direccién que el vector generador y que por tanto es a su vez generador.
El resultado es valido obviamente tanto para IR? como para IR3.

Lo vamos a analizar para el ejemplo en R2. Escogiendo o = 6 tenemos el punto P de la recta, que
viene dado por el vector p; = (12,18). Para a = 8 el punto de la recta serd P» que viene dado por
el vector p3 = (16,24).

El vector diferencia w = p3 — p1 = (16,24) — (12,18) = (4,6) es también generador de la recta.

Obviamente a este vector  le corresponde una representacién en el plano como un segmento orien-
tado con su origen en el punto (0,0) y extremo en (4, 6), como a cualquier otro vector de R2.

Teniendo en cuenta cémo ha sido obtenido, también se podria usar la notacién @ = (4,6) = P, P,

Desde el punto de vista del Algebra, cuando situamos el vector P; P, con su origen en P estamos
considerando un vector trasladado, concretamente el vector w = Py P, con traslacién p; = OP;.

30 T T T B T
25 .
20 .
15} 1
N
X
10 .
I —
‘W = PP, = (4,6) nuevo vector generador
5 - -
U = (2, 3) vector generador original
0
1 1 1 1 1

7.2 Recta genérica (no es necesario que pase por el origen)

Los puntos de cualquier recta r’ (pase o no por el origen) se pueden expresar vectorialmente en la
forma siguiente:

T=p+av/aeR

siendo ¥ un vector generador de la recta r paralela a la anterior y que pasa por el origen, y p'= O?,
siendo P un punto de la recta r’.

Esta expresién es la ecuacién vectorial paramétrica de la recta 7’.

Al igual que para la recta que pasa por el origen, para la recta r’ se puede deducir un vector generador
a partir de la diferencia de los vectores de posicion de dos puntos de la misma.
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Ejemplo 7.1. Obtén la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta generada por
U = (5,3) que pasa por el punto P = (5,15).

Observamos que O—}% = (5,15) no es maltiplo de U, por tanto la recta mo pasa por el origen.
Definiendo p = OP tenemos que la ec. vectorial es la siguiente:

r= [155]+a[g] / aeR.

1 =5+ da

/aeR
ro = 15 + 3

Las ecuaciones paramétricas son: {

30 T T T T T
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20
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Ejercicio 7.1. Consideradas la recta r1 generada por el vector @ = (3,0) y la recta ro generada
por el vector U = (3,10), encuentra un vector & generador de la recta bisectriz. Comprueba que los
dangulos que forma W con 4 y con U son la mitad del formado entre los dos ultimos.



Leccion 8

Ecuaciéon vectorial del plano en FEj

8.1 Plano que contiene el origen

Considerados dos vectores cualesquiera @ y ¥ de R?, que formen un conjunto Li., el lugar geométrico
de sus combinaciones lineales es un plano que pasa por el origen.

1 3
Por ejemplo dados los vectores 4 = |2| y ¢ = |2], tendremos que & = aw + f¥ con o, 5 € IR es
3 4
el lugar geométrico de un plano en R3 que contiene el (0,0,0). Se dice que el conjunto {i, 7} es
conjunto generador del plano, o que el plano estd generado por esos dos vectores. Cualquier par de
vectores del plano, L.i. entre si, es un par generador del mismo.

Por ejemplo los vectores i+ = (4,4,7) y u—7 = (—2,0,—1) también forman un par que es conjunto
generador, porque estan dentro del plano y son linealmente independientes.

Considerando el par generador inicial, la ecuacién vectorial del plano queda:

1 3
T=a |2 +08 (2| /a,BER.
3 4

1 =1la+ 36
Las ecuaciones paramétricas son: { z9 =2a+238 /o, SE€R
xr3 = 3o+ 4ﬂ
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Noétese que a partir de tres puntos del plano se podria obtener un par de vectores que lo genere,
siempre que los tres puntos no estén alineados.

8.2 Plano genérico (no es necesario contenga el origen)

Los puntos de cualquier plano I’ (pase o no por el origen) se pueden expresar vectorialmente en la
forma siguiente:

F=p+ai+pi/a BER,

siendo {u, v} el par generador del plano IT que pasa por el origen y es paralelo (o igual) a 1T y

—

p = OP, siendo P un punto cualquiera del plano IT'.

Al igual que para el plano que pasa por el origen, para el plano II' se puede deducir un par de
vectores generadores a partir de las posiciones de tres puntos P, @Q, R en II' que no estén alineados
entre si.

Ejemplo 8.1. Obtén la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas del plano H generado por
u=(1,2,3) y ¥=(3,2,4) y que pasa por el punto P = (0.5,0.5,10).

Sol.:

Sabemos que los puntos (x1,x2,x3) del plano 11 generado por i y ¥ y que pasa por el origen cumplen
la siguiente ecuacion:

(x1,$2,$3) = a(17 2)3) + /8(17 274)

Si (0.5,0.5,10) verifica esta ecuacidn, es decir, si P es c.l. de los vectores generadores, entonces el
plano H del enunciado contiene el origen, y por tanto H es el plano 11.

Determinamos a continuacion si la ecuacion (0.5,0.5,10) = «(1,2,3) + ((1,2,4) tiene solucion para
algin par (o,f).
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A esta ecuacion vectorial le corresponden las 3 ecuaciones escalares siguientes (hemos llevado las

incognitas al primer miembro):
a+p3=05
200+ 28 =0.5
3a+46 =10

Restando a la segunda ecuacion el doble de la primera vemos que queda el siguiente sistema equiva-

a+8=05
lente: 0+0=-0.5
3a+45 =10

La segunda ecuacion nos indica que el sistema es incompatible, pues 0 # —0.5. Por tanto P no

en el plano II generado por @ y U y que pasa por el origen.

La ecuacion vectorial del plano H se debe escribir entonces como:

0.5 1 3

= 05| +al2|+8|2] /o, BeER.

10 3 4

1
Las ecuaciones paramétricas son: { o

z3

= 0.5+ 1o+ 33
05+2a+28 /o BER
10+ 3 + 45

estd
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Ejemplo 8.2. Obtén la ecuacion vectorial paramétrica del plano F generado por @ = (1,2,3) y
U =1(1,2,4) y que pasa por el punto P = (2,4,7).

Sol.:

Seria correcto escribir directamente la expresion general: T = P+ atl + SV, sin preocuparnos de si
el plano pasa por el origen o no.

Quedaria entonces la siguiente ecuacion.

2 1 1
Z= 4| +a|2|+6|2] /a,BER.
7 3 4

Sin embargo en este caso el origen estd contenido en el plano (ndtese que @ + U = p), y quedaria
mas elegante tomar como punto p el propio origen de coordenadas, con lo que nos quedaria:

0 1 1 1 1
=0l +a|2|+8|2] /a,B€ER, es decir, T=a|2|+8 (2| /a,BeER.
0 3 4 3 4

Asi la ecuacion paramétrica ya nos ilustra, a través de la presencia o no del vector p, si el plano
contiene o no el origen.



Leccion 9

Ecuacion implicita del plano en Ej

9.1 Plano que contiene el origen

Dado un plano II con vectores generadores @ y ¥, para obtener su forma implicita' obtenemos en
primer lugar un vector normal al plano, que denotamos como 7, que no es méas que un vector
ortogonal a todos los vectores del plano. Seguidamente basta imponer que el vector genérico del
plano, v = (x,y, 2), sea ortogonal a 7.

Tenemos dos formas de obtener 7i:

1. @ = (n1,n2,n3) ha de ser ortogonal a @ y a ¢ por tanto ha de verificar las ecuaciones:
uiny + ugng + ugnz =0
viny + veng +vzng =0

Los elementos u; y v; son reales conocidos, por tanto tenemos un sistema de dos ecuaciones
lineales homogéneo, con tres incégnitas. Es por tanto compatible indeterminado, con un grado
de indeterminacion.

El grado de indeterminacion resulta de que hay infinitos vectores ortogonales a los dos dados,
todos ellos sobre la misma recta.

Resolviendo el SL obtendriamos la solucién general y escogiendo un valor para el pardmetro

libre queda determinado el vector 7.

2. Podemos obtener el producto vectorial @ x ¥. Como vector 7 tomarfamos directamente el
resultado, o un multiplo que deje niimeros mas sencillos.

Una vez obtenido (n1,ng,n3), la ecuacién implicita del plano es:  nyz +noy +n3z =0 [1]

9.2 Plano genérico (no es necesario que contenga el origen)

Al igual que en el caso anterior hay que obtener 7 a partir del par generador del plano paralelo en
el origen, que puede ser el mismo. Si del plano sabemos que contiene un punto P = (p1,p2,p3), ¥
V = (z,y, z) es un punto genérico del plano, entonces el vector ortogonal a 7 ya no es (z,y, z), como
en el caso anterior, sino (z,y, z) — (p1,p2, p3). Por tanto la ecuacién implicita del plano en el caso
general es:

ni(z —p1) + na(y —p2) + n3(z —p3) =0 [2]

'Recordamos que en general la forma implicita de un lugar geométrico puede venir dada por més de una ecuacién
o incluso puede requerir inecuaciones.
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Desarrollando la ecuacién anterior tenemos:
n1T + noy + N3z = p1n1 + pan2 + pa3ns
que se simplifica en la forma:

nix + noy + n3z = b , siendo la constante b el segundo miembro de la ec. anterior.

Se trata de una ecuacién lineal, como era de esperar ya que la ecuacién [1] es un caso particular de
ésta.

Noétese que b coincide con el producto escalar de los vectores p y 7i. Distinguimos entonces los dos
casos posibles.

e b = 0y la ecuacién es homogénea, es decir, estamos en el caso [1], si y solo si p'y 7 son
ortogonales, lo que sucede si y solo si p estd en el plano II que pasa por el origen. En ese caso
la traslacién p se realiza “sobre” el plano, por tanto el plano no cambia y II' = II.

e Sila traslacién no tiene lugar sobre el plano IT, entonces IT' # I1, b # 0 y el SL es no homogéneo.

Ejercicio 9.1. Encuentre la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos P = (1,2,1),
Q=(-2,3,—-1) y R=(1,0,4). Obtén el centro geométrico de los tres puntos y comprueba que se
encuentra sobre el plano.



Leccion 10

Ecuacion implicita de la recta en F»

10.1 Recta que pasa por el origen
Dada una recta r con vector generador « para obtener su forma implicita tenemos dos procedimientos:

1. Obtenemos en primer lugar un vector ortogonal a i, que denotamos como fi.
Las componentes de 7 se deducen de la ecuacién uing + ugng = 0 [1]

i es ortogonal a todo vector ¥ = (z,y) de la recta, por tanto la ecuacién de la recta serd
mz +noy = 0 [2]

Es una ecuacién lineal homogénea con un pardmetro libre. De hecho, resolviéndola ob-
tendriamos sus pares de puntos (z,y) en forma paramétrica, y por tanto su vector generador.

Distinguimos tres casos respecto de la obtencién de 7 (ec. [1]):
e Si uj y ug son ambos no nulos, entonces despejamos en [1] n; = —ug/uing. Tomando
para el pardmetro libre ng el valor 1 tenemos el vector normal 77 = (—ug/ug, 1)

e Si una de las componentes es nula (tomamos por ejemplo la segunda), entonces la ec. [1]
queda uin; = 0y al ser u; # 0 se deduce n; = 0. ny es pardmetro libre (no hay ninguna
ecuacién que lo determine). Escogiendo ny = 1 tendriamos 7 = (0, 1)

e Razonando como en el apartado anterior, si u; = 0, entonces 77 = (1,0).

Ya podemos escribir la ecuacién [2] como funcién de las componentes del vector 4 original,
separando los tres casos:

e —ug/uix+y =0[2a] También se escribe como y = ug/uix, que es la forma denominada
punto-pendiente.
e 0x+y=0[2b] La ecuacién que queda es y =0
e £+ 0y =0 [2c|] La ecuacién que queda es z =0
. fys r=u«
2. Las ecuaciones paramétricas de la recta son: {
Y = us«x

De nuevo distinguimos tres casos:

e Si uy y us son ambos no nulos podemos despejar @ de un punto dado, que serd por la
primera coordenada oo = x/uy y por la segunda o = y/us.
Igualando las dos ecuaciones tenemos la relacién entre las coordenadas x e y del punto:
x/u1 = y/ug, que se puede reescribir como la ec. [2a]
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e Si una de las componentes es nula (tomamos por ejemplo la segunda), entonces las ecua-
ciones paramétricas quedan: = = uja, y = 0. Vemos que x es pardmetro libre, pues «
recorre todo IR. La tnica ecuacién resultante es y = 0, que es la ec. [2b].

e Razonando como en el apartado anterior, si u; = 0 llegamos a la ecuacién x = 0 que es
la [2c].

RESUMEN: Dado @ = (uj,u2) vector generador de 7, entonces
Si uy y ug son no nulos, la ecuacién implicita de r es —ug/uix +y =0
Si u; = 0 la ecuaciéon implicita de r es x =0
Si uo = 0 la ecuacion implicita de r es y =0

10.2 Recta genérica (no es necesario que pase por el origen)

Podria obtenerse por los dos métodos del apartado anterior, pero solo presentamos la deduccién
para el primer método. Ya que la recta r’ puede no pasar por el origen necesitamos dos datos, pues
ademads de su vector generador @ tenemos que incluir un punto P = (py, p2) incluido en ella.

La obtencién del vector 71 se realiza como en el apartado anterior, distinguiendo los tres casos. La
ec. [2] sin embargo varia, ya que ahora la condicién sobre 7 es la de ser ortogonal a (z,y) — (p1, p2).

La nueva ecuacién es:  ni(z —p1) +ne(y —p2) =0 [3]

Sustituyendo las componentes de 77 para los tres casos tenemos:

e —uy/ui(x —p1)+y—pe2 =0 [3a] También se escribe como y = us/ui(x — p1) + p2, que es
la forma punto-pendiente.

e O(x —p1)+y—p2=0[3b] La ecuacién que queda es y = po
e x—p; +0(y—p2) =0[3c] La ecuacién que queda es x = py

Las ecuaciones [3a] [3b] [3c] son las ecuaciones mds generales. Si se toma § = 0 o cualquier otro
vector p multiplo de @ estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones [2a] [2b] [2c].

Ejemplo 10.1. Obtén la ecuacion implicita de la recta r y la de la recta s. Ambas rectas estdn
generadas por U = (5,3). r pasa por el punto P = (5,15) y s por Q = (15,9).

Sol.:

Lo resolveremos partiendo de las ecuaciones paramétricas.

=545
e Recta r: . o /aeR
To = 154 3a

1}1—5_1‘2—15

Cada punto de v (un valor fijo de o) verifica

5 3
Esta es la ecuacion implicita, que podemos reescribir de forma mds compacta como:
3x1 —brg=—-15x5+5x3=5x(—12) = —60 3r1 — bre = —60
=15+5
o Recta s: o Toa /aeR
o =9+ 3

.%'1—15_1’2—9

Cada punto de r (un valor fijo de «) verifica =
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En forma mds compacta: 3x1 — bro = —45+45 =0 31 — bz =0

La recta s pasa por el origen. Es obvio que (0,0) cumple la ecuacion.
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Leccion 11

Forma implicita de la recta en Ej

Consideramos la recta con vector director @ = (u1,u2,u3) que pasa por p'= (p1,p2,ps). Se permite
que p sea el vector cero o que sea proporcional a @ para incluir todas las rectas, pasando o no por
el origen.

T1 = p1 +oup
Las ecuaciones paramétricas son: § zo = ps +aus / a € R [1]

3 = p3 +aug
A continuacién distinguimos tres casos:

e Si las tres componentes de 4 son no nulas, entonces podemos reescribir las ecuaciones anteriores
de esta forma:

1—p1 __
uq =a

m_q [acR
u2

TIP3 _
u3

A cada valor de « le corresponde un punto de la recta, y en cada punto se cumple:

TI=pL _ Ta=p2 _ T3=p3 _
Ul u9 us

Las dos primeras igualdades dan lugar a dos ecuaciones independientes. Esas dos ecuaciones,

que forman un SL, son las ecuaciones de la recta.

e Si dos componentes de @ son no nulas, entonces podemos reescribir las ecuaciones [1] de esta
forma (hemos tomado que la nula es la tercera, pero el razonamiento que sigue seria similar si
la nula fuera otra):

T1—p1 __
ul =@
T2—p2 __
2R = /aeR
x3—p3 =0

Nos queda entonces el siguiente par de ecuaciones lineales:
T1—p1 _ z2—p2 _
w = w T3 = p3
e Si dos componentes de @ son nulas, entonces podemos reescribir las ecuaciones [1] de esta
forma (hemos tomado la primera como no nula, pero el razonamiento que sigue serfa similar
si la no nula fuera otra):
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5 Ty S

u1 =
T2 = P2 /aeR
T3 =P3

Las ecuaciones de la recta son las dos ultimas, que forman un SL. x1 es parametro libre.

A modo de sintesis, dependiendo del nimero de componentes nulas del vector generador @ de la
recta tenemos tres casos:

e Si todas las componentes son no nulas las ecuaciones son:

Ty —p1 T2 — P2
U1 U2

T2 —pP2 X3 —P3
u2 u3

e Si la componente 7 es nula las ecuaciones son:

Tj — Py _ T — Pk

Uy Uk

Ti = P;

e Si las componentes ¢ y j son nulas las ecuaciones son:
Ti=Di

Tj=Ppj

ary + bry +cr3 =d
a'zy +bze+ s =d

En los tres casos se encuentra un SL de la forma: { [2],

donde el valor de las constantes a, b, c,d,a’, b, c,d dependerd de los valores de las componentes de
Uy de p.

El SL serd homogéneo, es decir d = d’ = 0, si y sélo si @ y p son l.d., es decir, si la recta pasa por el

origen.

Resolviendo el SL [2] encontrariamos como solucién general los puntos (z1, 2, x3) de la recta, en la
forma paramétrica dada en [1].

Cada ecuacidn lineal en [2] es la ec. implicita de un plano en Ej, es decir, la primera corresponderia
a un plano II; y la segunda a un plano Il;. La recta, por cumplir las dos ecuaciones, es la interseccion
de esos dos planos.



