Leccion 3

Diagonalizacion ortogonal de matrices
simétricas

3.1 Caracterizacién de las matrices ortogonales

En el Tema 1 se presenté la definicién de matriz ortogonal @ como aquella que verifica Q'Q = QQ! =
I, es decir, tal que Q' = Q.

Por ser () una matriz invertible, sus columnas 51,52, . ,gn forman una base de IR", y podemos
by
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escribir Q como:  Q =[by by ... b, ] quedando por tanto Qf = |
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Desarrollando Q'Q obtenemos:
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(Los superindices indican las componentes del vector).

Por tanto @) ortogonal < gfl;] =0;; & B= {51, . ,gn} es base ortonormal respecto al
producto escalar candnico en R"™.

Concluimos que una matriz real invertible () es ortogonal si y s6lo si sus columnas son base
ortonormal respecto del producto escalar canénico en R".

Por la propiedad de que si @) es ortogonal Q! también lo es, tenemos que también se cumple que
() es ortogonal si y sélo si sus filas son base ortonormal respecto del producto escalar
candnico en R™.
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Ejemplo 3.1. Demuestra que la matriz P = [

4/5 3/5

_3/5 4/5} es ortogonal.

Solucion con dos métodos:

o Efectuando P'P obtenemos la matriz I.

e Denotanto by = (4/5,—3/5) y by = (3/5,4/5) se obtiene:

5352:0 Yy gtlgl:gggzzl

3.2 Diagonalizacion ortogonal de las matrices simétricas

e Se cumple el siguiente resultado para una matriz cuadrada real A: Si A es simétrica, entonces
existen @) ortogonal y D diagonal tales que A = QDQ . D es la matriz de autovalores, y @Q
es una base de autovectores que es ademas base ortonormal.

Teniendo en cuenta que Q! = Q!, podemos expresar la factorizaciéon anterior en la forma

A=

QDQ!. guedando-una-factorizacién-diagonal

Por existir la matriz ortogonal @ tal que A = QDQ ™! se dice de A que es ‘ortogonalmente
diagonalizable’.

El resultado arriba indicado para toda matriz A real y simétrica de orden n, lo podemos des-
glosar en las siguientes propiedades:

La ec. caracteristica
de A tiene n raices
reales

. A tiene n raices reales contando multiplicidades, por tanto n autovalores reales contando

multiplicidades.

. La dimensiéon de los subespacios propios es igual a la multiplicidad algebraica de los

correspondientes autovalores. Como consecuencia de este y el anterior resultado se tiene
que A es diagonalizable.

(Estos dos resultados se presentaron en el Tema 5).

. Los subespacios propios correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre si

respecto del producto escalar canénico en R™.

(Este resultado se ha justificado en la Leccién 2 de este tema).

. Obteniendo para cada subespacio propio una base ortogonall, y uniendo estas bases,

lograremos una base ortogonal de IR™ formada por autovectores de A. Dividiendo cada
vector por su norma obtendremos finalmente una base ortonormal de R™ formada por
autovectores. La matriz () de la factorizacién

A=QDQ ' =QDQ" es Q = | by ... by | siendo { by ... by } una base ortonormal
de autovectores.

e Se puede demostrar facilmente que se cumple el resultado reciproco: A ortogonalmente dia-
gonalizable implica A simétrica. En efecto, considerando A = QDQ' y tomando traspuestas
obtenemos A! = (QDQ)! = QDQ! = A, por tanto la existencia de diagonalizacién ortogonal
implica que la matriz A ha de ser simétrica.

Conclusién: A es simétrica si y sélo si A es ortogonalmente diagonalizable.

'Est4 demostrado que los vectores de subespacios propios distintos son ortogonales entre si, pero dentro de un
mismo subespacio propio de dimensién mayor o igual que 2 debemos elegir una base ortogonal.
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La ec. característica 
de A tiene n raíces reales
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6 -2 -1
Ejemplo 3.2. Diagonalizar ortogonalmente la matriz A= |—-2 6 -1
-1 -1 5

Sol:

Se obtiene a partir de la ecuacion caracteristica que los valores propios son Ay = 8, Ag =3 y A3 = 6.
Por ser los tres valores propios distintos la matriz tiene 3 subespacios propios de dimension 1:

Resolviendo los SLs [ A — A | 6] para encontrar los subespacios propios obtenemos:
Vg =< (1,-1,0) > V=< (1,1,1) > Ve =<(1,1,-2) >
Se comprueba fdacilmente que los tres vectores son ortogonales respecto del producto escalar habitual.

VE UV VG
La matriz P = |—1/v/2 1/v/3 16| es ortogonal, y por tanto la matriz A se puede factorizar

0 1/V/3 —2v6

8 0 0
en la forma A = PDP!, con D= [0 3 0
0 0 6
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Ejemplo 3.3. Diagonalizar ortogonalmente la matriz A = |— , CUYG ecuacion caracte-

=~ N W
N DN
W N =~

ristica es 0 = —A3 + 1202 — 21\ — 98 = —(A — 7)2(A 4+ 2)
Sol:

La matriz A es real y simétrica por tanto sabemos que los subespacios propios son mutuamente
ortogonales y que existe base ortogonal de R® formada por autovectores de A.

El enunciado nos da el polinomio caracteristico factorizado, por tanto ya sabemos que los autovalores

{)\ = —2 simple
son:

A =7 doble

Debemos obtener en primer lugar una base de V_s, que tendrd un iunico vector vy, y una base
ortogonal de Vi, que tendrd dos vectores Ua y Us. Para ello hay que resolver los SLs [ A+21 | 0]y
[ A—T7I| 0] respectivamente.

o Vo={(—2,-1/22,2) /] z€ R}, de donde 0; = (2,1,-2)

Normalizando ¥y obtenemos: 4y = (2/3,1/3,—2/3)

o Vo={(z,—2x+22,2) /y,z€ R}

De aqui podemos obtener el vector vy = (1,—2,0). El vector (0,2,1) es un vector de V
que forma base con el anterior, sin embargo estos dos vectores no son ortogonales ya que su
producto escalar es —4

Para obtener un vector Us que pertenezca a Vi y sea ortogonal a Uy tenemos que resolver la
ecuacion:
03 . (1,-2,0) = (z, 2z +22,2) . (1,-2,0)=x+4x —4z=5x—42=0 = z=2z

Sustituyendo z = %x en la expresion de los vectores de V; obtenemos:

U3 = (x, —2x + 2%3}, %ZL‘) = (z, %x, %’L’) con x pardmetro

Tomando x =4 U3 = (4,2,5).

62:(1/\/57 _2/\/57 0 )
11‘3:(4/\/%a2/\/4>5 ?5/\/4>5)

Normalizando Uy y U3 obtenemos: {

Por ser la matriz A real y simétrica V7 y V_o son ortogonales, y por tanto s y s ademds de ser
ortogonales entre si son ortogonales a .

2/3  1/V/5 4/V45
La matriz P = | 1/3 —2/v/5 2/V45| es ortogonal, y se verifica A= PDP?, con
-2/3 0 5/V/45
-2 0
D=| 07
0 0

N O O

Obsérvese que Vi se podria haber obtenido directamente como el complemento ortogonal de V_o, por
ser la matriz A simétrica, y ser V7 y V_o sus dos unicos subespacios propios.





