Leccion 1

Definicién y ejemplos. Matriz
estandar asociada. Ntucleo e imagen

1.1 Definicion de aplicacion entre espacios vectoriales

Definicion 1.1. Una aplicacién f del espacio vectorial V sobre K en el espacio vectorial W sobre
el mismo cuerpo IK es una ley que asigna a cada elemento v € V' un elemento w = f(v) de W.

Todos los elementos de V' tienen una imagen y sélo una.

A f(v) se le denomina imagen de v.

v es el antecedente de f(v).

Al espacio vectorial V se le designa como espacio vectorial inicial y a W como espacio vectorial final.

Se utiliza la notacién f: V — W
v— w = f(v)
Definiciéon 1.2. Se denomina imagen de f: V — W, y se denota Imf, al conjunto
Imf={f(v) /veV}

Imf es el conjunto formado por todos los vectores del espacio final que tienen antecedente.
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1.2 Definicién de aplicacién lineal

Definicion 1.3. Una aplicacién f: V —— W se dice lineal si cumple los siguientes axiomas.

flutv) = f(u)+ flv) Yu,veV
fw) =Af(v) YveV,VAelK

Propiedades
1) f(Oy) = 0w
Dem.  f(Ov)= f(0v) =0 f(v) = Ow

2) f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v)
Dem.  f(Au+ ) = f(Au) + f(pv) = Af(u) + pf(v)

Nota: La propiedad 2) y la definicién de aplicacién lineal son equivalentes. Dicho de otra forma,
la propiedad 2) se podria haber adoptado como definicién de Aplicacién Lineal. En este caso los
axiomas de la Definicién 3 serian propiedades derivadas.

3) Principio de superposicién, sin mas que aplicar 2) repetidas veces:
flaavr +cava + ...+ cpup) = c1f(v1) + caf (v2) + ...+ cpf(vp)

Esta propiedad pone de manifiesto que para conocer la imagen de un vector de V' basta con conocer
las imagenes de los vectores de una base de V', y las coordenadas del vector respecto de dicha base.

La imagen de un vector resulta ser la combinacion lineal de las imagenes de los vectores base,
tomando como coeficientes de la combinacién lineal las coordenadas del vector respecto de la base.

Para las aplicaciones lineales se utilizan al menos otros dos nombres: transformaciones lineales
y homomorfismos. f(v) también puede designarse como “transformado” de v.

Cuando el espacio inicial y el espacio final coinciden las aplicaciones lineales también se designan
como endomorfismos.

Definicién 1.4. El endomorfismo f de V en 'V tal que f(v) =v Yv € V se denomina endomor-
fismo identidad.

En los libros de texto este endomorfismo aparece denotado con frecuencia como id(u), o id(Z) si se
trabaja sobre el espacio vectorial R"™.

EN LO QUE SIGUE TRATAREMOS APLICACIONES LINEALES DE R™ EN IR™, AMBOS
ESPACIOS VECTORIALES SOBRE EL CUERPO R

iR — R™

T y=f(T)
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Ejemplo 1.1. Determina si la aplicacion f : R3 — R2, definida por f(x1, 2, x3) = (x1,23) €s o
no aplicacion lineal.

Sol:
Demostraremos que f cumple la propiedad 2).

fA(@1, 2, 23) + p(a], x5, 23)) =

fAz1 + pay, Avo + pay, Az + pah) =

Ay + pah, Mg + pah) =

(Az1, Ax3) + (pah, pat) =

My, z3) + p(x), 2h) = Nf (@1, 2, x3) + pf (2}, 2h, x5)

queda demostrado que f cumple la propiedad 2) y que es por tanto aplicacion lineal.

Ejemplo 1.2. Determina si la aplicacion f : R® — R2, definida por f(x1,x0,23) = (21,23 + 1)
es o no aplicacion lineal.

Sol:

f(A(JIl,IQ,Ig) + M(Illaxé“r%)) -
F(Azy + pal, Axg + pah, Ao + pah) =
’ (Az1 + pal, \es + pah + 1) ‘

)\f(-fl,l'z,flig) + /Lf(l"l,l'/g,l‘g) -
N1, 4 1) + (il 74 + 1) =
(Azq + pal, Axg + pah + A+ p)

Las expresiones encuadradas no son iguales para todo X y para todo p (solo si X+ p = 1), por tanto
f mo es aplicacion lineal.

1.3 Ejemplos de aplicaciones lineales sencillas

Ejemplo 1.3. Contraccién
f:R%+—— R? definida por f(£) =rZ con 0<r <1

Ej. f(¥) =0.2 . Asigna a un vector otro de igual direccion y sentido pero de norma menor (en un
factor 0.2).

Ejemplo 1.4. Dilatacién
f:R2+— R? definida por f(Z) = ri conr > 1

FEj. f(¥) =30 Z. Asigna a un vector otro de igual direccion y sentido pero de norma mayor (en un
factor 30).

Se utilizan también los nombres de expansiéon y compresiéon. r se denomina razén o factor de
dilatacién/expansién o de contraccién/compresion.

Estos ejemplos se podrian generalizar al espacio vectorial R™. Asimismo, el caso r = 1 corresponderia
al endomorfismo identidad: f(Z) = Z.

Es sencillo demostrar graficamente que estas aplicaciones son aplicaciones lineales, es decir, que
f(@+9) = f(¥) + f(y) para todo Z y todo ¥, y que f(AZ) = AZ para todo Z y para todo A.
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1.4 Matriz estandar asociada a una aplicacion lineal

Analicemos un ejemplo sencillo como la aplicacién lineal dilatacién de un factor 3 en R?, que se
escribe como f(7) = 3%

Expresemos el vector # cémo combinacién lineal de los vectores de la base canénica de IR?:
r=ux L +x 0 _ |=
R 0] I B I P

=il i il

Las imégenes de los vectores base son f(1,0) y f(0,1), respectivamente (3,0) y (0,3), y también
estan en coordenadas referidas a la base estandar.

Por tanto f(¥) = x; g} + x2 [g], y denotando las coordenadas estdndar de f(Z) como (y1,¥2) la

expresién que queda es:

Yy 3 0_ Y| 3 0 I
[yJ =T [0] + x2 [3_ , por tanto, [yJ = [0 3| 2y

v A z

Vemos como la aplicacién lineal f : R? — IR? queda definida por la matriz real Agyo = B g] .

fiR* —  R?

Y| 3 0 I
y2| [0 3] [x2
¥ = f(Z) pasaaser y= AZ, que también podemos escribir como f(Z) = A¥

A es la denominada matriz estandar de la aplicacién lineal f, porque hace corresponder al
vector de coordenadas i relativas a la base estdandar de IR?, el vector de coordenadas i = f(%)
relativas a la base estandar del espacio final IR?.

Nétese que las columnas de A son f(€1) y f(€2).

En este ejemplo A = 3I, y efectivamente f(¥) = 3 & = 3 I Z, por tanto el resultado A = 3 I se
podia conocer desde el inicio del ejemplo. Lo destacable es que, por ser f aplicacién lineal, para
determinar la matriz A con la que calcular f(Z) , cualquiera que sea &, solo ha hecho falta conocer
las imdgenes de los vectores base, es decir, f(1,0) y f(0,1).

De forma general, para toda aplicacién lineal f : R" — R™, § = f(Z) ésta se expresard como
iy = Amxn ©. f hace corresponder al vector de R™ de coordenadas candnicas Z, el vector de R™ de
coordenadas candnicas ¢. Las columnas de A son las coordenadas candnicas de las imédgenes de los
vectores de la base candnica de R™.

A cada aplicacion lineal le corresponderd una matriz A dnica, y reciprocamente a cada matriz A,,xn
le corresponderd una aplicacién lineal f tinica de R™ en IR™. Se tratara este resultado en el Teorema
1.1.
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Es fécil entender que una aplicacién de la forma f(#) = AZ es lineal, ya que por las propiedades de
operaciones con matrices hemos visto que:

A(il + 7) = At + AV A(N) = Al

En el Tema 2 sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales habfamos tratado la ecuaciéon A¥ = i para
determinar, dados A;,xn € Ymx1, la solucién &,. La ecuacion AZ = ¢ también se puede entender
desde otro punto de vista, pensando en A como un operador o funcién que actia sobre ¥ € R",
multiplicindose a él por la izquierda, para producir el vector imagen ¥ = AZ € R™. La ecuacién
AZ = 1/ define por tanto la aplicacién lineal que al vector de R"™ de coordenadas estdndar Z le hace
corresponder el vector de R™ de coordenadas estandar .

Dada f con matriz asociada A, para calcular la imagen de ¥ € R™ debemos efectuar AZ, es decir,
premultiplicar por A.

Para determinar si i € R™ tiene antecedente o antecedentes respecto de la aplicacién lineal f, y en
su caso hallarlos, debemos estudiar, y en su caso resolver, el SL de matriz ampliada [ A | 7 ].

Volviendo al caso de los endomorfismos en IR? y tomando uno cualquiera f, la expresién de la matriz
asociada se deduciria simplemente asf :

T = 1161 + 1262
[(Z) = f(x1€1 + 2262) = 21 f(€1) + 22 f(E2).

Entendiendo que f(€;) es el vector imagen expresado en coordenadas candnicas, f(Z) también
Y1

quedara expresado en coordenadas canodnicas, y denotamos esas coordenadas como: [
Y2

Por tanto la ecuacién de la aplicacién lineal queda:
Y1 - - T
= 2 €
) =L@ s |7
iy A z
Las columnas de A son los transformados de la base estdndar del espacio inicial, expresados en

coordenadas estdndar en el espacio final. (En este caso la base estdndar es la misma porque el
espacio inicial y final es el mismo, IR?, por tanto tienen la misma base canénica).
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Obtencion de la matriz estandar A, ., asociada a una aplicacion lineal

Teorema 1.1. Sea f: R" — R™ una aplicacion lineal. Entonces existe una inica matriz A tal
que VZ € R" ¢ = f(Z) = AZ. En efecto A es la matriz m x n cuya columna j es el vector f(€}),
donde €; es la columna j de la matriz identidad de orden n.

A=[f(@) f(e)... f(en)]

Demostracién: & = 2161 + x2€2 + ... + z,€, [1] y= y1671 + ng’g +...+ yme_;m [2]
Hemos utilizado la notacién con ‘prima’ para la base canénica de R™ para distinguirla de la base
canénica de IR", ya que el nimero de componentes de los vectores €; de R™ y €/; de R™ es diferente.

Expresando ¥ respecto de la base candnica, y utilizando el hecho de que la aplicacién es lineal, se
tiene:

¥ =f(7) = f(z1€1 + z282 + ... + xpen) = z1f(€1) + 2f(€2) + ... + 20 f(En)
Seguidamente, expresando los vectores f(é;) respecto de la base canénica de IR, tenemos:

y=zf(€)+z2f(€2) +... +anf(&n) = ml(alle_;L+ anes+ ... + amle_;m> + 362(@12621 + agsely +
ot ameen) o an(anes Fage’s ot amne’m) = (@@t az +. . Famzn)es + (anz +
ag2®2 + ...+ azp®p)e’s + .+ (121 + amat2 + .+ )€y

Por tanto hemos llegado a la expresiéon de § = f(Z) como combinacién lineal de los vectores de la

base {e],...,e},}. Igualando esa expresion a [2] se obtienen las siguientes m ecuaciones:
a11x1 +apre+ ...+ anTy = Y1 ai; a2 ... Qin z1 Y1
a91x1 + a2x9 + ...+ apTn = Yo [3] N a1 azz2 ... Q2p X2 B Y2
Om1%1 + am222 + ... + AmnTn = Ym Aml Om2 - Qmnl| |ZTn Ym

I1 Y1

L2 Y2

[ f(€1) f(&2)... f(én)] =1

Tn Ym

AZ=1y O

Apxn se denomina matriz estdndar de la aplicacién lineal f, porque hace corresponder a las coor-
denadas de 7 relativas a la base estdndar de R" las coordenadas de f(Z) = ¥ relativas a la base
estandar de R™.

A= f(&) f(é2)... f(€,) ] pone de manifiesto c6mo, en una aplicacién lineal, conocida la imagen
de una base se podra determinar la imagen de cualquier vector.

Recordemos que f(€;) son las coordenadas de ese vector imagen respecto de la base estdndar de R™.
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Ecuaciones estandar de la aplicacién lineal.

Las ecuaciones [3] se denominan Ecuaciones estdndar de la Aplicacién Lineal. No son més
que el conjunto de las m ecuaciones “escalares” correspondientes a la ecuaciéon matricial A7 = ¥.

Las m ecuaciones (una por cada componente del vector imagen ¢) permiten obtener las coordenadas
estdandar del vector imagen, (y1,y2, ..., Ym), & partir de las coordenadas estandar del vector origen o
antecedente (z1,x2,...,T,). La expresion de AZ da lugar, obviamente, a ecuaciones lineales en las
variables x;.

En el ejemplo del endomorfismo en R? f(#) = 34,

y1 = 311

Y2 0 3| [x2

[!ﬂ] = [3 0} [xl] Por tanto las ecuaciones son las siguientes:
Y2 = 372

Matriz asociada al endomorfismo identidad

—

La matriz asociada al endomorfismo identidad en IR™ es la matriz identidad I,, ya que f(€;) = ¢&;
Vi=1,..,n

1.5 Los subespacios Im f y Kerf. Dimensiones
1.5.1 El subespacio Im f
Dada la aplicacién lineal f : IR"™ — R™,

f(@) = f(z1€1 + 282 + ... + xpen) = 21 f(€1) + 22f(€2) + ... + 0 f(En)
= Imf ={f(Z¥) / Z€ R"} =< f(€1), f(€2),..., f(En) >
Recordemos que A = [ f(e1) f(€2)... f(€n) ]
Por tanto Im f= ColA

e La base de Imf se obtiene eliminando uno a uno los vectores del conjunto { f(€1), f(€2),..., f(€n)}
que sean c.l. del resto. O lo que es lo mismo, los vectores correspondientes a las columnas no
pivotales de A.

e dim Imf=rgA
Imf siempre tiene al menos un elemento, que es el vector 0 € R™, ya que la imagen del vector cero
de R™ es el vector cero de R™.

1.5.2 Ncleo de una aplicacién lineal

Definicién 1.5. Se denomina nicleo de una aplicacién lineal f: R"™ — R™, y se denota Kerf,
al conjunto {Z € R™ | f(Z)=0}.

Teniendo en cuenta que f(Z) = AZ, siendo A la matriz estdndar asociada a f, Ker f = Nul A

1.5.3 Dimensiones de Imf y Kerf

Consideremos la aplicacion lineal f : R™ — IR™, con matriz asociada A. Teniendo en cuenta que
Imf=ColA y que Ker f=NulA, se tiene la relacién de dimensiones siguiente:

|dim R" = dim Kerf + dim Imf|

|n = dim Nuld + dim ColA = dim NulA + rg 4]
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1.6 Aplicacién lineal inyectiva y sobreyectiva

o f:IR"— R™ es inyectiva si:
Vi, @ e R™, f(Z) = f(o) = F=2a
Es decir, si cada § € Imf tiene un tinico antecedente.
Se puede dar también la siguiente definicién equivalente. f es inyectiva si:
vz, o' € R, T # o' = (&) # f()

e f:IR" — IR™ es sobreyectiva si:
Vye R™3¥ e R"/f(Z) =y . Es decir, si todos los vectores de R™ tienen antecedente.
Es decir, f es sobreyectiva si Imf = IR™.
f no es sobreyectiva cuando existe algin ¢ € R™ sin antecedente.

A una aplicacién lineal sobreyectiva también se le puede denominar aplicacién lineal sobre,
suprayectiva o exhaustiva.

Si la aplicacién lineal f es inyectiva y sobreyectiva a la vez se dice que es biyectiva. En este caso,
todo vector del espacio final tiene un antecedente y sélo uno. Las aplicaciones lineales biyectivas
también reciben el nombre de isomorfismos.

Relacién del cardcter invectivo y/o sobrevectivo de f con el rango de A
y con las dimensiones de nucleo e imagen

ail a2 ... Qin I n
. T . az Qg2 ... d2n | |22 Y2
Consideremos la aplicacién lineal f de ecuacién: . | =
Aml Am2 ... Qmn In Ym
Amxn z Yy

e f es inyectiva < el SL anterior no puede ser compatible indeterminado para ningin valor de
¥y < 1gA = n < Nuld = {0}

e f es sobreyectiva < el SL anterior es compatible para todo § < rgA = m < Im f (= ColA)
—R™

Para que f sea inyectiva y sobreyectiva a la vez (biyectiva) el rango tiene que coincidir tanto con el
nuimero de filas como con el nimero de columnas de A, por tanto f ha de ser endomorfismo, con
matriz asociada A,, de rango n, o lo que es lo mismo, con matriz asociada A, invertible.

Si f es endomorfismo con rgA < n entonces f no es ni inyectiva ni sobreyectiva. Por tanto los
endomorfismos o son biyectivos o no son ni inyectivos ni sobreyectivos.



LECCION 1. DEFINICION Y EJEMPLOS. MATRIZ ESTANDAR ASOCIADA. NUCLEO E IMAGEN9

1.7 Ejemplos de ejercicios

Ejemplo 1.5. Sea f la aplicacion lineal de R* en R? definida como f(Z) = AZ con A = [;l _3 é ﬂ .

a) Determina f(1,1,1,1), f(1,4,-1,3), £(0,0,0,0) y f(x1,22,23,24). b) Justifica si la aplicacion
es inyectiva o no y si es sobreyectiva o no.

Sol:

—_ = e
Il
1
co Ot
—_

f(l,l,l,l) :(578) f(1347_173) = (070) f(0,0,0,0) :(070)
Obtengamos ahora la imagen de un vector genérico & = (x1,x2,x3,x4):

X1
4 -3 1 3| |z2| |4w1 —3w2+ 23+ 314
x3| 2x1 4+ dbxr3 + x4
T4

Denotando f(Z) = ¥, tenemos que las componentes de if € R? son:

y1 = 4xy — 3xo + 3+ 324
Yo = 221 + dx3 + X4

b)

Vemos que la aplicacion proporciona la misma imagen (0,0) para dos vectores de R* distintos, por
tanto f no es inyectiva. No obstante analizamos la clasificacion de la aplicacion de forma sistemdtica
estudiando el SL:

4 -3 1 3 |n 4 -3 1 3 | 1

2 05 1 gl 70 32 —92 —1/2 |y—u/2

El SL es compatible (rgA=rgA*=2) indeterminado, para todo vector (yi,y2). Por ser compatible
para todo if € R? la aplicacion es sobreyectiva (todo vector del espacio final tiene antecedente) y por
ser indeterminado es no inyectiva (mds de un antecedente).

Otro razonamiento es el siguiente: Teniendo en cuenta que rgA=2, la aplicacion no es inyectiva
porque tendria que ser 4, y si es sobreyectiva porque para serlo el rango tiene que ser 2.
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Ejemplo 1.6. Considera la aplicacion lineal f de R? en R? tal que f(&1) = (5,-7,2) y f(&) =
(=5,8,0). a) Encuentra la matriz A tal que ij = f(Z) = AZ para un vector genérico ¥ € R?, y las
ecuaciones de la aplicacion lineal. b) Analiza si f es inyectiva y si es sobreyectiva. Obtén la forma
implicita de Imf.

5 -5 5.%’1 — 51’2
7= f(@) =a1f(€1) +xaf(&2) =21 | =T| + 22| 8| = |—Txy + 822
2 0 2z1+0
| 5 —95 o
y=|y2| =|-7 8 N
Y2 2 0 2
5 —H
Por tanto A= | =7 8| (Como era de esperar ya que A = [f(€1) [(€2)]. En efecto, podriamos
2 0

haber escrito directamente la matriz A a partir de las imdagenes de €1 y €3 ).

Yy = 5.%'1 — 5.%'2
Las ecuaciones de la aplicacion lineal son: yo = —Tx1 + 89
ys = 2x;

Ndotese que la imagen de & también se podria expresar asi:
f(.’El, :EQ) = (5$1 — 5332, *7331 + 8332, 21‘1)

Dado un wvector & de coordenadas (x1,x2), su imagen es la combinacion lineal de los vectores
(5,—=7,2), (—5,8,0) con coeficientes x1, x2. Ya que los vectores imagen son las combinaciones
lineales de dos vectores linealmente independientes (uno no es mailtiplo del otro), los vectores ima-
gen se encontrardn en un plano de R3, no en todo R?, por tanto la a.l. no es sobreyectiva.
Notese rgA=2, y deberia ser 8 para ser sobreyectiva.

Ya que rgA es 2 y en las ecuaciones de la a.l. tenemos dos incégnitas, la aplicacion es inyectiva:
cada vector del conjunto imagen tiene un unico antecedente.

Obtencion de la ecuacion implicita del plano formado por los vectores imagen:

5 =5 |m 5 =5 | Y1 5 =5 | Y1
-7 8 |y ~|0 1 | 7/5yi+y2 |~ |0 1 | 7/5y1 + Yo
2 0 |ys 0 2 |—2/5y1+ys3 0 0 | —16/5y1—2y2+ys3

Ecuacion implicita 16 y1 + 10 yo — 5 y3 =0
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Ejemplo 1.7. Considera la aplicacion lineal f de R? en R? tal que f(e1) = (1,3,—1) y f(&) =
(—3,5,7).

a) Encuentra la matriz estindar A asociada a la aplicacion lineal y las ecuaciones de la aplicacion
lineal.

b) Encuentra la imagen de 4 = (2,—1) bajo la aplicacion lineal f.

¢) Encuentra un & € R? cuya imagen sea b = (3,2, —5).

d) ;Hay mds de un & cuya imagen por [ sea be.

e) Determina si ¢ = (3,2,5) tiene antecedente.

f) Clasifica la aplicacion respecto a inyectividad y sobreyectividad.

Sol:
1 -3
a) A=| 3 5.
-1 7
Y1 =21 — 322
Las ecuaciones de la aplicacion lineal son: Yo = 3x1 + Do
ys = x1 + Tx2
1 -3] . 9 5
b)| 3 5| | 1] =1
-1 7] * -9
[ 1 -3 - 3
¢c)| 3 5 xl] =1 2
-1 7] b7 -5
1 -3 | 3
Hay que resolver el sistema de matriz ampliada 3 5 | 2|. Un sistema equivalente en la
-1 7 |=-5
1 -3 | 3
forma escalonada es: |0 2 | —1|. El SL es compatible determinado, con solucion xo = —1/2 y
0O 0 | O

v =3/2. = (3/2,—1/2)

d) El SL anterior es determinado, por tanto sélo hay un T cuya imagen sea b, que es ¥ = (3/2,—1/2).

1 -3 13
e) Hay que resolver el sistema de matriz ampliada 3 5 |2 Un sistema equivalente en
-1 7 ]5
1 -3 ] 3
forma escalonada es: |0 2 |—1|. ElSL es incompatible, por tanto ¢ ¢ Imf
0 0 |-5

f) La aplicacion lineal no es sobreyectiva, ya que dimf=rgA=2, que es menor que la dimension del
espacio final. Ademds acabamos de ver como el vector ¢ del apartado anterior no tiene antecedente.
La aplicacion si es inyectiva porque el rango de A coincide con la dimension del espacio inicial.



LECCION 1. DEFINICION Y EJEMPLOS. MATRIZ ESTANDAR ASOCIADA. NUCLEO E IMAGEN12

Ejemplo 1.8. Dada la aplicacién lineal f de R® en R® con matriz estindar asociada
-3 6 -1 1 -7
A= 1 -2 2 3 -1
2 —4 ) 8 —4 35
a) ; Cual es la imagen del vector (0,0,0,1,0) 7.
b) Obtén la dimension del nicleo y una base B del mismo.
c¢) Obtén la dimension y una base C de Imf
d) Obtén la forma implicita de Imf

e) Obtén una base C' de Imf, lo mds sencilla posible. (Pista: Haz uso de la forma implicita obtenida
en el apartado anterior.)

f) Clasifica f respecto de la inyectividad y sobreyectividad

g) Encuentra un antecendente v del vector w = (—9,8,19), si W pertenece a Imf.

Sol: 0
0
a) £(0,0,0,1,0) = (1,3,8), sin mds que multiplicar la matriz por el vector |0].
1
0
(O ‘leyendo’ la quinta columna de A, que es la imagen de €}).
b) Kerf = {fcR®> /| AT =0}
-3 6 -1 1 -7 |0 1 -2 2 3 -1 |0
1 -2 23 -1 |0f~-3 6 -1 1 -7 |0
2 -4 58 —4 |0 2 -4 5 8 -4 |0
1 -2 2 3 -1 |0 1 -2 2 3 -1 |0
~10 0 5 10 —-10 [0 ~|O O 1 2 =2 |0
0 0 1 2 =2 |0 0 0 0 0 0 |O
1 -2 0 -1 3 |0
~ [0 0 1 2 =2 | 0| Hemos llegado hasta la forma escalonada reducida, porque
0 0 0 0 0 |0 simplificard la resolucion del sistema.
* *

Las columnas senaladas con * son columnas pivotales. rgA=2. Deducimos entonces que dim Ker f
= 38, pues dim Kerf =5-rqA =5-2=23

Para obtener la base del nicleo tenemos que resolver el sistema. Tomaremos las incognitas corres-
pondientes a las columnas no pivotales como pardametros libres.

T1 = 229 + T4 — 375 I 2 1 -3
To = T9 T2 1 0 0
x3 = —2x4 + 25 3| =xo | O +x4 |2 +25| 2 Kerf =<, 9,7 >
Ty = T4 T4 0 1 0
T5 = I5 xT5 0 0 1
iU it w

Los vectores @, 0,0 son linealmente independientes pues T =0 < x9 = 14 = 25 = 0
(no hay mds que fijarse en las componentes 2, 4 y 5), por tanto B={u, v, W} es una base de Kerf.
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C)[mf:COZA:< ay ds ... ds >

Para obtener la base de Imf hay que eliminar del conjunto { @ dz ... ds } los vectores l.d. El
subconjunto mdximo de vectores l.i. lo podemos obtener tomando las columnas de A @y y ds, pues
son columnas pivotales en una forma escalonada por filas de la matriz.

ds, A4 Y ds son c.l. de day y ds.

Tomamos por tanto la base de Imf: C ={(-3,1,2),(—1,2,5)}  dim Imf = rgA = 2

Notese que cualquier par de vectores l.i. del conjunto forma base.

d) Los vectores de Imf son los {if € R® |/ AZ = § tiene solucion }. O lo que es lo mismo, los
(y1,y2,y3) que son combinacion lineal de los vectores de la base de Imf. Por tanto los (y1,Yy2,Yy3)

-3 -1 |wn
tales que rango de | 1 2 |ya| es 2.
2 5 |us
12 |y 12 | y2 12 | Y2 2 | Y2
-3 =1 |yl ~| 0 5 [Byaton|~| 0 1 [Byty)/5/~|0 1 | (y1 + 3y2)/5
2 5 |ys 0 1 |ys—2y 0 1  |ys—2y 0 0 | (=y1—3y2)/5—2y2+ys3

(—y1 — 3y2)/5 — 2y2 + y3 = (—y1 — 13y2 + 5y3) /5

La forma implicita de Imf es: ’—yl —13ys +5y3 =0 ‘

Para asegurarnos de que la ecuacion es correcta conviene hacer la comprobacion de que los vectores
base (—1,2,5) y (—3,1,2) la cumplen.

e) Resolviendo la ecuacion implicita ’ —y1 — 13ys + 5y3 = 0|, obtendremos una base de Imf.

Tomando como incognita principal y1, despejamos y1 = —13y2 + bys, y de esta expresion deducimos
la solucion general:
—13y2 + 5y3 —13 )
Y2 =y | 1| +ys]|O0 Una base sencilla de Imf es C' = {(—13,1,0),(5,0,1)}
Y3 0 1

f) La aplicacion no es inyectiva porque el rango de A es inferior a 5, ya que m = 3. La aplicacion
no es sobreyectiva porque para ello el rango de A tendria que ser 8, y es 2.

g) W= (-9,8,19) pertenece a Imf si [A|wW] es compatible.

Planteamos el SL siguiente, tomando en A solo las columnas pivotales (xa, x4 y x5 corresponden a
columnas no pivotales y por tanto son pardametros libres que podemos tomar como cero para simplificar
operaciones).

Ty X3

-3 -1 |-9 1 2 | 8 1 0 |2
1 2 | 8| ~|-3 -1 |-9| ~...~ (0 1 |3
2 5 19 2 5 |19 0 0 |0

~

Comprobamos que W si pertenece a Imf, ya que el SL es compatible, y ademds deducimos como

posible antecedente (2,0,3,0,0).

Es obvio que (—9,8,19) se puede escribir como c.l. de las columnas de A con coeficientes 2 y 3 en
las columnas 1 y 8 y coeficientes cero en el resto, y que por tanto U = (2,0,3,0,0) es un posible
original para W = (—9,8,19).

Resolver el SL con la matriz A completa es mds engorroso (para cdlculos a mano). Se partiria de
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-3 6 -1 1 -7 |-9

1 =2 2 3 —1 | 8| yporeliminacion de Gauss-Jordan se llegaria a la forma escalonada
| 2 -4 5 8 —4 |19
reductida:

1 -2 0 -1 3 |2
0o 0 1 2 -2 |3
0 0 0 0 0 |0

Se ve que el SL es compatible, y que por tanto el vector dado pertenece al subespacio Imf. Despejando
obtendriamos la solucion general, es decir, todos los infinitos antecedentes posibles.

T 2 2 1 -3

T2 0 1 0 0

3| = 3| + a2 O +x4 | —2| + x5 2

T4 0 0 1 0

T5 0 0 0 1
T

Esta es la solucion que obtuvimos directamente, asignando coeficientes cero
a las columnas de A linealmente dependientes.
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1 -4 8 1
Ejemplo 1.9. Sea f : R* — R3, con matriz asociada A= |0 2 —1 3. a) Determina si f
0 0 0 5

es sobreyectiva, b) si f es inyectiva, ¢) una base B del subespacio Imf y d) una base C' de Kerf.

e a) La aplicacion es sobreyectiva si ¥V be R? el sistema AT = b tiene solucion.

1 —4 8 17 |™ Y1
FEl sistema es |0 2 -1 3 iQ = |Y2
0o 0 0 5][* Y3

x4

1 4 81 |w
y la matriz ampliada |0 2 =1 3 |y
0 0 05 |y

rg A=rg A* = 3, por tanto el sistema es compatible para cualquier terna (y1,y2,ys3), por tanto
f sobreyectiva.

e b) La aplicacion es inyectiva si cada be Imf es como mucho imagen de un vector de R*.
Como el nimero de columnas pivotales (3) es menor que el nimero de incdgnitas (4), queda
un pardmetro libre, y por tanto tenemos que el sistema es compatible indeterminado, con
infinitas soluciones, para todos los vectores de Imf. Luego f no es inyectiva.

e Respuestas a a) y a b) teniendo en cuenta el rango de A.

La matriz A del enunciado ya se encuentra en la forma escalonada, por tanto conocemos el
valor de su rango sin hacer cdlculos, rgA=3.

rgA (= dim Im f) = 8 = dim R? = Sobreyectiva
rgA = 3 # dim R* = No inyectiva

e ¢)Imf=IR3 por tanto una base de Imf es la base canénica de R3: B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
e d)Kerf = {f ¢ R* | AZ =0}

1 -4 8110 1 -4 8110 1 -4 80 |0 1 -4 8 00
0 2 -1 3 |0l~]0 2 -13 |0/~f0 2 -1 0 |0/~|0 1 —1/2 0 |0
0 0 05 |0 0 0 01 /0 0 0 01 |0 0 0 0 110
10 6 0 |0
01 -1/2 0 |0
00 0 110

x=—6z,y=2/2,z=2,t=0 = BasedeKerf: C ={(-6,1/2,1,0)}

Para asegurarnos de que el vector (—6,1/2,1,0) pertenece a Kerf, y de que por tanto no
nos hemos equivocado en los cdlculos, conviene realizar el producto de A por este vector para
comprobar que se obtiene (0,0,0):

—6
1 -4 8
0o 2 -1 1{2
0 0 O
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Ejemplo 1.10. Sea la aplicacion lineal f(x1,x2) = (321 + 2 , bx1+Txy , 21+ 3x2) de R? en R3.
Obtén la matriz estandar asociada. Demuestra que f es inyectiva. ;Es f sobreyectiva?. Encuentra
una base para Imf. Obtén las ecuaciones implicitas de Imf. Encuentra una base sencilla para Imf
a partir de sus ecuaciones implicitas.

31
e f(1,0)=(3,5,1), f(0,1) = (1,7,3) A= 1|5 T|;
1 3

3 1 . 3x1 + a9

Aqui vemos la comprobacion: |5 7 [ 1] = |bx1 + Txo
X2

1 3 x| + 3:132

e Las columnas de A son linealmente independientes por tanto f es inyectiva. r¢gA=2

o f es sobreyectiva si Imf = ColA =R3. dim Im f = rg A = 2. Por tanto f no es sobreyectiva.

3 1 . 3 1
o f(xy,29)= 1|5 7 Ll] =1 |5| +229 |7| conx1, 22 €R
1 3] L2 1 2

Por tanto B ={(3,5,1),(1,7,3)} es una base de Im f.

(Como las columnas de A son l.i., forman directamente la base de Imf ).

e Para obtener la forma implicita de Imf imponemos que el SL con matriz ampliada A* =

31 [wm
5 7 | y2| sea compatible.
1 3 |ys
Aplicamos eliminacion gaussiana:
13 |ys 13 | s I Ys
A~ |5 7 |ya| ~ |0 =8 | y2—5ys | ~|0 =8 | y2—5ys
31 |wm 0 -8 | =3ys+u 0 0 |y1—y2+2ys

El sistema es compatible < y1 — y2 + 2y3 = 0.

Por tanto y1 — y2 + 2ys = 0 es la ecuacion implicita.

o A partir de la ecuacion implicita obtengamos una base sencilla de Imf:

Y1 —y2 +2y3 =0 = y1 = y2 — 2y3

Y2 — 23 1 -2
Im f = Yo conys, y3 ER =y |1| +y3 0| conyo, y3 € R
Y3 0 1

B ={(1,1,0),(-2,0,1)}



