Leccion 5

Matriz de cambio de base, subespacio
Col(A) y subespacio Nul(A)

5.1 Matriz de cambio de base/coordenadas

En esta lecciéon veremos como un cambio de base en un subespacio o espacio vectorial se puede
escribir como una operaciéon producto matriz-vector, con P X wectorl = vector2, siendo vectorl
y vector2 las coordenadas en la primera y en la segunda base, respectivamente, del vector! v y P la
matriz de cambio de base. Deduciremos la expresiéon general para un subespacio H de dimensién d
del espacio vectorial V2 de dimensién n.

Sean v € H y las bases de H B = {b1,ba,...,bq} y B = {b],0,,...,b);}
Podemos escribir: v = ¢1b1 + caba + ... + cqbq v =c)b] + 5 + ...+ b

Igualando las expresiones anteriores:
Clbl+c2b2+'“+cdbd:C&b/:|_+cl2bl2+-~-+C£lb:i [1a]

Expresando los elementos de la primera base respecto de la segunda:

by = Cl,nbll + aglbé + ...+ adlb’d

by = algbll + a22b/2 =+ ...+ adeii [1b]

bd = aldbll + agdbé + ...+ addb&
Sustituyendo estas expresiones de los b; en la ecuacién [la], obtenemos:

c1b1 + coby + ... + cgbg =

Clanbll + Clazlbé —+ ...+ Clad1b2l + Cgalgbll + C2a22b/2 + ...+ Cgadgbél + ...+

Cdaldbll + Cdagdblg + ...+ Cdaddbld =

(Clan + ...+ Cdald) bll + (Clagl + ...+ CdCLQd) b/2 + .. + (cladl + ...+ cdadd) bZl =
i b, + c by + .. + c, b,

Por tanto:

Cll = c1a11 + c2a12 + ... + CqQ14

/ c air a2 ... aid| [
Cy = C1G21 + C2a22 + ... + Cqa94 Cll “ a a c
[1c], o matricialmente | 2| = 721 722 v T2} T2
/
Cy = C1a41 + C2042 + ... + CqQdd o, gl Qg2 - Qddl| |ca

!Entiéndase “vector” en el sentido amplio de elemento de un espacio vectorial
2H puede ser el propio espacio completo V
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El vector de elementos ¢ son las coordenadas de v relativas a la base B’, denotadas [v]p, y el vector
de los ¢; son las coordenadas de v relativas a la base B, denotadas [v]p, por tanto tenemos:

aijlp; aiz ... Qaiq
_|a21 aG22 ... Q24
vlp = [v]B
aq1 Qg2 ... Q44
que podemos escribir como:

ailp a2 ... aid
a a e @
wlp =P s | [2], compP= " 2 2d
g1 A4 ... QAd4d

Fijdndonos en las ecuaciones [1b] vemos que los elementos de la columna j de P son las coordenadas
del vector b; € B respecto de la base B, por tanto:

P =Ll lp - (bl ] | [3]

Llamamos a P matriz de cambio de base o de cambio de coordenadas de la base B a la
base B’. El producto por la izda. por P transforma el vector de coordenadas [v]p en [v]p:.

P es invertible (el SL [1c] es comp. det. ya que las coorden. relativas a una base son tunicas).
Multiplicando [2] por P! por la izquierda, obtenemos:

P~ [ = [v]s

P! es la matriz que transforma las coordenadas relativas a la base B’ en las coordenadas relativas

a la base B. Las columnas de P~! son las coordenadas de los vectores de la base B’ respecto de la
base B.

Ejemplo 5.1. Consideremos el espacio R®, y en €l la base estdndar {€1,€2,83} y una base B =
{b1,b2,b3}. Obtén las matrices de cambio de base entre la base B y la estandar.

[@ean = Pl@]B, con P =[ [bilean [b2]can [03]can |, de acuerdo con la expresién de P en [3].

Recordemos que no es necesario hacer referencia a la base candnica y que se entiende ¥ = [Z]can,
por tanto podemos escribir las expresiones anteriores como:

Z = PlZ]g, con P=[by by bs]

Denotando como P la matriz que tiene por columnas las coordenadas estdandar de los vectores de
la base B, es decir Pg = [ by be b3 |, tenemos que P = Pp, por tanto:

Ppldp = 7.

Considerando la transformacion de la base estindar a la base B, la matriz QQ de cambio de base es
aquella que cumple que [Z]p = QZ.

Obviamente Q = PBTl

Q tiene como columnas las coordenadas de €1, €5 y €3 respecto de la base B.
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Ejemplo 5.2. Sea B = {51,52} una base de R?, con 51 = [ﬂ Y 52 = [_ﬂ

a) Obtén la matriz de cambio de base P de B a la estdndar.

b) Sabiendo que un vector U tiene coordenadas (7,—6) respecto de la base B, obtén sus coordenadas
en la base estindar.

¢) Encuentra las coordenadas de T = [4] respecto de la base B.

5

d) Obtén la matriz de cambio de base () desde la estandar a B.

a)PB = [6152] = |:?

coordenadas estdndar por tanto es la matriz de cambio de base pedida: PglZ]lp =

-1 . .
1] es la matriz que tiene por columnas los vectores de la base B en

En efecto, si (c1,c2) son las coordenadas de & respecto de la base B, entonces:

2+ *1_.’L’1l imoli 2*161_1’1 deci
C1 1 (6)) 1 = Lo , L0 que 1Mmpluica 1 1 o = Lo , €S aecir,

by ba T 51 by [7]5 T
PB |:CI:| = |:$1:|
C2 T2
Por tanto la matriz de cambio de base P tal que P[Z]p = T es Pp. P = E _ﬂ
b)
2 —1 7|20
1 1l |-6] |1 U= {20}
3 1
[V]B

4 - ) , , o
[5] son las coordenadas de T relativas a la base estdndar de R? o coordenadas estindar de T

- ool

Para obtener las coordenadas [Z]p = (c1,¢2) hay que resolver la ecuacion:

S EIRE 1 o R U Rl B

by by @ bh by [@p @

Resolvamos el sistema mediante eliminacién gaussiana:

2 -1 |4 2 -1 | 4 2 -1 |4 2 0 |6 1 0 |3

1 1 |5 0 -3 | —6 0 1 |2 01 |2 01 |2
La solucion es: _, 3
715 = |,

Comprobacién & = 3by + 2by , 3 E] +2 [_1] = [4]

2 -1

1 J , que es una matriz invertible, y

Notese que la matriz de coeficientes del sistema es Pg = {
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que por tanto la solucion [Z]p del sistema de matriz ampliada [Pg | Z] también se puede obtener

como el producto Pgla_:’. [Z|p = (E _ﬂ )—1 [ﬂ

Este procedimiento enlaza con el siguiente apartado.
d)
[Z]p = Pz'%  partiendo de que la matriz de cambio de base en el apartado a) era Pg.

(si Pp pasa de coord. relativas a base B a coord. candnicas, Pgl pasa de coord. candnicas a coord.
relativas a la base B)

poramg-r =[S0 W o= [ 1)

Se puede comprobar el resultado del apartado €): [_11//?; ;?i 4] = [3]

Q £ [T
La matriz Q se podria haber obtenido directamente de la definicion [3]. La matriz pasa de base

{€i,é3} a {b_i, b_é}, por tanto la primera columna de @QQ son las coordenadas de € respecto de {51, 52}
y la seqgunda columna las coordenadas de €; respecto de {by,ba}.

Los sistemas lineales a resolver y su solucion:

2 -1 |1

1 1 | 0} sol: (1/3,—=1/3) = col 1 de Q [2 -1 |0

o1 J sol: (1/3,2/3) = col 2 de Q

Es inmediato darse cuenta de que estamos resolviendo la ecuacion matricial
2 -1 10
il )

por lo que obviamente la solucion @ es la inversa de la matriz P = Pg que estd a su izquierda.
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Ejemplo 5.3. Sean las siguientes bases de R®: B = {(2,0,0), (0,3,0),(0,0,2)} y
B'={(-1,0,0),(0,4,0),(0,1,2)}.

a) Obtén la matriz de paso P tal que P|Z]p = [Z|p:, para cualquier & € R3.
b) Obtén la matriz de paso Q tal que Q[Z|p = [Z]p, para cualquier ¥ € R3.

¢) Sabiendo que un vector ¥ tiene coordenadas (1,6,2) respecto a la base B, determina sus coorde-
nadas respecto a la base B’.

Sol.:

a) En este apartado se pide determinar la matriz P tal que P[¥]|p = [Z]p

Mcétodo 1

Recordamos la notacion habitual: Pg =

S O N
o w o

que nos permite escribir:
Ppld]lp =17 Pp/[Zlp =7
e igualar:  PplZ]p = Pp/[Z]p
Por ser B y B’ bases de un espacio completo Pg y Pg/ son cuadradas es invertibles.

Para calcular la matriz P del enunciado no tenemos mds que premultiplicar la expresion anterior
por PE_;,l.

Pg! Pplilp = Py Pplilp = [i]p

y por tanto la matriz de cambio de base de B a B' es: P = Pg,lPB

-1.0 0 2 0 0 -1 0 0 7[20 0 -2 0 0
P=Py'Pg=(| 0 4 1[) |0 3 0| =| 0 1/4 —1/8| [0 3 0| =| 0 3/4 —1/4
00 2 00 2 0 0 1/2]|0 0 2 0 0 1

Método 2

De acuerdo con [3] P de paso de B a B’ es la matriz que tiene por columnas los vectores de la base
B expresados en coordenadas relativas a la base B'. Para obtener las 3 columnas hay que resolver
los 3 sistemas lineales correspondientes, cuyas matrices ampliadas son:

-

[0/ Uy Vs | by | para despejar [by]
[b_;l by by ] bs | para despejar [bs]p
Agrupamos los tres SLs resolviendo el SL con la matriz ampliada maultiple:

[0y Uy U3 | by by by ] [4]

Mediante eliminacion gaussiana se obtiene:

~100 200 10 0 =2 00 100 [-2 0 0
041 |03 0/~[011/4 |0 340/ ~010 |0 3/4 —1/4],
002 |00 2 00 1 |0 01 001 |0 o0 1

En la submatriz a la derecha tenemos las soluciones: la primera columna es [51]31, la sequnda [52]31
y la tercera [bs) g, por tanto:
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S -2 0 0
P=[[o]p [bo]pr [bs]pr ] = | O 3/4 —1/4
0 0 1

Obviamente se obtiene la misma matriz P que con el método 1.

Nétese que el SL con la matriz ampliada miltiple [4] es la ecuacion matricial Pg' P = Pg, por lo que
obviamente en este ejemplo, con Pg cuadrada y por tanto invertible, la solucidn es P = Pg'Ppg,
que es la expresion que habiamos obtenido también con el Método 1.

Vemos en mds detalle la ecuacion Pg P = Pp:

[V Vo Vs ] [ [bi]sr (Bl [bs] ] = [ b1 b bs ]

b) Método 1. La matriz que se pide es Q = P~1. Por tanto no hay mds que calcular la inversa de
la matriz P obtenida en el apartado anterior.

La inversa se obtiene facilmente por el método de Gauss-Jordan:

-2 0 0 |1 0 0 -2 0 0 ]1 0 O 100 |—=1/2 0 0
0 3/4 —1/4 |0 1 0~ 0 3/4 0 1]0 1 1/4|~|0 10 | 0 4/3 1/3
0 0 1 |0 0 1 0 0 1 |00 1 001 | O 0 1
-1/2 0 0
Q= 0 4/3 1/3
0 0 1
Método 2. Por construccion Q se obtendria asi: Q= [ [V1]5 [Valp [V'3]5 |

¢) En este apartado tenemos como dato [V]p = (1,6,2) y se pide calcular [0]p.

Método 1. El resultado se obtiene sin mds que premultiplicar las coordenadas en B por la matriz P
obtenida en el apartado a).

2 0 011 —2
g =] 0 3/4 —1/4| |6| =] 4
0 0 1 ]2 2

Método 2. Este apartado se puede resolver en dos pasos sencillos sin necesidad de usar la matriz de
cambio de base de B a B’, transformando primero de B a base estdndar y después de base estdndar
a base B'.

2 0 0f |1 2

0 3 0f |6] =118

0 0 2|2 4
Pp [0 v

Calculamos ahora las coordenadas de U respecto de la base B’ resolviendo el siguiente SL:

100 |2 )
0 4 1 |18| , obteniendo [U]pr = | 4
002 |4 2
Pp o

Teniendo en cuenta que Pp: es invertible, en el segundo paso se puede optar por resolver, como
hemos hecho, o por premultiplicar por P5l:  [v]p = Pg,lﬁ’
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1 0 —7 3
Ejemplo 5.4. Considera las bases B={|1|,|1|}yB ={|-3|,| 8|} de un subespacio vecto-
0 2 8 10

rial H de R3.

a) Determina la matriz de cambio de base P tal que P[Z]p = [Z]p.

b) Calcula las coordenadas del vector [U)p = respecto de la base B’.

4

Sol.

a) Nos piden determinar la matriz de transformacion P[Z|p = [Z]p para cualquier vector Z de R3.

—

P = [bi]p [b]s ]

P tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la base B respecto a la base B'. Para obtener
cada columna hay que resolver el correspondiente sistema lineal.

[0y Uy | by | para despejar [bi]p
[0y Uy | by | para despejar [bs]p

Notese que para simplificar operaciones ambos sistemas se pueden resolver conjuntamente tal como
se presenta a continuacion, ya que la eliminacion gaussiana o de Gauss-Jordan en la matriz de
coeficientes es la misma.

7 3 |1 |0 1 —=3/7 | =17 |0 1 —3/7 | =1/7 |0
3 8 |1 |1|~|-3 8 11 1|~ |0 47/ | 47 |1| ~
8 10 |0 |2 8 10 e 0 94/7 | 87 |2
by by

1 —3/7 | —1/7 |0 1 =3/7 | =17 |0

0 47/7 | 4)7 |1| ~|0 1 | 4/47 | 7/47| ~

0 0 0 |0 0 0 0 |0

[1 0 |4/47%3/7—1/7 | 7/AT%3/7+0 1 0 | (4/47%3—1)%1/7 | 3/47
0 1 | 4/47 | 7/47 =10 1 | 4/47 | 7/47| ~

0 0 | 0 |0 0 0 | 0 |0

(1 0 |—35/47%1/7 | 3/47 1 0 |—5/47 | 3/47

0 1 | 4/47 | T/4T| =0 1 | 4/47 | 7/47

0 0 | 0 |0 00 | O | 0

[b1] 5 = [_45//;77] [bo] 5 = [ %i;]

="V i)

b) Método 1. Lo resolvemos en primer lugar usando la matriz P obtenida en el apartado a).

it ) 1) = La soluidn e: = |0/



LECCION 5. MATRIZ DE CAMBIO DE BASE, SUBESPACIO COL(A) Y SUBESPACIO NUL(A)68

Meétodo 2. (si no disponemos de la matriz de paso, podemos usar este procedimiento).

A partir de [V]p = [i

base, porque U se expresa en coordenadas relativas a la base estdndar de R3, y los cambios de base
se refieren a bases del mismo subespacio):

} obtengamos U (es importante darse cuenta de que esto no es un cambio de

1 0 2
T=2[1| +4|1| = |6
0 2 8

A continuacidn obtenemos las coordenadas de U respecto de la base B’, resolviendo el sistema si-
guiente (esto tampoco es un cambio de base):

(-7 3 |2 1 =3/7 | —2/7 1 =3/7 | —2/7 7T -3 | =2
-3 8 |6~ |-3 8 | 6|~ |0 47/7 | 36/7|~ |0 47 | 36| ~
| 8 10 |8 8§ 10 | 8 0 94/7 | 72/7 0 0 | 0

(7 -3 | -2 7 0 |3%36/47—2 7 0 |14/47 1 0 [2/47

0 1 | 36/47| ~ |0 1 | 36/47 =10 1 [36/47| ~ |0 1 |36/47

o 0 | 0 0 0 | 0 00 |0 00 |0

Por tanto: ¢y = 2/47 , co = 36/47

Comprobacion:  2/47(—7,-3,8) +36/47(3,8,10) = (2,6, 8) [V]p = [326//4477}

Con este procedimiento hemos partido de las coordenadas [U]p de un vector de H, relativas a la base
B de H, y hemos obtenido sus coordenadas [U]p, relativas a la base B' de H, lo que si ha sido un
cambio de base.
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5.2 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Manualmente y con MATLAB. Encuentra el vector X correspondiente a las
coordenadas dadas vy la base dada:

o=t [ [ e ]

1 5) 4 3
b)B={ |-4|.,| 2|,|-7| }, [@s=1] 0
3 -2 0 -1

Ejercicio 5.2. MATLAB. Encuentra el vector de coordenadas [Z]p de T respecto a la base dada.
Obtén la matriz de paso Py de la base candnica a la base B. Obtén la matriz de paso Py de la base
B a la base canonica.

or=t[] |5y #=[]

(1] [-3 2 8
b)B={ |-1|,| 4|,|-2]| }, #=|-9
3 9 4 6

Ejercicio 5.3. Sean by = [_g], by = [_?], | = [_ﬂ Yy Co = [_ﬂ, y las bases B = {51,52} Yy

C ={c,¢&}. a) Obtén la matriz de cambio de coordenadas de B a C. b) Obtén la matriz de cambio
de coordenadas de C a B. c) Sabiendo que las coordenadas de un vector U respecto de la base B son
(2,5), obtén sus coordenadas respecto de la base C'.

Ejercicio 5.4.

~1 —4/3
1
Bl ={(1,2),(0,1)}, B2 ={(3,0), (4,1)}, B3 ={(5,2),(0,1)}.

Senala cual de las siguientes afirmaciones es cierta:

Considera la matriz P = y las bases de R? siguientes:

a) P es la matriz de cambio de coordenadas tal que P[Z]p1 = [T]p2
b) P es la matriz de cambio de coordenadas tal que P|Z|ps = [Z]p2
¢) P es la matriz de cambio de coordenadas tal que P[Z]ps = [Z]p1

d) Las tres afirmaciones anteriores son falsas.



LECCION 5. MATRIZ DE CAMBIO DE BASE, SUBESPACIO COL (A) Y SUBESPACIO NUL(A)70

5.3 Subespacio de columnas y subespacio nulo de una matriz A

Definicién 5.1. Se denomina subespacio de columnas de una matriz A € M,,,(R) al
subespacio generado por las columnas de A, es decir, al conjunto de todas las combinaciones lineales
de las columnas de A. Se denota como ColA.

A:[C_ﬁ as ... C_in] ColA = <dy, dy, ..., dp>
Noétese que ColA es subespacio de IR™, pues las columnas de A son vectores de m componentes.

Obviamente dim ( Col A ) = rg(A)

Definicién 5.2. Se denomina subespacio nulo de una matriz A € M,,.,(R) y lo denotamos
NulA, al conjunto NulA = {¥ € R" | AZ = 0}.

NulA es subespacio de R", y obviamente dim ( Nul A ) = n— rg(A).

Se obtiene entonces:

dim (Nul A ) + dim ( ColA ) =n

Todo subespacio H de R"™ es el subespacio nulo de una matriz A,,xn, siendo A la matriz de coefi-
cientes de la denominada forma implicita de H.



