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15.17 Descomposiciéon ortogonal y proyeccion ortogonal

El resultado W@ W+ = R", significa que cada i € R™ se puede escribir de forma tinica como
suma de un vector 4 € W y un vector zZ € W+

J=y+% congeWyzZeWwt
gj’ es la proyeccién ortogonal de i sobre W, que denotamos también como proy w ¥

También se puede dar esta definicién equivalente: La proyeccion ortogonal de ¢ sobre W es el vector
yeWtal que j—y € Wt
., Cémo obtener proyy,y ?

Ya que W@ W+ = R" podemos obtener una base de R" B = {51,52, ... 7gd7gd+17 .. .,5n}, con
{b1,ba,...,bg} base de W y {bgy1,...,b,} base de W+.

Entonces 4 = 0151 + 6252 +...+ Cdl;d + cd+15d+1 +...+ cnl_;n

proywy € W Z7e Wt

con proyywy = 6151 + 0252 +...+ cdgd eWy
Z= Cd+1gd+1 + ...+ Cngn € WJ_

Una vez obtenidas las coordenadas c¢1, ca, ... ¢, que son unicas (las coordenadas respecto de una
base dada son tnicas), podremos determinar el vector tinico proyy, i € W y el vector tinico 7 € W+
tales que ¢ = proyyy + 2.

Esquema en el espacio euclideo canénico R3:

7]

<>

<y

Por otra parte, ﬁ tiene la propiedad de ser el vector de W mas cercano a §
| 7—proyw 71| < |§—7| VG€W con 7#%

Decimos entonces que dado i € IR", la mejor aproximacién de i que puedo obtener mediante un
vector de W, subespacio vectorial de R", es proyy, ¢

;, En qué sentido es mejor aproximacion?. En el sentido de menor distancia.

La distancia de i € IR" al subespacio W se define como la distancia desde ¥ al punto més cercano
de W. Dicho de otra forma, la distancia de § a W es igual a || ¥ — proyy ¢ || = || Z ||
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OBSERVACIONES
e 7= proyy, L%, es decir, 7 es la proyeccién ortogonal de ¢ sobre W+.

o || proyy 7 || es la distancia de i a W+.

En capitulos anteriores hemos estudiado proyecciones ortogonales en IR? y en R3, determinando
a partir de las caracteristicas de la transformacién cudl era la matriz asociada referida a la “base
natural” de la transformacion, o base de autovectores de la transformacién, y cual era la matriz
estandar asociada, obtenida mediante los cambios de base. Con procedimientos similares pudimos
obtener la matriz asociada a la simetria ortogonal. A partir de las matrices resultaba sencillo obtener
la proyeccién ortogonal o el simétrico de cualquier vector.

En este capitulo estudiamos la proyeccion ortogonal a partir de la descomposicién ortogonal. Y se
extiende el concepto de proyeccién ortogonal al espacio vectorial R™ de cualquier dimensién n.
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15.18 Proyeccion ortogonal sobre un subespacio del que conocemos
una base ortogonal

TEOREMA. Sea W un subespacio de R", {51,52 . ..gd} una base ortogonal de W e § € R"™.
Entonces

G . G 5 -
proywf = o b+ S By 2L by 93]
by - by 2+ bo by - bg
Demostracion:
proywiy € W, por tanto proywy = 0151 + 0252 4.+ cdgd 1]

Multiplicando escalarmente la expresién anterior por el vector 51 obtenemos:
prongj-l;l20151-51+0+...—|—0:c151-51 = prong-glzclgl-l;l

. proywy - 51
Despejando c;: Cl=—=5—
by - by

Multiplicando escalarmente por bs obtendriamos co y asi sucesivamente hasta obtener cg.

En definitiva: Lo
~_proywy - bi
7 — pry pry

b; - b;
Por otra parte, Vi =1 ... d, proywy- b = (§—2)- b; = gj'l;; ya que Z- b; =0 por ser Z la proyeccién
de i sobre W+ y por tanto ortogonal a todos los b;. Podemos entonces escribir los coeficientes ¢;
cOmo:

g i -
proywi=—Lp+ L2 5.+ L2
b1 - b1 ba - by » - bp

Justificaremos mas adelante que la proyeccién ortogonal de ¢ sobre < 51, 52, . l;d >, siendo {51, 52, e gd}
una base ortogonal, es igual a la suma de las d proyecciones ortogonales sobre subespacios de di-
mension uno, mutuamente ortogonales, en las direcciones de 51, 52, . I;d. En efecto, cada sumando
corresponde a la proyeccién ortogonal sobre un subespacio < 1_7'Z >.

e Sila base {b1,bs...bg} es ortonormal la expresién [9a] queda cémo:

- -

proywi = (F-b1) by + (§-b2) by + ...+ (7 ba) by [9b]

Para célculos a mano se recomienda utilizar la férmula [9a] ya que en la [9b] apareceran en general
raices cuadradas.

COROLARIO. Si §j € W, entonces proyy, y =y y Z= 0.
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Esquema en el espacio euclideo canénico R? para la proyeccién sobre un plano y tomando una base
ortogonal en el plano:

Esquema en el espacio euclideo canénico IR? para la proyeccién ortogonal de un vector sobre una
recta.

—

proy_z. y = cb

L L 7.b
G—cb) . b=0 = §bh—cbb=0 = c=22
b

o_Gby

Proy _p Y = ==

Obsérvese que el vector proyeccién de 3 sobre < b > no depende de como esté escalado b (con
multiplos de b obtendriamos el mismo vector proyeccién).
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6

. . . , . . 2 - 7 o
Ejemplo 15.20. Considera en el espacio euclideo candnico R? § = [ } y b= [J Escribe y
como suma de un vector en el subespacio generado por b y de un vector ortogonal a b.

Sol:

L (2,6)-(1,1),, . 1446 20 _ 2 142

y=proy sz y+7 = Z=y-—proy_z y =

ol - [55) = [+=55) = Law

6 2/5 —2/5 ]
Comprobacion: [14/5] [ 4/5] [ }
>

zZ=

2/5 28/5

e<b> €<z1
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Ejemplo 15.21. Considera en el espacio euclideo candnico R? los vectores ij = (7, 6) Yy b= (4,2).
Encuentra la proyeccion ortogonal de i sobre < S y la distancia de i a la recta < b>.

Sol:

Puesto que el subespacio sobre el que se proyecta es de dimension 1, su base puede considerarse como
base ortogonal.

proy _g. y=5=b

(7,6).(4,2) 28412
> .

Proy g Y (4’2).(4’ 16+ 4 (’ ) ( ) ) (8’ )

La distancia de i a < b > es igual a la norma de Z = y—proy_g. ¥=(7,6)—(8,4) =(-1,2)
d=+/(-1)2+22=/5

El vector proy_z. i también se podia haber obtenido mediante el procedimiento visto en la Seccion
17.

Calculamos en primer lugar un vector 7 ortogonal a b = (4,2). Un ejemplo es 21 = (1, —2).

Considerada la base B = {l;, Z1}, con un vector en la direccion de b y otro en la direccion ortogonal
Z1, se calculan las coordenadas de (7,6) respecto a esta base, resultando ser (2,—1), es decir:
(7,6) = 2(4,2) + —1(1,~2) = (8,4) + (~1,2)

\Y-/ N——
e<b> e<z >

Por tanto la proyeccion de (7,6) sobre (4,2) es el vector proy g, y= (8,4)
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Ejemplo 15.22. Considera en el espacio euclideo candnico R® el plano W que pasa por el origen
y por los puntos (0,10,2) y (4,10,2). Calcula la proyeccion ortogonal del vector v = (2,4,12) sobre
W. Determina la distancia del punto (2,4,12) al plano W y a la recta W+.

Sol.:

Veamos la resolucion del ejercicio siguiendo el procedimiento descrito en la Seccion 17:

Para resolver el problema buscaremos la expresion de U en una base B que contenga los dos vectores
generadores de W, que son @ = (0,10,2) y b = (4,10,2), y un vector 71 € W+. Los tres vectores
forman una base de R3, B = {@,b,21}, cond e W,be W y z; € W+,

Obtenemos W+ =< (0,—1,5) > mediante los métodos anteriormente descritos (es decir, buscando
vector (z,y,z) ortogonal a la vez a (0,10,2) y a (4,10,2), y que por tanto cumpla las ecuaciones
10y + 2z =0 y 4o + 10y + 22 = 0, o mediante el producto vectorial). Tomamos Z; = (0, —1,5).

3/26
Se obtiene sequidamente que las coordenadas de U = (2,4,12) en la base B = {d, b, Z1} son | 1/2 |,
28/13
por tanto,
A .
YT T2 T3

Nos fijamos ahora en que 3/26 d + 1/2 beW y 28/13 Z1 € WL, Por tanto ya tenemos el vector @
expresado como suma de un vector de W y otro de W+,

U= proywy + z

1~ 1 2
opmw@ﬁé%6+§b:m:%Z%;g):E#BAQ&:ﬂlﬁw%&L%Wﬂ
28 28 —28 140
_’: —_— 7 = — —]_ = —_— Y, —— ) = —2]_ ]. . 2
7=13 A= 1500.-1,5) = (0,3, 73) = (0, ~2.15385,10.7692)

e La distancia de U al plano es la norma de Z,
d = /0% + (—2.15385)2 + 10.76922 = 10.9825 si usamos el formato decimal.
d=28/13v0+ 12 + 52 = 28/13/26 = 28/13+/2 x 13 = 28,/2/13 presentando la solucion exacta

simplificada.

e La distancia de T a la recta W es la norma de proyw v, es decir:
d' = /22 + (6.15385)2 + 1.230772 = 6.5867 si usamos formato decimal.
d = 2/13v/13% 4+ 402 + 82 = 2/13+/1833 presentando la solucién exacta simplificada.

En este ejercicio también podriamos haber tomado d; = (0,5,1) y by = (2,5,1) como base de W,
para simplificar los cdlculos. En este caso encontrariamos:

v =3/13 a1 + 51 + 28/13 Z1. Sustituyendo los vectores base obtendriamos obviamente los mismos

vectores proywiy y z.

Presentamos ahora la solucion del ejercicio (la parte de calcular la proyeccion ortogonal) aplicando
el procedimiento visto en la Seccion 18.
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Ya que dimW =2 y dimW+ = 1, en la descomposicion v = proywiy + Z calcularemos primero Z y
sequidamente proywy = U — Z, ya que en este procedimiento hay que hacer menos cdlculos para
proyectar sobre un subespacio de dimension 1 que para proyectar sobre un subespacio de dimension
2. De entrada ya necesitamos que la base sea ortogonal, en el caso de dimension mayor que 1.

Obtenemos en primer lugar una base de W=+ (el procedimiento estd descrito arriba porque también
se necesité en el método anterior).

Una vez obtenido 7, se obtiene la proyeccion de T sobre la recta < zZj >= W:

(2,4,12)-(0,-1,5) , 28 28 140

Z1-21 26 IZE Zl:( ,_E’ﬁ)

&y
N

proyy L v =

A continuacion:

28 140 80 16

— ) = (2,5 ) = (2,61 1.2
5 13) = 23 gz) = (2.6.15385,1.23077)

proyy U = ¥ — proyy .9 = (2,4,12) — (0,

Este es el método mds simple para los casos en los que en la descomposicion R™ = W + W+ uno
de los dos subespacios tiene dimension 1.
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Ejemplo 15.23. Supongamos dos clases de alimento, A y B, con las cantidades de vitamina C,
calcio y magnesio dadas en la tabla siguiente. Las cantidades corresponden a miligramos por unidad
de alimento.

A| B
Vitamina C | 1 | 2
Calcio 51 4
Magnesio | 3 | 2

a) Demuestra que combinando las dos clases de alimentos no podemos obtener un aporte exacto
U = (17 mg de vitamina C,54 mg de calcio,31 mg de magnesio)

b) Determina el aporte mds cercano al aporte exacto que se podria consequir combinando los dos
alimentos.

Sol.:

a) Para determinar si el aporte (17,54,31) se puede obtener combinando x unidades de alimento A
con aporte (1,5,3) e y unidades de B con aporte (2,4,2) hay que resolver la siguiente ecuacion:

2(1,5,3) +y(2,4,2) = (17,54, 31)

r+2y =17 1 2 |17
Por tanto el SL: 5 4+ 4y =54 , con matriz ampliada A* = |5 4 | 54
3z + 2y = 31 3.2 |31
1 2 |17 1 2 |7 1 2 |17 1 2 |17
A"~ 10 =6 |=31| ~|0 =6 |=31| ~|0 1 5|~ |0 1 |5
0 —4 [—20 0 1 |5 0 —6 31 00 |—1

El SL es incompatible pues rgA=2 y rgA* =3

Esto significa que U no es combinacion lineal de @ = (1,5,3) y b= (2,4,2). O dicho de otra forma,
que U no pertenece al plano < @, b >.

b) El vector mds cercano a U = (17,54,31) que se puede obtener combinando los alimentos A y B
serd la proyeccion ortogonal de U sobre el subespacio generado por @ y b. Por tanto tenemos que
obtener:

—

proyw v, siendo W =< @ , b >

o Procedimiento sequn la seccion 17:

Tomamos W =< (1,5,3),(1,2,1) >, y nos falta un vector it = (ny,n2,n3) € W+.

Nétese que hemos tomado el sequndo vector base de W como 1/2 de 5, para simplificar cdlculos.
Llamaremos a este nuevo vector b.

(1,5,3).(n1,n2,13) = 0 [0y + 5ny + 3n3 = 0 A*_[1 5 3 |0} [1 5 3 |0]
(1,2,1).(711,712,??,3):0 n1+2ns+n3 =0 1 21 ’0 -3 -2 ‘0

[1 5 3 |0]N[1 0 —-10/3+3 |0]N[1 0 —1/3 10

01 2/3 [0 01 2/3 0 01 2/3 ,0} = (1/3n3,—2/3n3,n3)

Wt =< (1/3,-2/3,1) > o mds simple W+ =< (1,-2,3) >
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Ezpresando (17,54,31) como combinacion lineal de los vectores de la base B = {(1,5,3),(1,2,1),(1,-2,3)}
obtenemos:

48 1
(17,54,31) = —(1,5,3) +10(1,2,1) + =(1,-2,3)

proyw v Proyyy LU

—

Sin mds que resolver el SL [ d by 7 | U], y tras encontrar que dicha solucion es (48/7,10,1/7).
proyw @ = 48/7(1,5,3) + 10(1,2,1) = (118/7,380/7,214/7) = (16.8571, 54.2857, 30.5714)

es el aporte mas cercano posible.

Se puede simplificar mds como: proyw v = 2/7(59,190, 107).

o Procedimiento sequn la seccion 18:

El vector mds cercano a ¥ = (17,54,31) que se puede obtener combinando los alimentos A
y B serd la proyeccién ortogonal de v sobre W. Obtendremos en primer lugar la proyeccion
ortogonal sobre W, por ser mds sencillo aplicar la formula sobre un subespacio de dimension
1. Ademds la base de W que conocemos no es ortogonal.

En el procedimiento de descomposicion ortogonal ya se presentd la obtencion de la base de W,

(7 = (1,-2,3)}.

La proyeccién de U sobre la recta < il >= W es:

A U (17, 54,31) - (1, —2,3) 1 (17 — 108 + 93) é 1 ;
V=S5 n= - = - =5 |~
n.n 14 3 14 3 7 3

proyy @ = 7 — ¥ = (17,54,31) — 1(1,-2,3) = (118/7,380/7,214/7) = 2/7(59, 190, 107).
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Ejemplo 15.24. En el espacio euclideo candnico R* demuestra que no es posible expresar el vector
v = (30,20,6,—10) como combinacion lineal de los vectores del conjunto S = {(—1,0,0,1),(4,1,-1,—-2)}.
Obtén los coeficientes de la_combinacion lineal de los vectores de S que dan el vector mas cercano a

—

V.

Sol.:
1 4] 30
0 1 | 20
0 -1 | 6
1 -2 | —10

La suma de las ecuaciones 2 y 3 da incompatibilidad.

El vector de < S > mds cercano a U es la proyeccion de U sobre < S >. Presentaremos la obtencion
de la proyeccion y de sus coeficientes respecto de la base S, utilizando dos métodos distintos.

Método de descomposicién ortogonal de ¥ (Seccion 17)

Para obtener una base del complemento ortogonal de < S >=< (—1,0,0,1),(4,1,—1,2) > tenemos
-1 0 O 1}

que resolver el SL homogéneo con matriz de coeficientes [ 41 -1 -9

-10 0 1 |0 -10 0 1 |0 10 0 -1 |O
4 1 -1 =2 |0 0 1 -1 2 |0 01 -1 2 10
La solucion general en forma paramétrica es: (t,z — 2t, z,t)

Y la base mds sencilla de < S >+ es B = {(1,-2,0,1),(0,1,1,0)}

-1 0 1] 30
. . 1 -2] 20 .
Resolviendo el sistema: 11 0] 6l obtenemos la solucion (11/2,17/2,29/2,3/2).
1 -2 0 1] -10

Los coeficientes buscados son 11/2 y 17/2, ya que
-1 4
0 1 . S
11/2 ol T 17/2 1] s el vector de < S > mds cercano a v
1 —2

Aplicando la férmula de proyeccion, cuando se conoce base ortogonal del subespacio (Seccion 18)

Los dos vectores de S forman base de < S >, pero esa base no es ortogonal. Para obtener una base
ortogonal de < S > calculamos en primer lugar la forma implicita de < S >:

-1 4 | =z -1 4 | = -1 4 | x
0 1 |y 0 1] 0 1 | y
0 -1 | 2|70 1] 2z |7]00] y+z
1 =2 | t 0 2 | z+t 0 0 | z—2y+t
La forma implicita es: {y =0
rT—2y+t=

De las ecuaciones implicicas de W pasamos a la siguiente forma paramétrica, resolviendo el SL:
(JZ‘, Y, —Y,—x + 2y)

De ella obtenemos directamente la base B = {(1,0,0,—1),(0,1,—1,2)}, que tampoco es base ortogo-
nal.
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Tomamos entonces como primer vector de la base ortogonal, 51 = (1,0,0,—1), por ser el mas sencillo.

El segundo vector base lo obtenemos siguiendo cualquiera de estos procedimientos:

e Método 1. Tomamos la forma paramétrica general, e imponiendo ortogonalidad al vector by
tenemos: (x,y,—y,—x + 2y) - (1,0,0,—1) = 2+ x — 2y = 0. Por tanto x = y, y la forma
paramétrica reduce un pardmetro, quedando: (y,y,—y,y). El sequndo vector base es pues

—

by = (1,1,—1,1).

e Método 2. Anadimos a la forma implicita de W la condicion de ortogonalidad a (1,0,0,—1),
queddndonos entonces el SL siguiente:

y+z=0
r—2y+t=0
r—t=0

La solucion general de este sistema es (y,y, —y,y), de donde deducimos by = (1,1,-1,1)

Ahora ya tenemos una base ortogonal en < S >, B ={(1,0,0,—1),(1,1,—1,1)}, y por tanto podemos
aplicar la formula de la seccion 18.

1 1
- (30,20,6,-10) - (1,0,0,—1) | 0 +(30,20,6,—10)-(1,1,—1,1) 1
v 2 0 4 1| =
-1
1 17 20 +17/2 57/2
o 34| 1] 17/2 | | 17/2
00 ol "7 1| T —17/2 |~ |-17/2
-1 1) 204 17/2 —23/2

A continuacion obtenemos los coeficientes de la combinacion lineal de los vectores Uy y Uy de < S >
que dan el vector mds cercano a U. Para ello hay que resolver el siguiente sistema:

~1 4 | 57/2 ~1 4 | 57/2 —1 4 | 57/2 ~1 0 | —11/2
0o 1 | 17/2 0 1 | 17/2 0 1 | 17/2 01 | 17/2
0 -1 | =172l o o ol o o] o]~ o0o0| 0
1 -2 | —23/2 0 2 | 34/2 0 0] 0 00/ 0
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2 —2
Ejemplo 15.25. En el espacio euclideo candnico R? considera ¥, = 5,75 = 1|, ey =
—1 1

1

2|. Observa que {V1,V2} es una base ortogonal de W =< 01,72 >. a) Escribe §j como suma
3

de un vector de W y un vector perpendicular a W. b) Obtén el punto de W mds cercano a § y la
distancia de i a W.

a) Por ser {v1, U2} una base ortogonal podemos aplicar la siguiente férmula:

L yu L YU
pProywy = ———= U1 + S—— U2 =
V1 - U1 (D)
(2+10-3) , (-24+2+3) ., 9 g +3 _f _22/5
(%] V2 = — — =

(4+25+1) (4+1+1) 30 1 6 1 1/5

1 -2/5 7/5

J=proywy+7z conZeWt+ = Z=g—proywi=| 2| — 2 =10

3 1/5 14/5
-2/5 7/5
y= 2 |+10
1/5 14/5
ew ewt

b) El punto mds cercano es (—2/5,2,1/5).

La distancia de § a W es la norma de Z = (7/5,0,14/5):

d="7/5v12+22=7/5V5=17/V5

También se podia haber resuelto calculando un vector it normal al plano generado por vy y s, aplicar
la formula de la proyeccion sobre la perpendicular al plano para obtener Z' y finalmente obtener la
proyeccion sobre el plano como iy — Z.



CAPITULO 15. ESPACIO EUCLIDEO CANONICO RY 319

-7
Ejemplo 15.26. Considerando el espacio euclideo candnico R, los vectores ¥ = 1, U5 =
4
-1 -9
11, ¥= 1| y W =<d,0 >, obtén proywy.
-2 6

Se puede comprobar que U1 y vy son ortogonales, y que por tanto es aplicable la férmula siguiente:

(F-%) -  (§-T) . (63+1+24) . (9+1-12) . 8 _ 2 _

oYW = S T T worir1e) T arira) 266 6
4 1 J°7 [ —28/3+1/3 —27/3 -9
:5*1—§172:§ -3 L= 4/3-1/3 | =] 3/3| =] 1
4 ~2 16/3 +2/3 18/3 6

En este caso encontramos que proyy, ¥ = y. Esto es debido a que y € W, es decir, es combinacion
lineal de 17 y de Us. El punto mds cercano de W a i es el propio .
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Ejemplo 15.27. En el espacio euclideo candnico R* se considera el subespacio S = {(z,y,2,1) €
R*/z —z—t =0}

a) Calcula una base ortonormal de S.

b) Calcula una base ortonormal de S*.

¢) Calcula la proyeccion ortogonal del vector v = (1,0,1,1) sobre S.

d) Calcula la distancia de U a S.

Sol.:
El apartado a) es igual al Ejemplo 9.

(1,0,1,0) (=1,0,1,-2)

B = {(0,1,0,0), NCER—

}

b) Base ortonormal de S~

Un vector genérico de S cumple: ©—z—t = 0, que puedo expresar como (z,y,z,t).(1,0,—1,—1) =0,
por tanto un vector (z,y,z,t) € S es aquel que es ortogonal a (1,0, —1,—1).

a(1,0,—1,—1) serd también ortogonal a (x,y, z,t) € S, para todo o € R, por tanto:

S+ =< (1,0,—1,-1) >
(1,0,-1,-1)
V3

Base ortonormal: B={

}

¢) ¥ =proyg v+ proygi U

Es mds facil calcular la proyeccion sobre ST que la proyeccion sobre S, puesto que S+ tiene dimension
uno (una recta en ]R4) mientras que S tiene dimension 3. Por tanto obtendremos en primer lugar
proygi ¥ y a continuacion proyg U = U — proygi .

La base de S+ obtenida en el apartado anterior, B = { 1/y/3 (1,0,—1,—1) } es base ortonormal,
lo que simplifica la formula de la proyeccion.

proy g~ 0 =0-4 U

1.0,—1,—-1) (1,0,—-1.-1
proyg. 17:(1,(),1,1).( ,0,-1,-1) (1,0, -1, ):

V3 V3
1-1-1 (1,0,—-1,-1)  (=1,0,1,1)

V3 V3o 3

—-1,0,1,1 4,0,2,2
proyg ¥ = U — proyg. U:(l,(),l,l)—( ’3’ 4 ):(’ é’ )

d) La distancia de U a S es igual a la norma de proygqi U

(—=1,0,1,1)

1

d =| proygs 7| = |

S
V3



