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15.15 Subespacios vectoriales ortogonales
Consideremos el espacio euclideo canénico IR"™.

Se dice que 7 es ortogonal a un subespacio W de R" si 2 es ortogonal a todo vector w € W.

TEOREMA. 7 es ortogonal al subespacio W de IR" si y sélo si 2" es ortogonal a una base de W.

Se dice que W y H subespacios de IR"™ son ortogonales entre si si VZ'€ W, Z es ortogonal a H.

TEOREMA. W es ortogonal al subespacio H de R" si y sélo si los vectores de una base de W son
ortogonales a los de una base de H.

Ejemplo 15.12. En el espacio euclideo candnico R?, considera las rectas r =< (1,a,2) >y
s =< (1,—2,0) >. Determina el o los valores de a tales que r y s sean subespacios ortogonales.

Sol:
Las bases de r y s son respectivamente {(1,a,2)} y {(1,—2,0)}.

El producto escalar de los dos vectores es 1 — 2a, por tanto las rectas son ortogonales si y solo si
a=1/2.

La recta r es la siguiente: < (1,1/2,2) >.
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15.16 Complemento ortogonal de un subespacio

El conjunto de todos los vectores 2z’ que son ortogonales a W se denomina complemento ortogonal
de W y se denota como W+,

Ejemplo 15.13. Consideremos en el espacio euclideo candnico R? el subespacio W identificado con
un plano atravesando el origen y el subespacio L identificado con la recta que atraviesa el origen y
perpendicular al plano anterior. Se tiene entonces que VZ € L y¥w € W, Z-w = 0. Ver la figura.
En efecto, L estd formado por todos los vectores que son ortogonales a los W de W y reciprocamente
W estd formado por todos los vectores ortogonales a los 7 de L. Es decir, L =W+ y W = L+

7
;

w

N \L"

Un plano conteniendo al origen, en R3, como W, es un subespacio de R® de dimension 2. 2 vectores
base.

Tomemos por ejemplo el caso de W =< (1,0,0),(0,1,0) >.

Los wvectores ortogonales a W serdn los (z,y,z) € R? ortogonales a la base de W, es decir, tales

que:

-(1,0,0) =0 =0
(x,y,Z) ( s Yy ) N xr Por tanto WL =< (0707 1) >
(ﬂf7y,2)'(0,1,0):0 y:O

TEOREMA. Se cumplen los siguientes resultados sobre W+, siendo W un subespacio del espacio
euclideo R™.

1. W' es un subespacio de R"
2. (WhHt=w
3. WPWLH=R"

OBSERVACION:

Todo subespacio W C R"™ (salvo el 0 y el propio IR™) admite infinitos subespacios complementarios,
pero solo uno de ellos es complemento ortogonal respecto al producto escalar que se haya adoptado.

Por ejemplo, en el espacio euclideo canénico R?, cualquier recta pasando por el origen y no incluida
en el plano XY es subespacio complementario del subespacio formado por el plano XY, pero el
complemento ortogonal del plano XY es un subespacio tnico, que es la recta que define el eje Z.
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Noétese en el ejemplo anterior que para obtener los vectores ortogonales a (a,b,c) en R3 hay que
resolver la ec. (a,b,c) - (z,y,z) =0, es decir, la ec. lineal homogénea ax + by + cz = 0.

az + by + cz = 0 es la forma implicita de un subespacio bidimensional W de IR3, y expresa que
W'y < (a,b,¢) > son complementos ortogonales. Los vectores (x,y,z) de W y los vectores de
W+t =< (a,b,c) > son ortogonales entre si .

De forma maés general, para un subespacio W de dimensién d de IR", su forma implicita A ,_q  , T =
0 expresa que los £ € W, que son las soluciones, y por tanto NulA, son ortogonales a las filas de A.
La base de W la forman las d soluciones independientes del SLH, o lo que es lo mismo la base de
NulA y las filas de A forman la base de W+,

Que W sea el subespacio generado por las filas de A se expresa también asi: Wt = Col(AY).

Se tiene entonces que dada A, los subespacios Nul4 y Col(A?) son complementos ortogonales.

La ecuacién 2z + 3y = 0 de W, subespacio de R? tiene la solucién (—3,2).
Por tanto W =< (=3,2) >y W =< (2,3) >.

Es importante darse cuenta de que el “vector que aparece” en la ecuacién, en este caso (2,3), es
precisamente el ortogonal, y por tanto no perteneciente al subespacio que define la ecuacién.
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Ejemplo 15.14. Sea {(3,2,2,4),(1,0,0,2),(1,—1,—1,1)} un sistema generador de F, subespacio
vectorial del espacio euclideo candnico R*. Halla una base del complemento ortogonal de F.

Sol:

Los vectores ortogonales a los dados serdn los (x,y, z,t) que cumplan las siguientes ecuaciones:

(3,2,2,4) - (x,y,2,t) =0 3x+2y+2z+4t=0
(1,0,0,2) - (z,y,2,1) =0 forma impl. de F+: { x+2t=0
(17_17_171)'($7y721t):0 r—y—z+t=0

Las 3 ecuaciones anteriores forman un SLH por lo que ya estamos viendo que F- es un subespacio
vectorial. Para obtener la base de F- hay que resolver el sistema.

3 2 2410 1 -1 -1 1 1|0 1 -1 =11 |0
1 0 0 2 |0~ O 02 ]0l~f0 1T 1 10
1 -1 =11 |0 3 2 2410 0 5 5 110
1 -1 -1 1 |0 100 210
~l0 1 1 1 |0|~|0 11 1 |O
0 0 0 —4 |0 000 —4 |0
Tenemos 3 ecuaciones, rango 3, y 4 incognitas. Por tanto tenemos 4 — 3 = 1 pardmetro libre.

Tomando z como pardmetro libre deducimos:

—4t=0 =
y+z+t=0 = y+z2z=0 =

r=-2t = |z=0

El vector solucion es de la forma (z,y,z,t) = (0,—2,2,0) Vze R

El conjunto de vectores ortogonales a los tres dados es un subespacio vectorial de dimension 1. Una
posible base es: {(0,—1,1,0)}

Notese que aunque en el enunciado F viene dado por un sistema generador, ese sistema es base, ya
que al resolver las implicitas de F- se encontrd rq¢3.
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Ejemplo 15.15. Se considera el espacio vectorial euclideo candnico R® y en él los siguientes subes-
pacios vectoriales: W1 =< (1,1,0),(0,3,6) >, Wo =< (1,2,1) > y W3 =< (7,8,5),(6,3,1),(1,3,6) >.
Halla las bases de los subespacios ortogonales correspondientes Wf, Wj, W?)L

Sol:

a) Wit = (z,y,2) € R3 /(2,y, 2) es ortogonal a (1,1,0) y a (0,3,6)

($7yaz)(171a0):x+y:0
((L’,y,Z)‘(O,?),G) =3y +6z=0

0 3 6 |0
El sistema se encuentra ya en la forma escalonada. Tomamos z como pardmetro libre.
Jy+6z2=0 =y+2z2=0 =y=-2z2
r+y=0 =>zrx=—y =z=22

. o 110 |0
Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas. [ | ]

El vector solucion es de la forma (z,y,z) = (22,—2z,z) VzeR

El conjunto de vectores ortogonales a los dos dados es un subespacio vectorial de dimension 1. Una
posible base es {(2,—2,1)}

Wit se expresaria como Wi- =< (2,-2,1) >

NOTA: Se puede obtener Wi- =< il > , siendo it = (1,1,0) x (0,3,6) (producto vectorial).

b) Wi = (z,y,2) € R3 /(x,y,2) es ortogonal a (1,2,1)
(,y,2)-(1,2,1)=x+2y+2=0
La diltima ecuacion es la ecuacion implicita de W
Tenemos una sola ecuacion y tres incognitas, por tanto dos pardmetros libres. Dejando como
pardmetros libres y y z tendremos
x4+2y+2=0 =zx=-2y—2z y=y, z2=2
El vector solucion en forma paramétrica es (z,y,z) = (—2y — z,y,2) YyeR VzeR
El conjunto de vectores ortogonales al dado es un subespacio vectorial de dimension 2. Una posible
base es: {(—2,1,0),(—1,0,1)}.
Wit =< (-2,1,0),(~1,0,1) >

c) W:f- = (z,y,2) € R3 /(z,y,z) es ortogonal a (7,8,5), (6,3,1) y (1,3,6)
1 36 |0 1 3 6
A=16 3 1 |0 , |6 3 1] =100
78 5 |0 7 8 5

detA # 0, por tanto tememos un sistema de Cramer, con solucién unica, y como el sistema es
homogéneo, la solucion unica es la trivial.

Por tanto W3- = {(0,0,0)}.

W5 representa todo el espacio euclideo R2, por lo que era de esperar que I/V3L = {6}
Habiamos visto anteriormente como 0 es ortogonal a todos los vectores.
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Ejemplo 15.16. Se considera el espacio vectorial euclideo candnico R? y el subespacio vectorial W
dado por 2z + 1y — z = 0. Determina W,

Sol:

Podemos interpretar la ecuacion 2x+y—z = 0 como la expresion del producto escalar de dos vectores,
igualado a cero, siendo los vectores (2,1,—1) y (x,y, z). Los vectores (x,y, z) contenidos en el plano
que representa el subespacio vectorial W de R® son los vectores ortogonales al vector (2,1,-1), y
obviamente a los multiplos de éste.

En efecto si (2,1,—-1) - (z,y,2) =0 = A(2,1,-1) - (x,y,2) =0
Por tanto W+ =< (2,1,—1) >.

Ejemplo 15.17. Se considera el espacio vectorial euclideo candnico R? y el subespacio vectorial W
rz+4y+82=0
r—y+z=0

dado por la forma implicita siguiente: { . Determina W+,

Sol:

Las ecuaciones implicitas expresan que los vectores (z,y,z) de W son a la vez ortogonales al vector
(1,4,8) y al vector (1,—1,1), por tanto una base de W+ es {(1,4,8),(1,—1,1)}.
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Ejemplo 15.18. Obtén una base del complemento ortogonal de
W =< (-1,0,0,1),(4,1,-1,-2),(3,1,-1,—1) >.
15-16 Junio GIM sin Matlab
15-16 Septiembre GIM sin Matlab

Sol.:

Los vectores ortogonales a los dados serdn los (x,y, z,t) que cumplan las siguientes ecuaciones:

(-1,0,0,1) - (x,y,2,t) =0 —z+t=0
(4717_17_2)'($)y)zvt) O 4$+y—2—2t:0
(3,1,—1,—1)'($,y,2,t)20 3r+y—2z—t=0

Las 3 ecuaciones anteriores son las ecuaciones implicitas de W,

-1 0 0 1|0 -1 0 0 110 -1 0 0 110
4 1 -1 =2 |0o|l~] 0 1 -1 2]0{~|0 1 -1 2|0
3 1 -1 -1 |0 0 1 -1 210 0 0 0 010

Tenemos en realidad dos ecuaciones, por tanto dimW+ =4 —2 =2 (dos pardmetros libres).

La base se obtiene resolviendo el sistema:
=t y=z—2t z y t pardmetros libres.

Por tanto la forma paramétrica de los vectores de W+ es (t,z — 2t,2,t) y la base mds sencilla:

B=1{(1,-2,0,1),(0,1,1,0)}

-2z —-—y+2z=0

Ejemplo 15.19. Considerado en R* el subespacio W de ecuaciones implicitas: { 0
o —

una base ortonormal del complemento ortogonal de W es:
15-16 Septiembre GIQ) Sin Matlab
Sol.:

Los coeficientes de las ecuaciones de W son la base de W+, B = { (-1,0,0,1) , (=2,-1,1,0) }.
La base no es ortonormal. Para calcular la base ortonormal tomamos el primer vector de B vy
determinamos el sequndo imponiendo la pertenencia a W+ y la ortogonalidad al anterior.

Obtenemos la forma implicita y forma paramétrica de W:

1 -2 =z -1 -2 =z —1 -2 z
0 -1 y 0 -1 vy 0 —1 y

0 1 2zl lo 1 2 |7lo0o 0 y+z
1 0 ¢t 0 -2 z+t¢ 0 0 z—-2y—+t

Las ecuaciones impl. de W+ son: y+2z =0,2—2y+t = 0 y la forma paramétrica: (—2z—t, —z, z,t).
La condicion de ortogonalidad al primer vector aniade: —x +t = 0.

Sustituyendo la igualdad anterior en la expresion paramétrica obtenemos 2z +t 4+t = 0, por tanto
t = —z. La expresion paramétrica queda entonces en funcion de un dnico pardmetro: (—z,—z,z, —z)
y la base ortonormal serd:

B ={(~1,0,0,1)/v2,(1,1,-1,1)/2}



