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15.5 Longitud o norma de un vector

Sea el espacio euclideo candénico IR™ y ¥ € R". Se denomina norma o longitud de v al escalar no
negativo || ¥ || definido por:

| T||= VU - 9=V 7
Notese que la raiz estd definida, ya que ¥ - ¥ es positivo.

La expresion general de la norma es la siguiente:

| 7]|l=VT-T7=Vit T=0vF+v3+.. +0v2 3]

Propiedades de la norma:
o [[cv|=lef | 7]

e Desigualdad de Schwarz  |u-d] < |4 ]| | 7]
La igualdad se cumple cuando alguno de los dos vectores es nulo, o, sin serlo, ¥ = AU para
algin A € IR

e Desigualdad de Minkowski o desigualdad triangular || @+ 7| < [[d |+ |7

La igualdad se cumple cuando alguno de ellos es nulo, o, sin serlo, @ = A\ para algin A € R™

Un vector 7 € R™ se dice vector unitario si || ¥ [|= 1

Multiplicando el vector no nulo ¥ por el escalar ﬁ obtenemos un vector 7, = ﬁff que es unitario
y del que decimos que tiene la misma direccién y sentido que ¢. El proceso de crear ¥, a partir de
¥ se denomina normalizacién de 7.
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15.6 Distancia entre dos vectores

A continuacién vamos a definir la distancia entre vectores. Recordamos que si a y b son nimeros
reales, la distancia en la linea de nimeros entre a vy b es el nimero |a — b|. En la figura se da un
ejemplo.

2-8[=[-6[=6 8—2[=1[6| =6
(=3) =4 =|=7 =7 4= (=3)| = 7| =7

Esta definicién de distancia se puede extender a R™.
Dados 4,7 € R", la distancia entre @ y v, denotada como dist(, ¥), es la norma del vector ¥ — .

Esto es, dist(u,7) =|| v — @ |= /(T — @)} (¥ — @)

Propiedades de la distancia:
o dist(@, ) > 0si 4 # v,y dist(d, %) =0
o dist(u, ¥) = dist(, @)
e Desigualdad triangular  dist(, ) < dist(u, W) + dist(, ¥)

La expresion general de la distancia entre dos vectores i y ¥ en el espacio euclideo canénico R"™ es
la siguiente:

dist(@, 7) = /(v1 — u1)? + (va —u2)? + ... + (vn — uy)? 4]
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Ejemplo 15.2. En el espacio euclideo candnico R?, calcula la distancia entre los vectores ¢ = (7,1)
yu=(32).

Sol.:

L 7
o[ ]
|- = T @ (- = VE+ (1 = VI

Los vectores i, v y U — 4 se muestran en la figura. Sumando al vector ¥ —u el vector u , el resultado
es U. Nota como el paralelogramo de la figura muestra que la distancia de @ a U es la misma que la
distancia de 0 a U — .

<L

—

Ejemplo 15.3. En el espacio euclideo candnico R*, calcula la distancia entre los vectores ¥ =
(77 17 175) y ’L_[:: (3? 27 173)'

Sol.:
T—ii=(4,-1,0,2)

dist = | T— @ |= VI + 1+ 0+ 4 =21
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15.7 Angulo entre dos vectores

En el espacio euclideo canénico R"™ se define dngulo entre dos vectores i y ¢, ninguno de ellos nulo,
como el escalar v = ang(w, v) siguiente:

a€[0,7] tal que @' v=|@| | 7] cosa
: at v
Despejando cosa: cosa = —— _ (5]
lall 7]

|
il T=0a=m/2

o' >0 a€l0,m/2)

Sid=X con A>0 = @ ¥=a" \i=\u"u)>0
Ala? Al
cosa = —— — = — =1 =a=0
fall N Aal (A a]?
o i U< 0& ac€ (r/2,7]
Sid=XM con A<0 = @ d=u' i=\a"ud)<0
costr — Ala]? :/\MHQ:_l o
fall N Aal (AL a2

Noétese que @' ¥ = @ - T en el espacio euclideo canénico.

OBSERVACION: Dos vectores @ y ¥ no nulos del espacio euclideo son linealmente dependientes si
y sélo si el angulo que forman es 0 o 7.
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Esquema del angulo formado por dos vectores:

| Espacio gucLipeo |
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15.8 Vectores ortogonales

Dos vectores @ y ¥ del espacio euclideo canénico IR"™ son ortogonales entre si si @ -7 = @' ¥ = 0

El vector cero es ortogonal a todos los vectores de R™, pues 0-7 =0 V& e R™.

Teorema de Pitagoras

Dos vectores @ y U son ortogonales si y sélosi || 4+
| @+ 2= (@+79) (@+70) =ad-(@+70)+7-(@+7) =
=0 U+a-T+Tui+T-v=|a|*P+ | TP +2a

Esquema para el espacio euclideo canénico IR?:

- - > - > -
\4 ut+v v ut+v
@ @
[u+vl[E = [[ullz + [IvI2 B la+vife = [[allE + [IVIe + 2 d . v
- -
u u
- - - e
u y v ortogonales u y v no ortogonales

(Recuérdese como la suma de dos vectores coincide con la diagonal del paralelogramo que definen).

Observacion: En la figura de la derecha se tiene que 4 - ¥ es mayor que cero por lo que la norma al
cuadrado de la suma es mayor que la suma de los cuadrados de las normas. Si el dngulo formado
por @ y ¥ fuera obtuso, y por tanto el producto escalar negativo, entonces el cuadrado de la norma
de la suma seria menor que la suma de los cuadrados de las normas.
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)7
y

Ejemplo 15.4. En el espacio euclideo candnico R? considera los vectores @ = (7,1), 7= (-3
w=(3,-3) y Z=(4,-3). Calcula el dngulo que forman los siguientes pares de vectores: i y U,
w, yu vy 7z

)3
u

(7,1) (=3,3) =50 V18 cosa
—2143 —18 —18 —18 3
cosa = ——

V50VIS  VA0VIS V25 x4dx9 5x2x3 5
El dngulo es o = 2.2143 radianes = 126.8699 grados

(7,1) (3,-3) =50 V18 cosa
21 —3 18 V18 3v2 3

COsStx = = = -

VAOVI8  VBOVIZ VB0 Bxv2 b
El dngulo es o = 0.9273 radianes = 53.1301 grados

Ndtese que U y W son vectores opuestos, por tanto la suma del dngulo de U con U mas el dngulo de
i con W es igual a 180 grados.

(7,1) (4,-3) =50 5 cosa
28 -3 25 ) )

El dngulo es o = 45 grados
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15.9 Angulo formado por dos rectas o dos subespacios de dimensién
1

Dados dos subespacios unidimensionales de R"™, Vi =< 1 > y Vo =< ¥ > se obtiene el angulo
formado por ellos tomando un vector base de cada uno, con producto escalar mayor o igual a cero,
y determinando el &ngulo para ese par de vectores.

Obviamente el dngulo entre dos rectas o dos subespacios de dimensién 1 solo puede tomar valores
entre 0 y 7/2 radianes.

Ejemplo 15.5. Obtén el dngulo formado por las siguientes rectas de R3: r; =< (1,2,3) > y
ro =< (3,5,—7) >.

Sol.:
El producto escalar de los dos vectores base dados en el enunciado es 1 x 3+2 x5+ 3 x (=7) =
3+ 10 — 21 = —8. Tomamos entonces como base de Va el vector opuesto, (—3,—5,7) y calculamos

el dngulo con este vector.
(1,2,3) - (=3,-5,7)=-3—-10+21 =8

8

= 0.2347
V(I +4+99+25+49

COosx =

a = 76.4269 grados
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15.10 Bisectriz de dos rectas o dos subespacios de dimensiéon uno

Exs qu—o Euwlideo
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15.11 Conjuntos ortogonales y ortonormales
Consideremos el espacio euclideo canénico IR"™.

Un conjunto de vectores S = {01, ¥, ..., 7y} del espacio euclideo se dice que es un conjunto orto-
gonal si cada par de vectores distintos del conjunto es ortogonal, es decir, si @ - U; = 0V 7 # j.

Un conjunto de vectores S = {01, s, ..., 7y} del espacio euclideo es un conjunto ortonormal si es
un conjunto ortogonal de vectores unitarios.
V-0 =0 Vi#j - =1Vi=1,...,n

TEOREMA. Si S = {t],%,...,7,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos del espacio
euclideo IR™, entonces S es un conjunto linealmente independiente y por tanto es una base del
subespacio generado por S.

Demostracién: Supongamos que 3 ¢, ¢, ... ,¢p / 0=ci¥ + coty + ...+ cpUyp 1]
0:6-171 = (61171+62172+...+Cp17p)-171
0= (c171) - V1 + (cot2) - V1 + ...+ (Cpi_fp) -
0= 01(171 . ’(71) + 62(172 . 171) + ...+ Cp(ﬁp . 171)
0=ci(U1-71) ya que ¥ es ortogonal a Uz, ... ,Up.
Como ¥ es no nulo, ¥; - ¥1 no es nulo y por tanto ¢; = 0. Similarmente se puede demostrar que

C2,...cp tienen que ser cero, multiplicando [I] por ¥y, ..., ¥, respectivamente. Por tanto el conjunto
S es linealmente independiente. O

15.12 Base ortogonal y base ortonormal

Una base ortogonal de un subespacio W de IR"™, espacio euclideo, es una base de W que es ademas
un conjunto ortogonal.

Una base ortonormal de un subespacio W de IR", espacio euclideo, es una base de W que es
ademas un conjunto ortonormal.

TEOREMA. De cualquier subespacio W del espacio euclideo IR™ se puede obtener una base orto-
gonal, y mediante normalizaciéon de ésta, una base ortonormal.

TEOREMA. La base candnica de IR™ es base ortonormal del espacio euclideo canénico.

En efecto, al ser G = I, los vectores de la base candnica son unitarios y ortogonales dos a dos.
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Ejemplo 15.6. Muestra que {U1, 72,73} es un conjunto ortogonal del espacio euclideo candnico R3,
siendo

-1 -1
U1 1|, vo= 21, vs=|—4
1 7

Consideremos los tres posibles pares de vectores distintos, a saber {Uy,Us},{v1, 03} y {U2,7s}.

BT = 3(—1) + 1(2) + 1(1) = 0
v .03 =3(=1/2) + 1(=2)+ 1(7/2) =0
Uy - U3 = —1(—1/2) + 2(—2) + 1(7/2) =0

Cada par de vectores distintos es ortogonal, por tanto {Uy,va2, U3} es un conjunto ortogonal.

Ejemplo 15.7. Muestra que {51,52, 53} es una base ortonormal del espacio euclideo candnico R3,
stendo:

3/V11 ~1//6 ~1//66
b= | 1/Vi1|, b 2/V6|, bs= |—4/\66
1/V/11 1/V6 7//66

-9 1 1 (941+1) 11

by - by = — = ==

e TR TS| 11 11

Lo 1 4 1 (14441 6

brba=G TG T !

L. 1 16 49 (1+16+49) 66

by b3 = — + — LrEOTR 2

3= 56766 66 66 6

;7 -3 2 1 (-3+241)

302 — —
fo f\f VIIVG  V11V6

P 3 —4 7T (=3—4+7)

103 — —
ff ff VIIV66 V1166

Lo 1 8 7 1-847

b2'b3 ( +)

VBVG6 ' V6VE6 | V6v66  VI1VG6

El conjunto {51,52,53} es un conjunto ortonormal, luego es linealmente independiente, y por tanto
forma una base de R3 (son 3 vectores). Por ser un conjunto ortonormal es una base ortonormal.

Cuando los vectores de un conjunto ortogonal se “normalizan” para tener longitud unidad, el nuevo
conjunto sigue siendo ortogonal, y por tanto, al tener longitud unidad, forma un conjunto ortonormal.

Estos son de hecho los vectores ortogonales del ejemplo anterior, pero normalizados para hacerlos
unitarios.
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15.13 Coordenadas relativas a base ortogonal u ortonormal

Las coordenadas de un vector de un espacio euclideo IR"™ respecto a una base B ortogonal se pueden
calcular, aparte de utilizando el método general, aplicando una expresién muy sencilla, que vemos a
continuacién.

TEOREMA. Sea B = {51, 52, ce gd} una base ortogonal del subespacio W de IR", espacio euclideo.
Entonces, las coordenadas de i € W relativas a esa base son los ¢; tales que

1

i =1,...,d) [8a]

C; =

l@l
S
—~
~

S
&

S
&

Demostracion: i = 0151 + czgg 4+ ...+ cdl;d

Multiplicando escalarmente la expresién anterior por el vector b; obtenemos:

- - - — — —

y-bp=cb b1 +04+...+0=1c1b; - b = g’.blzclgl.gl

!

1
E

“fl
S

Despejando cy:

CcCl1 =

S

v lo mismo para el resto de las coordenadas hasta cg.

El teorema se verifica para todo subespacio de R", incluido el propio IR™. Por tanto dada la base
ortogonal de R™ B = {b1,ba,...,b,}, las coordenadas de § € R" relativas a esa base son los ¢; tales
que

>~

Sy
S|&
—
-~

C; =

1
1

COROLARIO. Sea {1, s, ..., Uz} una base ortonormal del subespacio W de un espacio euclideo
IR". Entonces, las coordenadas de i € W relativas a esa base son los ¢; = ¢-4; (i=1,...,d) [8b]

OBSERVACION: La ecuacién [8] es una ecuacién escalar, pues iguala escalares. Veremos mds
adelante una ecuacién similar a la [8], que es precisamente esa ecuacién multplicada por el vector b;,
que aparece en numerador y denominador.

Veremos que para cada 1,

CZE,L:E/,ZZ? l_);
bi - b;

es la expresion de la proyeccién ortogonal de ¢ sobre el subespacio < 51 >.

Cada coordenada ¢; de un vector i de W, _respecto de una base ortogonal de W, es la coordenada
de la proyeccién de ¥ sobre la direccién < b; > respecto de la base {b }.

Si la base no es ortogonal las coordenadas de un vector no son iguales a las coordenadas de las
proyecciones ortogonales sobre las rectas definidas por esas bases.

Utilizando la base canénica de IR3, que es ortonormal, es obvio que las proyecciones ortogonales
del vector (a,b,c) sobre los ejes X, Y, Z son respectivamente (a,0,0) = a €1, (0,b,0) = b é y
(0, 0, C) =cC 53.
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15.14 Obtencion de bases ortogonales de subespacios

Ejemplo 15.8. Sea B = {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1)} base del subespacio W del espacio euclideo
candnico R*. Calcula la ecuacion implicita de W y una base ortonormal de W.

Solucion:

Obtendremos en primer lugar la ec. implicita de W. (x,y,z,t) € W si y sdlo si (z,y,z,t) es
combinacion lineal de los vectores de la base B.

1 00 |=x 100 | =z

1 10 |y 010 |y—= . B
111 |- ~1o o0 1 | 2—y compatible &t — 2 =10
1 11 |t 000 |t—z

Por tanto la ecuacion implicita de W es z—1t =10

La forma implicita también se podria haber obtenido resolviendo el SLH con matriz de coeficientes
PY, siendo Pp la matriz cuyas columnas son los vectores de la base B. Obtendriamos la solucidn
(0,0,1,—1), y esa solucion es fila de la matriz de coeficientes de la forma implicita de W, por tanto
z—1t=0.

Seguidamente pasamos a determinar una base ortonormal. En este caso es sencillo, ya que de la ex-
presion general de los vectores de W como (x,y, z, z) la base inmediata que se deduce es directamente

ortogonal.
1 = (1,0,0,0) v =(0,1,0,0) v5=(0,0,1,1)

La base ortonormal es: {(1,0,0,0),(0,1,0,0), %(0,0, 1,1)}
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Ejemplo 15.9. En el espacio euclideo candnico R* se considera el subespacio S = {(z,y,z,t) €
R*/z — 2z —t = 0}. Calcula una base ortonormal de S.

Solucion:

S tiene 4 variables y una ecuacion implicita por tanto dimS=3. De la forma implicita se deduce la
forma paramétrica (z +t,y, z,t), y a partir de esta vemos que la base mds sencilla que se obtendria
es:

B = {(0,1,0,0), (1,0,1,0), (1,0,0,1)}

Los vectores primero y sequndo o primero y tercero son conjunto ortogonal, pero no los tres. Tomare-
mos los dos primeros, y para calcular el tercer vector (x +t,y, z,t) impondremos la ortogonalidad a
los dos primeros:

(z+t,y,21t).(0,1,0,00=0 = y=0
(z+ty,21t).(1,0,1,00 =0 = 224t=0 = t=-2z

Por tanto (z + t,y,z,t) pasa a ser (—z,0,z,—2z), y el tercer vector ortogonal mds sencillo es:
(-1,0,1,-2)

Comprobaciones:
(0,1,0,0).(1,0,1,0) =0
(0,1,0,0).(=1,0,1,-2) = 0
(1,0,1,0).(-1,0,1,-2) = —-1+1=0

(170a ]-a 0) (_17 07 1’ _2)

Base ortonormal: B =1{(0,1,0,0)
) ) ) Y \/i ) \/é

}

Otro procedimiento para calcular el tercer vector consiste en resolver el siguiente sistema de tres

z—2z—t=0
ecuaciones: y=20
r+2=0

La primera ecuacion es la de S y las otras dos las de las condiciones de ortogonalidad a U1 y a Us.
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Ejemplo 15.10. En el espacio euclideo candnico R® se considera el subespacio S = {(x,y, z,t,r) €
R®/z —z —t+ 7 =0}. Calcula una base ortonormal de S.

Solucion:

S tiene 5 wvariables y una ecuacion implicita por tanto dimS=4. De la forma implicita se deduce
la forma paramétrica (z +t —r,y, z,t,r), y a partir de ésta vemos que la base mds sencilla que se
obtendria es:

B ={(0,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(—-1,0,0,0,1)}

Los wvectores primero y sequndo o primero y tercero son conjunto ortogonal, pero mo los cuatro.
Tomaremos los dos primeros, y para calcular los otros dos vectores (z+t—r,y, z,t,r) impondremos
la ortogonalidad a los dos primeros:

(z+t—ry,21t7r).(0,1,0,0,00=0 = y=0
(z+t—ry,21tr).(1,0,1,0,00=0 = z+t—r+2=0=2z4t—r=0 = r=2z+1

Por tanto (z +t —r,y,z,t,r) pasa a ser (z+t—2z—1,0,2,t,2z +1t) = (—2,0,2,t,2z + t).

Los wvectores li. entre si mds sencillos que salen son (—1,0,1,0,2) y (0,0,0,1,1). Ambos son
ortogonales a Uy y Va2, pero no son ortogonales entre si . Por tanto tomamos U3 = (0,0,0,1,1), por
ser el mds sencillo, y buscamos un vector de la forma (—z,0,z,t,2z +t) que sea ortogonal a Us.

{(—z,o,z,t,2z+t).(o,o,o,1,1):0 424t =0 = 2:42%=0 = t——2

Por tanto la forma paramétrica (—z,0,z,t,2z + t) (familia de ortogonales a U y U2), pasa a ser
(=2,0,2,—2,2) (familia de ortogonales a Uy , Vo y U3), y el vector mds sencillo que obtenemos es:
71 =(-1,0,1,—1,1)

Comprobaciones:
(0,1,0,0,0).(1,0,1,0,0) =0 U1 - Uo
(0,1,0,0,0).(0,0,0,1,1) =0 U1 - Us
(1,0,1,0,0).(0,0,0,1,1) =0 Us - U3
(-1,0,1,-1,1).(0,1,0,0,0) =0 Uy - U1
(-1,0,1,-1,1).(1,0,1,0,0) =0 Uy - Vo
(-1,0,1,-1,1).(0,0,0,1,1) =0 Uy - Us

(1,0,1,0,0) (0,0,0,1,1) (~1,0,1,—1,1)
Ve o oo ove 2

Base ortonormal: B = {(0,1,0,0,0),
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Ejemplo 15.11. En el espacio euclideo candnico R* se considera el subespacio F de forma implicita:
r—2y+t=0

0 . Calcula una base ortonormal de F. 2015-2016 Septiembre GIM Sin Matlab
ytz=

Solucion:

S tiene 4 variables y dos ecuaciones implicitas independientes por tanto dimF =2. De las ecuaciones
se deduce la siguiente forma paramétrica: (2y — t,y,—y,t). La base mds sencilla que resulta es
{(2,1,-1,0),(—1,0,0,1)}, que no es ortogonal.

Para obtener una base ortogonal tomamos v; = (—1,0,0,1), que es el mds sencillo de los dos, y
resolvemos el sistema de tres ecuaciones siguiente (dos de F' y la otra es la condicién de ortogonalidad
a 171)

T — 2y +t=0
y + z =0
—x +t=0

= x=t;y=1; z= —t, por tanto el seqgundo vector es Uo = (1,1,—1,1)

(=1,0,0,1) (1,1,-1,1)
V2o 2

Solo queda normalizar la base: B=/{

}



