Capitulo 15

Espacio euclideo canénico IR"

15.1 Definicion de forma bilineal

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo IK. Una aplicacién

f:V xVi— K se dice que es una forma bilineal si Vv, v9,v3 € V y Ve, 8 € K, verifica:
f(v1 +v2,v3) = f(v1,v3) + f(v2,03) flavi,v2) = af(vi,v2)
f(vi,v2 +v3) = fvr,v2) + f(v1,v3) f(v1, Bua) = Bf(v1,v2)

Observaciones: El término “bilineal” indica que f es lineal respecto de los dos vectores o elementos
de V. El uso del término “forma” en vez de “aplicaciéon” indica que la imagen es un escalar del
cuerpo K.

Propiedades:
f(0V7U> - f(u70V) =0 Vu,veV
f(_uvv) = f(u7 _U) = _f(u’ U)

Notacién: ’ flu,v) =pe K ‘

e Se dice que la forma bilineal f de V x V en IK es simétrica, si Yu,v € V' se cumple
flu,0) = f(v,u).
e Se dice que la forma bilineal f de V x V en KK es definida positiva, si Vu € V se cumple

f(u,u) >0, con f(u,u) =0 u=0y.

15.2 Producto escalar

Se denomina producto escalar o producto interno a toda forma bilineal f de V' x V en IK que
sea simétrica y definida positiva.

[T
.

Notacion: El producto escalar se denota con un punto , es decir, f(u,v) =u « v

Consideraremos a partir de ahora unicamente productos escalares en V- =1R", espacio vecto-
rial sobre el cuerpo IR.
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15.3 Matriz asociada a un producto escalar

Expresando los vectores mediante sus coordenadas respecto de la base candnica, el desarrollo del
producto escalar f queda de la forma siguiente:

T . g: (.%'151 +$2€2+---+xn€n) . (y1€1+y2€2—|—...+yn€n) =

.%'1(:1/151 . €1+y2€1 .é’2+...+yné'1.é’n)+x2(y1€2.€1+y2€2 -€2+...+yn€2. gn)+
+2, (Y160 + €1 + Y2En <2+ ...+ Yp€pe€n) =

€1-€1 €1-6 €1-€n| [y
62 51 62 . 52 e 52 . gn Y2
(21 2 ... @) : : . : : = Gy=p [1]
gn : gl gn . 52 é’n gn Yn
~~
G

G es la matriz correspondiente al producto escalar, respecto de la base candnica de R™.

Gij = €i = €
gij = gji por ser la forma bilineal simétrica, por tanto la matriz G es simétrica.

A la matriz G se le denomina métrica del producto escalar. Al espacio vectorial IR™, una vez se
le dota de un producto escalar determinado, es decir, de una métrica determinada, se le denomina
espacio euclideo R". La matriz G debe cumplir propiedades adicionales a fin de que la forma
bilineal sea definida positiva, por tanto no basta con que G sea simétrica. Una condicién necesaria y
suficiente para que G simétrica corresponda a un producto escalar es que todos sus valores propios
sean positivos estrictamente. La existencia de n valores propios reales (incluyendo multiplicidades)

estd garantizada para toda matriz simétrica !

No demostraremos este resultado
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Cambio de base

Suponemos una base B distinta de la canénica, B = { b1, ba, ..., by }.

Entonces las coordenadas de 7 relativas a la base B serdn [Z]p =

281

y las coordenadas de

xn
y1
relativas a la base B, [y]p =
Yn
El producto escalar f quedara desarrollado entonces como:
. . bg-bl b2-b2 bg-bn yé .
T oy=[a) ap o] | . S : S| =1 G s =r
bp-bi bp-by ... by-byl [Yn
G/
El resultado del producto escalar es el mismo escalar p.
Sustituyendo (7] = P3'% y [§lp = P3'9, con Pp = | by by ... by ], en la expresion 7% G )b,
obtenemos:

(P32 G Pgly =34 (Pp')t G' PRly=3" G §

Denotando P = Ppg para simplificar, tenemos:

G = (P—l)t Gl P—l

Obviamente, G’ cumple también los requisitos de ser simétrica y tener todos los autovalores positivos

estrictamente.

Supuesto un producto escalar y dos bases B y B’ cualesquiera, la relacién entre la matriz G referida

a la base B y la matriz G referida a la base B’ es la siguiente:

Gy = (Pil)t Go p1

, siendo P la matriz de paso de las coordenadas relativas a la base B’ a las coordenadas referidas a

la base B. Es decir, P[Z]p = [Z]p.
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15.4 El espacio euclideo canénico IR"

El producto escalar f mas sencillo en R es el definido asi :

f(€i,€;) =€ « € = 0;; , siendo la funcién d;; la que toma valor 1 si ¢ = j y valor 0 sii # j, y
siendo {€1, ..., €,} la base canénica de R".

La matriz asociada G respecto de la base canénica es por tanto la identidad I,,, con g;; = d;;.
Se le denomina “producto escalar canénico”, utilizandose también las expresiones “producto escalar
usual” o “producto escalar habitual”.
La expresion del producto escalar candénico es por tanto:
U1
— —t vz
UeU=u1 V=0 V=uyug ... up] | . = uyv] + Uy + ... + Uy,
Un

Al espacio euclideo IR™ en el que se considera el producto escalar candnico se le denomina espacio
euclideo canénico R".

A partir de ahora denotaremos el producto escalar canénico con un simbolo més pequeno, como - v

La definicién i - ¥ = @'v cumple en efecto los requisitos de todo producto escalar, es decir, ser una
forma bilineal simétrica y definida positiva.

Las tres propiedades son sencillas de demostrar, por lo que la demostracion se presenta solo para un
apartado.

e Bilinealidad:
(U+7) - =

U
En efecto, (@ + 0) - @ = (@ + )0 = (@ + 00 = @0 + v'0 = @ - & + U - @

2 3
U= |5l yv=| 2
~1 -3
3
T-v=uv=02 -5 —1]| 2| =2x34+(-5)x2+(-1)x(-3)=6—-10+3= -1
-3
2
T-i=0d=[32 —3]|-5| =3x2+2x(-5)+(-3)x(-1)=6—-10+3=—1
-1

Consideraremos a partir de ahora unicamente el producto escalar habitual o candnico



