Capitulo 4

Espacios vectoriales: Parte 2

4.1 Subespacio generado

Definicién 4.1. Sea S = {v1,v2,...,v,} C V, siendo V un espacio vectorial sobre IK. El con-
Junto de todas las combinaciones lineales de vi,va, ..., v, se denomina subconjunto generado por
{vi,v2,..., v}, y se denota < vi,ve,...,vp >.

Es decir, < wvi,va,...,v, > es el conjunto de todos los elementos que se pueden escribir de la forma:
clv] +cv2 + ...+ cpUp ,  cOnCy,Ca,...,cp € K.

También se utiliza para el subespacio generado por S la notacion < S >.

Teorema 4.1. Dado {vi,va,...,vp} CV, <wvy,v2,...,vp > es subespacio de V.
Demostracion: o Oy = 0vy +0v2 + ...+ 0v)p
o u=MNuv+ v+ ... F AUy, V=01 A oV . Uty =
u4v= (A4 p)vr + (Ao + p2)ve + ..o+ (Ap + pp)vp

o u=X\Nv1+Xv2+ ...+ v, = cu=(cA)vr + (ch)va + ...+ (cAp)vp
O

A partir de ahora al “subconjunto generado” lo denominaremos “subespacio generado”. Asi <
v1,02,...,Vp > sera el subespacio generado por el conjunto {vi,va,...,vp}.

4.2 Sistema generador

Definicién 4.2. Un conjunto de elementos S = {vi,v2, ... ,v,} C H, siendo H subespacio vectorial
de V', espacio vectorial sobre IK, es un sistema generador o sistema de generadores de H, st Vv € H
Jer,e,...cp e K /v +eaua+ .. vy =v  [3]

es decir, si para todo v € H, v es combinacion lineal de los elementos de S.

Con frecuencia abreviaremos la expresion “sistema generador” como s.g.
Teorema 4.2. S es s.g. de H &< S >=H

Demostracion: * =

Por una parte, H C< S >, ya que todo elemento de H puede generarse como c.l. de los
elementos de S.

Por otra parte, < S >C H, ya que los elementos de S pertenecen a H, por definicién de s.g.,
y por ser H subespacio vectorial todas las c.l. de sus elementos estdn contenidas en él.
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Por cumplirse que H C< S >y < S >C H, se deduce que H =< § >
o =

H =< S >, por tanto los elementos de S pertenecen a H, cumpliéndose la primera condicién.
Ademas S es s.g. de H, pues todos los elementos de H son combinaciones lineales de los
elementos de S.

O
4.3 Ejemplos de sistemas generadores y sus subespacios generados
Subespacios de R como subespacios generados

Sea ¥ un vector no nulo de R3. Entonces el subespacio < ¥ > es la recta de R? que pasa a través
de 0 y del extremo del vector 7.

Si @ y ¥ son vectores no nulos de R3, y ¥ no es miltiplo de @, entonces < i, 7 > es el plano de R?
que contiene @, Uy 0.

Por otra parte, < i, 7,w >= R? si cualquier par de esos vectores genera un plano y el tercero no
pertenece a dicho plano, es decir, no es combinacién lineal de ellos.

Subespacios de matrices como subespacios generados

S={ [(1) 8} ) [8 (1)] } es sistema generador de las matrices diagonales de orden 2.

Todas las matrices diagonales de orden 2 se pueden expresar como c.l. de estas dos.

10 0 0 -
D=« [O 0} +p [0 J en forma paramétrica
1 0] (00O .
D =< [0 0] , [O J > como subespacio generado

1
S={ [_(1) 0} } es sistema generador de las matrices antisimétricas 2 x 2

Todas las matrices antisimétricas de orden 2 se pueden expresar como multiplos de esta matriz.

H=a«a [_(1) (1)} en forma paramétrica

H=< [_(1) (1]] > como subespacio generado
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4.4 Sistema generador linealmente dependiente o independiente

Teorema 4.3. Dado S = {vi,v2,...,v,} sistema generador del subespacio vectorial H de V', existe
un subconjunto de S linealmente independiente que también genera H.

Demostracion: e Si el conjunto inicial es linealmente independiente, entonces el subconjunto
Li. es el propio conjunto inicial y el nimero de elementos l.i. es p.
e Si el conjunto es 1.d., entonces al menos un elemento es combinacién lineal del resto.
Supongamos que vy sea c.l. del resto. v1 = Agva + Azvz + ...+ Apvp
Sustituyendo vy en [3] obtenemos para v € H:
v = c1( AU+ A3u3+. . .+ ApUp)FCov2+. . vy = (c1Aatc2) v+ (c1A3+c3)vz+. . .+ (1 \p+cp)vp
Por tanto {vs,...,v,} sigue generando H.

Hemos eliminado v;. Procediendo de este modo vamos eliminando elementos “c.l. del resto”
hasta que todos los que quedan son linealmente independientes entre si. Asi queda demostrado

que el subconjunto 1. i. también genera H.
O

Sistema generador del subespacio H de R"

S ={t,va, ... ,Uptessg de H=VIiecH [0 Y2 ... Up | &] es compatible.

Distinguimos dos tipos de sistemas generadores S

e Si el rango de los vectores es p, S es L.i., el sistema es compatible determinado y la expresion
de Z € R"™ como c.l. de los vectores de S es tinica (los coeficientes son tnicos).

e Si el rango de los vectores es menor que p, S es l.d., el sistema es compatible indeterminado y
¥ se puede expresar de infinitas maneras como combinacién lineal de los vectores de S (existen
infinitas soluciones de coeficientes).

El Teorema 3.10 permite extraer de un s.g.l.d. un s.g.l.i.. Ventaja del s.g.l.i: minimo ndmero de
vectores generadores y expresion de la c.l. tnica. Han de eliminarse los vectores correspondientes
a columnas no pivotales, porque ellos son combinacién lineal de los vectores correspondientes a
columnas pivotales.

Sistemas generadores del espacio vectorial completo IR"

S ={V,02,...7p} ess.g. de R" & V & € R" el sistema lineal | ¥} U ... ¥, | Z | es compatible.

La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible para todo T, es decir, que
rgA=rgA* para todo &, es que el r1gA, con A = [ ¥} ¥ ... U, |, sea igual al nimero de filas, que es
a su vez el nimero de componentes de los vectores, es decir, rgA=n. El ntumero de vectores, p, ha
de ser por tanto mayor o igual que n. Si p > n el s.g. es L.d. y puede reducirse a s.g.l.i. eliminando
las columnas no pivotales. Si p = n ya se tiene el s.g. 1.i.
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Ejemplo 4.1. ; Es B=1{ (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0) } un sistema generador de R>?.
s Bs B=1{(1,0,0), (1,1,0), (0,1,0) } sistema generador de algin subespacio de R>?.

Sol.

El conjunto B no es sistema generador de R3 ya que el sistema
110 |=z
0 1 1 |y| noes compatible para cualquier (z,y,z) € R?
000 |z

En particular no es compatible para los vectores de la forma (x,y, z) con z # 0.

El conjunto B es sistema generador del subespacio formado por el plano XY, que viene dado por la
ecuacion z = 0.
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Ejemplo 4.2. Sea el sistema generador de R®, C = { (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1) }. Obtén
un subconjunto C' de C' que sea linealmente independiente y sistema de generador de R3.

En efecto el conjunto C' es sistema generador de R3 ya que el sistema
1100 |z
0 1 1 0 |y| es compatible para cualquier (x,y,z) € R3, por ser rg[ty Uy 3 U4 = 3 =
0001 |z

numero de filas.

C es ligado, pues tenemos cuatro vectores y rango 3. Para obtener un subconjunto l.i. que sea a su
vez sistema generador hay que eliminar un vector que sea c.l. del resto.

Eliminando s (columna no pivotal) tenemos un subconjunto linealmente independiente (rango igual
a niimero de vectores, 3) y generador de R3, pues el correspondiente sistema es compatible para todo
(z,y,2) (rgA = rgA* = 3). Luego una solucion posible es C' = { vy, s, Uy }

Alternativamente, podriamos haber eliminado Us, queddndonos con el subconjunto C' = { vy, U3, U4 }
que también es linealmente independiente y generador de R3.

No seria vdlido eliminar Uy, pues en este caso sélo podriamos generar vectores de la forma (x,y,0).
Si z # 0 el sistema seria incompatible (rgA=2 y rgA*=3).

Podemos demostrar que si es posible eliminar 01 y quedarnos con el subconjunto C' = { vy, U3, Uy }.

100 |2] [LOO |a
1 10 |yl~[010 |y—=
001 ]z 001 |z

En efecto el subconjunto es linealmente independiente (rango igual a nimero de vectores, 3) y gene-
rador de R3, pues el correspondiente sistema es compatible (rgA = rgA* = 3)

El procedimiento sistemdtico de reduccion de un s.g.l.d a s.g.l.i consiste en eliminar los vectores
correspondientes a columnas mo pivotales, porque estd garantizado que estos son c.l. del resto.
Siempre se pueden despejar en las relaciones de dependencia lineal obtenidas.

La relacion de dependencia lineal para este ejemplo, sélo hay una, se deduce de la resolucion del SL

1100 |0
homogéneo |0 1 1 0 |0
000110
_ - Cl1 =¢3
1100 |0 10 -1 0 |0 R
0110 ]0/~]01 10 0f={" 5
000110 00 0 1 |0 B=0
cy =0
1 1 1 0 0
=1 |1 +(=1) [1| +1 |1| +0 |o| = |0
0 0 0 1 0
171 _’2 2_)‘3 174

Ya que los tres vectores Uy, Vs y Us intervienen en la relacion de dependencia lineal con coeficiente
no nulo, cualquiera de los tres puede ser el elegido para eliminar.
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4.5 Base

4.5.1 Definicién y propiedades

Un espacio vectorial V' o un subespacio vectorial H C V contiene tipicamente un nimero infinito de
elementos, pero muchos problemas relativos a espacios vectoriales se pueden analizar trabajando con
un ndmero finito de elementos que generan el subespacio o espacio vectorial. Los espacios vectoriales
con un numero finito de elementos generadores se denominan espacios vectoriales de dimensién finita.
Hemos deducido en el Teorema 3.10 que el conjunto minimo de elementos de un sistema generador
es un conjunto linealmente independiente.

Definicion 4.3. Se dice que un subconjunto B de elementos del subespacio vectorial H C'V es base
de H si el conjunto es sistema generador de H y linealmente independiente.

Teorema 4.4. Toda base de H tiene exactamente el mismo nimero de elementos, denominado
dimensién de H y denotado dimH .

Teniendo en cuenta la definicion de cardinal de un conjunto como numero de elementos del mismo,
tenemos que dim(H )=card(B), siendo B cualquier base de H.

Si dimV = n, entonces dimH <n. dimH=n< H=YV.

dimH es el maximo nimero de elementos de un conjunto libre de H.

dimH es el minimo niimero de elementos de un conjunto s.g. de H.

1 0

0 0
. 0 1 0 0 4 - .~
Por ejemplo, en S = { ol 1ol 11l o }, que es base de R* (Li. y s.g.), si anadimos un vector

0 0 0 1
el conjunto se hace linealmente dependiente y si quitamos un vector el conjunto deja de ser sistema
generador. Por tanto la dimensién de R?, que es 4, es el maximo nimero de vectores Li. que puede
haber en R* y el minimo nimero de vectores necesario para conformar un s.g. de R*.

Teorema 4.5. Todo subespacio H de V', a excepcion del subespacio cero, admite base.

El subespacio cero carece de base porque el vector nulo forma un conjunto linealmente dependiente.
La dimension del subespacio {Oy '} es, por definicion, cero.

Teorema 4.6. De un sistema generador de H se puede obtener una base eliminando sucesivamente
cada elemento que sea c.l. del resto, hasta obtener un subconjunto l.i.

Teorema 4.7. Dado un subespacio vectorial H de dimension d y dado un subconjunto de H l.i. y for-
mado por p elementos, con p < d, existen d—p elementos tales que el conjunto {vi,va, ..., Vp, Upt1,...,04}
es base de H.

Teorema 4.8. Para que un conjunto libre S C H sea base de H basta con que aniadiéndole cualquier
elemento de H el conjunto pase de libre a ligado.

Demostracion: Sianadido un elemento, el sistema pasa de libre a ligado, significa que ese elemento
es combinacidon lineal de los elementos de S. Luego como todo elemento es c.l. de los elementos de
S, S es sistema de generadores, y como ademas es libre serd base. O
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Teorema 4.9. o Teorema de la base. Cualquier conjunto de elementos de H linealmente indepen-
diente y con un nidmero de elementos igual a dimH es automdticamente una base de H. Asimismo,
cualquier conjunto de elementos de H que sea sistema de generadores y con dimH elementos es
automdticamente base de H.

4.5.2 Bases en R"

Sea H un subespacio de IR".

S = {01,V2, ... ,U;} es base de H C R" & V ¥ € H el sistema lineal [ ¥y ¥y ... Uy | Z ] es
compatible determinado < rg ([ ¥ U2 ... Ug |) =1g ([01 Vo ... Ug | ZF])=d VZ€H.

Bases del espacio completo R"

S = {U1,7a,...0q} es base de R" & V & € R" el sistema lineal [ ¢} ¥y ... Uy | & | es compatible
determinado < rg ([ ) U2 ... Ug |) = d=n.

El requisito de ser compatible (s.g.) implica que el rango de los vectores es n, y el requisito de

determinado (1.i.) implica que el rango de los vectores es d.

Se concluye del resultado anterior el siguiente teorema:

Teorema 4.10. Toda base de R"™ tiene exactamente n vectores, y por tanto dimR™ =n

Para ser s.g. tiene que tener como minimo n vectores y para ser conjunto l.i. tiene que tener como
maximo n.

Teorema 4.11. Dada A, matriz en IR, las columnas de A son base de R™ si y sélo si A es invertible.

Demostracion: Si las columnas de A son base, son linealmente independientes, y entonces rgA =
n y A es invertible.

Si A es invertible, entonces rgA=n, y por tanto las columnas de A forman conjunto li. y s.g. de
R"™ y son por tanto base. O

Base canénica de R"

El ejemplo mas sencillo de matriz n x n invertible es la matriz I, en IR, cuyas columnas se denotan
€como €1, €2, ..., €n.

1 0 0
. 0 . 1 ~ 0
1= . , €2 = : yeeey Ep = .
0 0 1

Al conjunto {é1,é3,...€,} se le denomina base candnica o estdndar de R".

{(1,0),(0,1)} es la base canénica de R?
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es la base canénica de IR?
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Recordemos:

Reduccion de un conjunto s.g. para formar una base de R"

De un conjunto s.g. de IR™ se puede formar una base eliminando los vectores correspondientes a las
columnas no pivotales, pues el subconjunto obtenido es l.i. y sigue siendo s.g.

Ampliacién de un subconjunto l.i. para formar una base de R"

Dado un subconjunto S de R"™ 1.i. y formado por p < n vectores, existen n — p vectores tales que el
conjunto {01, ¥, ... Up, Upt1,...,Un} es base de R"™.

4.6 Coordenadas relativas a una base

La razén principal de elegir una base de un subespacio o espacio vectorial en vez de un sistema
generador es que cada elemento v puede escribirse de una sola manera como combinacién lineal de
los elementos de la base.

Teorema 4.12. Sea B = {b1,...,bg} una base del subespacio vectorial H C'V, entonces Vv € H, v
se puede escribir de forma unica como combinacion lineal de los elementos de la base.
Demostracién: Supongamos que v € H pueda ser expresado de dos maneras:
v=cbi+...+cpbg v v=dibi+...+dnby
restando ambas ecuaciones:
Oy = (c1 —d1)b1 + ...+ (cqg — da)bg

y como b1, ..., by son linealmente independientes, por ser base, los coeficientes en la ecuacién anterior
son todos nulos, es decir,

c1—dy=0,...,cqg—dg =0, es decir,

cj =dj para 1 < j <d, y por tanto las dos representaciones son iguales. O

Definicién 4.4. Sea B = {by,...,bg} una base de H C'V. Para cada v € H, las coordenadas de
v relativas a la base B son los coeficientes o pesos ci,ca, .. .cq, tales que v = c1by + ...+ cqby,

Las coordenadas, que son d escalarares, siendo d la dimension del subespacio, se pueden almacenar
como un vector, denominado vector de coordenadas de v respecto a B

1
[v]p =
Cd
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Notacion en R"™

El vector de coordenadas del elemento & € IR™ respecto de una base B = {51, 52, - gn} de R™, se
expresaria de acuerdo con la notacién indicada cémo:

Ze=|:]. partiendo de & = ¢1b1 + ... + ¢qbn,

Cuando las coordenadas estan referidas a la base candnica de R"™: B = {€é}, €a, ... €, }, utilizamos la
notacion:

C1
Z = | ¢ |, prescindiendo de los corchetes y de la referencia a la base.
Cn
Ty
Mas usual es expresar £ = | : |, identificando los x; como las coordenadas de 7 relativas a la base
L,
candnica.
Observacién

H =< (1,0,0),(0,1,0) > es subespacio de R? y se identifica geométricamente con el plano XY
del espacio tridimensional. El conjunto B = {(1,0,0),(0,1,0)} es base de H, pero no es una base
canoénica, pues las bases candnicas sélo estan definidas para los espacios IR™, no para los subespacios
de éstos con dimensién menor que n.

Los vectores de H tienen dos coordenadas respecto de cualquier base de H. Por ejemplo las coordena-
das del vector (2,4, 0) respecto de la base B anterior son (2,4), porque (2,4,0) = 2(1,0,0)+4(0,1,0).
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4.7 Revision: formas paramétrica e implicita de los subespacios de
]];{n
e Sea H C R" subespaciode R™,y B = {b;, e ,b}} una base de H, sabemos entonces que todo
Z € H se puede expresar de forma tinica cémo:
T = algl + aggg +...+ Oédgd [4]

y que, reciprocamente, todos los vectores expresables en esa forma, tomando «; como pardmetro
libre, son elementos de H.

H=<B>
La ecuacion [4], en la que los a; son pardmetros que pueden tomar cualquier valor real, recibe

el nombre de ecuacion vectorial paramétrica del subespacio H. El nimero de parametros es
igual a la dimension de H.

Hemos definido asi una parametrizacién con el minimo nimero de parametros posible. Las
parametrizaciones que estuvieran referidas a un s.g. general (con vectores 1.d.) tendrian més
parametros.

e Toda ecuacién vectorial paramétrica de la forma anterior es solucion de un SL homogéneo
e indeterminado, con d pardametros libres, en las variables x1,...,z, (ver Capitulo 2). El
conjunto de ecuaciones minimo de este sistema, es decir con rango de la matriz de coeficientes
igual al numero de ecuaciones, se conoce como forma implicita del subespacio. Cada una de
esas ecuaciones se llama ecuacién implicita.

El ntimero de ecuaciones de la forma implicita es igual a la diferencia entre el ntimero de
variables, n, y el nimero de parametros libres, d, que es la dimensién de H, por tanto:

numero de ecuaciones = n — dim H

La expresion matricial de la forma implicita es: A;xn Tnx1 = Onx1

m es el numero de ecuaciones.

e Partiendo de una base B = {51, . ,gd} se obtienen las ecuaciones implicitas en las variables
r1 ... T, Sin mas que imponer que el siguiente sistema lineal sea compatible:
[by ... bg| Z],con® = (@1, ..., ), dejando los x; como variables.
La ecuacion es: rg([ by ... by]) =rg([by ... by | Z]), dejando los z; como variables.

e Partiendo de la forma implicita de H se obtiene una base de H a partir de la solucién general
del sistema lineal. La solucion tendrd d parametros libres, y por tanto la forma # = o177 +
agUs + ...+ aqty , siendo el conjunto {¥7,...,03} de vectores linealmente independientes
entre si base de H.

Xr1 = 0
. . . T2 =0

e El subespacio cero se expresa en forma implicita como:
x, =0

e El espacio completo R™ se expresa en forma paramétrica cémo:
Z={(z1,22,...,2,) /| x; € R}
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4.8 Ejemplos de ejercicios
Ejemplo 4.3. a) Obtén la expresion paramétrica y la forma implicita del subespacio vectorial de

R3S =< (1,-2,-5),(2,5,8) >

b) Obtén una base sencilla de S a partir de su forma implicita.

Sol:
T 1 2

a) = |yl =al|-2|+6|5| /a,feER eslaexpresion vectorial paramétrica
z -5 8

En efecto tiene el minimo nimero de pardmetros posible, pues los dos vectores son l.i. (uno no es
maltiplo del otro).

Obtengamos a continuacion la forma implicita:
¥ € <d,dy> & [d ds | Z] es compatible.

Denotando & = (x,y, z), el sistema que ha de ser compatible es el siguiente:

1 2 |z 1 2 | =z 1 2 | x 1 2 | x
25 |yl~l0 9 |2z+y|~]0 9 | 2z +y =0 9| 24y
-5 8 |z 0 18 |bx+z 0 0 |bx+z—4x—2y 0 0 |z—2y+=

El SL es compatible & x—2y+2=0
Por tanto S = < (1,-2,-5),(2,5,8) > = { (z,9,2) € R3/ z—2y+ 2 =0}

El subespacio vectorial S =< dy,ds > tiene una unica ecuacion implicita que es:

x—2y+z:0‘

Obsérvese como la ecuacion implicita es efectivamente una E.L. homogénea.
Numero de ecuaciones = dimension del espacio total — numero de parametros libres

1 = 3 — 2

La expresion matricial de la forma implicita es la siguiente:

1 -2 1] |y| =[0]

La comprobacion de que los vectores originales cumplen la forma implicita:

1 2
1 —2 1] |-2 5| =[0 0
-5 8

b) Resolviendo el SL dado por la forma implicita obtendremos una base mds sencilla.

r= 2y—=z
y=1y B =1{(2,1,0),(-1,0,1)}.

=z
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Comentario:
1 2 |z 1 2 =z
EISL -2 5 |y| es compatible < rgAx=rgA=2 < |—-2 5 y| =0
-5 8 |z -5 8 =z

Desarrollando la ultima ecuacién se obtendria la misma forma implicita.

Ejemplo 4.4. Obtén la expresion paramétrica y la forma implicita del subespacio vectorial de R
H=<(1,-2,-5) >

Sol.:
1
T=a|-2| / a€R esla expresion paramétrica.
=5

Notese que < (1,—2,—5) > es la recta que pasa por (0,0,0) y (1,—2,-5).

T =
Ecuaciones paramétricas escalares:  y = —2« /aeR
z = —du

=2z

Eliminando el pardmetro o en las ec. anteriores obtenemos la forma implicita: {y .
z = —bx

También podriamos haber obtenido la forma implicita por el método directo:

1 |z 1 | =z
-2 |yl ~ |0 |2x+y El SL es compatible < {
-5 |z 0 [bz+=z

y+2x=0
z+5x=0

y+2x=0
z+5r =0

Por tanto H =< (1,-2,-5) >={ (z,9,2) € R3/ { }

También se puede expresar S = { (z,y,2) € R3/ y+22x =0, 2+52=0}

La forma implicita del subespacio vectorial < (1,—2,—5) > es por tanto:

2z +y =0
5% +2=0

En forma matricial: [2 L 0}

I o
5 0 1] Y] 7 o
z
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Ejemplo 4.5. Obtén la expresion paramétrica y la forma implicita del subespacio vectorial de R>
S =<(1,-2,-5),(2,5,8),(1,0,1) >

Sol.:
La dimension del subespacio es al menos 2, ya que ningun par de vectores son maultiplos entre si .

Obtendremos en primer lugar la forma implicita, que nos permitird determinar directamente la
dimension del subespacio.

T €< dy,dy,d3 > < [dy d2 a3 | T] es compatible. Denotando & = (z,y, z), el sistema que ha de
ser compatible es el siguiente:

1 21 |= 1 21 = 1 21 | @
2 5 0 |yl~|0 9 2 |224+y|~[0 9 2 |2+y
5 8 1 |z 0 18 6 |ba+z2 0 02 |z2—2y+z

El SL es compatible ¥(z,y,2) € R3. Por tanto no hay ecuaciones implicitas, pues no hay ninguna
restriccion que tmponer.

S =<(1,-2,-5),(2,5,8),(1,0,1) > = R3 = {(z,9,2)/z,y,2 € R} [5]

S coincide con R3. Tiene dimension 3 y 3 pardmetros libres.

1 2 1
Una posible expresion paramétrica es: T=a |2 +8|5|+7|0| /o B,7eER
-5 8 1

con tres pardmetros y tres vectores Li. Sin embargo, al ser el subespacio el propio R3, deberiamos
dar una expresion mas sencilla, como la dada en [5]:

/%%ZGR

81
I
[SIN=J

Ejemplo 4.6. Obtén una base del subespacio de R3: T = {(z,y,2) / 2x —y + 32 = 0}
Sol.:

En primer lugar pasamos de la forma implicita 2o —y + 3z = 0 a la forma paramétrica resolviendo
el sistema:

= T T 1 0
y =2z + 3z yl = |2x+3z| =z |2|+2|3|/xz,z€R
= z z 0 1

El conjunto {(1,2,0),(0,3,1)} es linealmente independiente (un vector no es maltiplo del otro) y
sistema generador de todo (x,y,z) € II, por tanto es base de II
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Ejemplo 4.7. Considera el subespacio H = {(x,y,2) € R®/z = 0} (es el plano XY).

a) Determina si los siguientes subconjuntos de H son sistemas generadores de H y en caso afirmativo
expresa U = (7,6,0) € H como combinacion lineal de los vectores de esos conjuntos. S1 = {(1,1,0)},
S, ={(1,0,0),(0,1,0)}, S3 = {(1,0,0),(0,1,0), (1,1,0)}.

b) ; Es alguno de los conjuntos base de H?. Determina respecto al conjunto que sea base, las
coordenadas de (7,6,0).

Sol.:
a)

e S ={(1,1,0)} no es s.g. de H. Sdlo genera los vectores de H que cumplen la ecuacion
adicional x = y.

(1 | = 1 | =z

Loyl ~10 [y—z

0 |0 0| 0

e S5 ={(1,0,0),(0,1,0)} S7es s.g. de H.

1 0 |z
01 |y
00 |0

(7,6,0) = 7(1,0,0) + 6(0,1,0)

Es la tinica forma posible de expresar (7,6,0) como c.l. de los vectores de Ss.

101 |z
011 |y
000 |0

Por ejemplo (7,6,0) = 7(1,0,0) + 6(0,1,0) +0(1,1,0) ¢
(7,6,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 6(1,1,0) 6
(7,6,0) = 5(1,0,0) +4(0,1,0) + 2(1,1,0) , etc

Ezisten infinitas formas de expresar (7,6,0) como c.l. de los vectores de S3, ya que el SL es

compatible indeterminado.

b) Sy es base. Formas de verlo:

e FEs s.g. y conjunto Li. (un vector no es maltiplo de otro).

e La dimension de H es 2, porque la del espacio principal R® es 8 y H estd definido por una
ecuacion implicita. Por tanto con tener dos vectores l.i. en H o dos vectores que generen H
ya tenemos garantizado que esos dos vectores conforman una base.

Planteando la c.l. (7,6,0) = c1(1,0,0) +¢2(0,1,0), los escalares ¢1 y c2, Unicos, son las coordenadas
de ¥ respecto a la base Ss.

[T]s, = [g] Son las coordenadas de (7,6,0) relativas a la base Sy de H.

OBSERVACION: Dado # € H , como vector del espacio vectorial R? tiene 3 coordenadas, pero
como elemento del subespacio vectorial H el ntimero de coordenadas serd igual a la dimensién de
H. La dimensiéon de H es 2 y por tanto el nimero de coordenadas de los vectores de H respecto de
una base de H es 2.
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3 -1 3
Ejemplo 4.8. Sean v = |6 ,0s = 0| ,7= |12 y B = {171,172} base de H =< ¥y, Uy >.
2 1 7

a) Determina si & € H, y en caso afirmativo encuentra las coordenadas de T relativas a B.
b) Obtén la forma implicita del sub. vec. H y a partir de ésta una nueva base B’ de H.
¢) Si ¥ € H, calcula sus coordenadas respecto de la nueva base B’.

Solucidn:

e a) ¥ € H si la ecuacion vectorial c1U] + coly = & es compatible.

170

3 -1 3
c1 6] 4+ e 0] = |12 [6]
2 1 7
3 -1 | 3 6 0 |12 1 0 |2 1 0 | 2
A*=16 0 |12 ~ |3 =1 | 3|~ |3 =1 |3|~ |0 =1 | =3
2 1 |7 2 1 |7 2 1 |7 o 1 | 3
1 0 |2
~10 1 |3 Obtenemos que el sistema es compatible y que por tanto ¥ € H.
00 |0

Las variables ¢1 y ca en la ecuacion [6] son las coordenadas de & respecto de la base B. La
eliminacion gaussiana muestra que los valores de esas coordenadas son ¢y =2 y ca = 3:

[Z]p = [g} son las coordenadas de T relativas a la base B.

Nétese que si hubiésemos planteado la matriz ampliada | Uy U1 | &) los cdlculos de la elimi-
nacion gaussiana serian mds sencillos, ya que la primera columna es (—1,0,1). Al despejar
tendriamos que acordarnos de que las incognitas de la primera y sequnda columna son co y c1
respectivamente.

Al dar las coordenadas hay que dar los valores ordenadados como en la base: si la base viene
ordenada {U1,v2}, las coordenadas estardn ordenadas ci, ca.

Comentario sobre las coordenadas de ¥ respecto de la base B de H y respecto de
la base canénica de R3:

3 3
r= (12| € H; 12| = 29 + 302 con {1, 02} base de H
7 7
3] 3 -1
12 =2 16| +3 0
7] 2 1
3 3
7= |12] e R?; 12| = 3e1 + 12, + 7¢5 con {€1, 2,3} base de R3
7 7 ]
3 1 0 0
12| =3 |0 +12 1| +7 |0
7 0 0 1

Las componentes de T, (3,12,7), son sus coordenadas respecto a la base estindar de R3,
también denominadas coordenadas estandar.



CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES: PARTE 2 171

e b) Planteamos que un vector genérico (x,y, z) esté generado por la base, o lo que es lo mismo,
que r9(A)=rq(A*), siendo (z,y,z) la columna anadida en A*.

-1 3 |=x -1 3 | =z -1 3 | = -1 3 | x
06 |yl~] 06 | y |~]| 01 ]gy|[~]|O0FC6| y
1 2 |z 05 |z+=z 05 |z+z 00 |-2y+z+a
Ec. implicita: 6x — 5y + 62z =0 o por ejemplo:c:%y—z.
r=32y—2
Partiendo de: <y =1y , obtendriamos la base: {(5/6,1,0),(—1,0,1)}
z=2z

Reordenando los vectores, quitando denominadores e imponiendo que el signo de la primera
componente de cada vector sea positivo, obtenemos la siguiente base sencilla:

B’ ={(1,0,-1),(5,6,0)}

Al igual que en el ejemplo anterior, se podria haber deducido la forma implicita a partir de la

-1 3 =z
ecuacion | 0 6  y| =0
1 2

z
e C)
1 5|3 15 |3 1 5|3 10 | =7
06 [12{~]0 1 | 2|~|0 1 |2~|0 1] 2 c1=—T,c3=2
10 |7 0 5 |10 00 |0 001 0
7] = (-7,2)]

Comprobacion: —7+ (1,0,—1) +2 % (5,6,0) = (3,12,7)
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Ty I3

] / xi € R } considera los siguientes
Ty T4

Ejemplo 4.9. En el espacio vectorial Mayxo = { {
subespacios vectoriales:

El subespacio S formado por las matrices simétricas.

El subespacio H formado por las matrices antisimétricas.

El subespacio D formado por las matrices diagonales.
Para cada uno de ellos obtén:

a) La expresion paramétrica.

b) Una base lo mds sencilla posible.

¢) La forma implicita, refiriéndote a las variables tal como estdn ordenadas en el enunciado.
Solucion:
e Subespacio S de las matrices simétricas:

a) La forma paramétrica mds sencilla seria: S = {[z ﬂ Ja,b,c e R}

La base mas sencilla es: B = {B 8] ) [(1) (1)] ) [8 ﬂ}

La forma implicita mds sencilla es: {.’1}2 —x3=0
e Subespacio H de las matrices antisimétricas:

a) La forma paramétrica mds sencilla es: S = {[2 _8] Ja € R}

La base mds sencilla es: B = {[(1) _(ﬂ}

La forma implicita mds sencilla es: {xl =x4=0,294+23=0
e Subespacio D de las matrices diagonales:

a) La forma paramétrica mds sencilla es: S = {[g 2] Ja,be R}

La base mds sencilla es: B = {Ll) 8] , [8 (1)]}

La forma implicita mds sencilla es: {xz =0,23=0
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4.9 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea el siguiente conjunto de vectores de R*: {(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1),(0,1,0,1)}.
Comprueba que forma una base de R* y expresa respecto de ella el vector (2,5,—1,1).

Ejercicio 4.2. Manualmente y con MATLAB. Demuestra que los vectores (2,1,1), (1,3,1),
(—2,1,3) forman una base de R>. Halla las coordenadas del vector (1,1,2) respecto de esta base.

Ejercicio 4.3. Se considera el espacio vectorial R*. Halla:
i) una base de R* que contenga el vector (1,2,1,1)
ii) una base de R* que contenga a los vectores (1,1,0,2) y (1,—1,2,0)

Ejercicio 4.4. Extiende el conjunto de vectores {(1,1,—1,1),(1,1,0,1),(1,2,1,1)} para formar una
base de R*.

Ejercicio 4.5. En R* sea el siguiente conjunto:
A=A (z1,29,23,24) /| 1 + 22 =23 — 24, con z; € R}
Comprueba que es un subespacio vectorial. Halla una base y su dimension.

Ejercicio 4.6. Manualmente y con MATLAB.

Considera el conjunto S = {1, Ua, U3, U4, U5} C RS, con vy = (1,2,-1,2,0,—1), ¥ = (2,4, —1,0,1,-2),
vs = (4,8,—-1,-4,3,—-4), v, = (1,0,0,—-1,0,0) y 05 = (1,—6,1,—2,-2,3)}.
a) Extrae un subconjunto de S con el mdzimo nimero posible de vectores linealmente independientes.
b) Expresa los vectores eliminados como c.l. de los vectores del subconjunto l.i. del apartado anterior.
c) Obtén una base de < S > y la dimension de < S >.
16-17 Primer parcial GIQ Matlab (vectores de R, quitdndoles la tltima componente)

Ejercicio 4.7. Manualmente y con MATLAB.

Encuentra una base del subespacio generado por los vectores vy, Us, U3, Uy, Us.

1 0] [-3 1 2
)| 0 1] |-4] |-3 1
Yozl 2| 1] |-8]|-6
2| [-3 6 7 9
1] [-2 6 5 0
0 1) |-1| [-3 3
% fol[-1] ] 2|7 | 3| |1
1 1] [-1] |[-4 1

Ejercicio 4.8. Obtén la expresion paramétrica de F subespacio vectorial de R? sabiendo que su
forma implicita es:

z+y+z=0
r— y+z2=0

Ejercicio 4.9. Manualmente y con MATLAB. El conjunto de soluciones del sistema lineal
homogéneo:

z—3y +2z=0
—2x4+2y—32=0
dr — 8y +5z=0

es subespacio vectorial de R®. Determina una base del mismo.



CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES: PARTE 2 174

Ejercicio 4.10. En el subespacio vectorial S formado por las matrices simétricas reales de orden 2,

a) Demuestra que el conjunto de matrices C' = {[_1 _;] , [11 é} , [_2 _ﬂ }, forma una base de
S.

b) Halla las coordenadas de la matriz B Z] respecto a dicha base.

r1 X4
Ejercicio 4.11. En el espacio vectorial de las matrices reales 3 X 2, {|zy x5| /z; € R} se
r3 Tg

considera el subespacio vectorial A cuya forma paramétrica es:

a b
A={|0 lla+b| /ab e R}
—a 0

a) Obtén una base de A.

b) Obtén la forma implicita de A, utilizando las variables x; tal como estan ordenadas en el enun-
ciado.

Ejercicio 4.12. Considera el subespacio F' de las matrices Mzyo siguiente:

1 0 1 3 0 -1
F=< A, B,C,D >, siendo A= 0 2| , B= 0 5| , C= 1 -1
0 -1 0 -1 0 O
0 0
y D= 1 0f.
0 0
3 5
a) Determina si N = | =2 11| pertenece o no a F.
0 -3

b) Determina la forma implicita de F.
16-17 1er parcial GIQ
16-17 Junio GIM



