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Capitulo 2

Sistemas de ecuaciones lineales

2.1 Definiciones

Definicion 2.1. Una ecuacion lineal en las variables x1, xa, ..., T, €S una ecuacion que se puede
escribir de la forma

a1x1 +asxs+ ...+ apxy =0,
siendo b y los coeficientes a; elementos de un cuerpo X (cuerpo R o cuerpo C), cuyos valores se
suelen conocer de antemano.

Definicion 2.2. Un sistema de m ecuaciones lineales con n variables x1,x2,...x,, tiene la forma:
a1171 + a1222 + ... + a1pTn = by
a21T1 + a22x2 + ...+ aonT, = by 0

Am1T1 + AmaZo + ... + GmnTn = bm

Los elementos a;j, denominados coeficientes, y los elementos b;, denominados términos independien-
tes, pertenecen a un cuerpo K.

Se llama solucién del sistema de ecuaciones lineales (o sistema lineal, abreviado como SL) en IK
a todo conjunto de valores de las variables {x1,x2,...,z,} pertenecientes a K, que satisfaga si-
multdneamente las m ecuaciones dadas. Si el SL tiene solucién se denomina compatible; en caso
contrario incompatible. Un SL compatible puede tener una solucion, en cuyo caso se denomina
compatible determinado o infinitas soluciones, denomindndose entonces compatible indeter-
minado. Cuando el SL es compatible indeterminado se denomina solucion general a la expresion
de la solucion que incluye las infinitas soluciones posibles.

Podemos expresar la solucién del sistema como un vector & = (x1,x2,...,%,), llamado vector
solucion. El nimero de entradas del vector solucién es igual al nimero de variables del sistema.
En Algebra un vector corresponde a una matriz columna, es decir, £ € M,,x1, por tanto:

Z1

T2

Tr=

Tn

De forma general se expresard ¥ € IK", y £ € R" si consideramos la solucién en el conjunto de los
numeros reales.

En todo el capitulo consideraremos coeficientes, términos independientes y solucion, en el conjunto
de los nimeros reales
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e Decimos que un SL es homogéneo si b; =0 Vi=1,...,n.

ainlry +apre+...+apry, =0
ax1 + agrs+ ...+ apry, =0

Am1T1 + AmoTo + ... + AmpTn = 0

Un sistema homogéneo siempre tiene al menos la soluciéon & = 0, que se conoce como solucién nula
o solucién trivial, por tanto siempre es compatible. Los casos que se dan respecto de la solucién
son “compatible determinado” y “compatible indeterminado”.

e Si existe algun b; # 0, entonces el SL se dice que es no homogéneo o completo.

RESUMEN

Incompatible
Det inad
Compatible{ crerminado

Indeterminado

Expresion de la solucién:
S. C. Determinado: & =7p

S. C. Indeterminado: ¥ = p+ a1 + ... + iUk, siendo a; € IR los denominados parametros
libres, porque cada «; puede tomar todos los valores posibles de R. k es el minimo niimero de
parametros necesario para contener todas las soluciones.

En ambos casos p'= 0 si y sdlo si el sistema es homogéneo.

La expresion a1v7 + ... + a0 define lo que se conoce como variedad lineal.

La expresion p'+ a7 + ... + gt define lo que se conoce como variedad afin.

En un sistema compatible indeterminado con k parametros libres existen k soluciones independientes,
es decir, existe un conjunto de k vectores soluciéon que son linealmente independientes entre si . Un
ejemplo sencillo de eleccion de estas soluciones independientes se obtiene dando el valor 1 a uno
de los parametros y el valor 0 al resto, repitiendo el proceso para los k pardmetros. Obtendriamos
entonces las siguientes k soluciones independientes:

h, Vs, ... U sielsistema es homogéneo.

p4+v1, pP+vs, ... P+Up sielsistema es no homogéneo.

2x1 + x9 +23= 6

Ejemplo 2.1.
J P {—:L’l —+ X9 =4

Es un sistema de ecuaciones lineales con tres incdgnitas, x1,Ts Y x3.

2 2 =3
Ejemplo 2.2. T T e
2$1 — 21’2 = 2

No es un sistema de ecuaciones lineales, porque la primera ecuacion no es lineal.

271 +3(x0)? = 2

Ejemplo 2.3. {
r1 — T2 =1

No es un sistema de ecuaciones lineales, porque la primera ecuacion no es lineal.
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2.2 Matrices correspondientes a los elementos de un SL

all a9 e QA1p

. . azr a2 ... Qa2
Matriz de coeficientes: A = "
Am1 am?2 cee Qmn

Otra notacién: A =[dy ds ... @y, |
ati
— . — CLZZ
Los vectores d@; son las columnas de la matriz A: @; =
Qnj
by
. bo
Vector de términos independientes: b =
bm,
1
45
Vector de variables, vector solucién o vector de incégnitas: ¥ =
Tn

Matriz ampliada del SL:  A* = [A|b] = [ Gy ... dn | D]

2.3 Representacion del SL mediante la ec. matricial A7 = b

Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas x1, xs,...x,, de la forma:
a11x1 + a2 + ...+ apy = by
a1 + ax2 + ...+ azpxy, = bo 1]

Am1%1 + Amaxa + ... + GmnTn = b,

x;, a;j y b; son elementos del cuerpo IR.

Tnx1 es solucién del sistema lineal < &, «1 es solucién de la ecuacién matricial AZ = b, siendo A, xn
la matriz de coeficientes y b,,x1 €l vector de términos independientes.

Demostracion:
aiy a2 ... Qain 1 a1171 + ajre+ ... +aipT, by
a1 G2 ... a2, Ta| | agiay + agret ... Fagaw, | | b2
Aml Am2 .- Qmn T, Am121 + ama2Zo2+ ... +amnTy b
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2.4 Representaciéon del SL mediante una ec. vectorial

Consideremos la igualdad de la seccién anterior:

a11x1 + a12x2 + ... + a1pTy b1
(2171 + a22%2 + ...+ Q2T | b
Am1T1 + QM2 + ... + GmnTn b,

descomponiendo el vector de la izquierda en n sumandos, y sacando factor comun las x1 y =3 ... Ty,
obtenemos:

ain a2 a1n b1

a1 a22 aonp by
T . + X2 . +...+xy . =

am1 Am?2 Amn bm

, que es la ecuacién vectorial correspondiente, y que podemos expresar, de forma mas sencilla como:

1101 + Xods + ... + xpdy, = b, siendo dy ... d, las columnas de A.
T es solucién del SL < & es solucion de la ecuacién vectorial x1dy + xods + xpd, = b.

Expresado de otra forma, la ecuaciéon AZ = b tiene solucién si y sélo si b es una combinacién lineal
de las columnas de A. En este caso cada conjunto de coeficientes de la combinacién lineal es una
solucién posible del SL.

T+ 229 — 3 = 4
! 2 3 ) se puede expresar de la forma:

Ejemplo 2.4. El sistema
—95xy + 3x3 =

x1 [(1)] + T2 [?] + 3 [_?1)] = [ﬂ (ec. wvectorial o comb. lineal)

b aparece expresado como combinacion lineal de las columnas de A con coeficientes x1, x3, x3.

0 como:
1
1 2 -1 4 o .
[0 -5 3] 2| = [1] (ec. matricial o prod. matriz-vector)

2.5 Repaso del producto matriz-vector

Sea A una matriz m X n, con columnas di,ds,...,d,, y sea & un vector de n entradas, Tnx1 =
(z1,22,...,2y), entonces el producto AZ, es la suma de las columnas de A, pesando cada una de
ellas con las entradas de Z.

T

T2

AT =[dy dy ...dp || . | = 2101 + 2202 + ... + Tyl

Tn

Expresado de otra forma, el producto AZ es la combinacién lineal de las columnas de A usando como
coeficientes o pesos las entradas de .
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Ejemplo 2.5. Calcula el siguiente producto matriz-vector:

4

R 1 e IR e R i g R e e

Aplicando las reglas del producto de matrices lo habriamos calculado asi :

1 2 -1 3 M4+2-3-1-7] [3
0 -5 3 (7| " lo-a-5-3+3.7/7 |6
2%x3 3x1 2% 1

Propiedades del producto matriz-vector

1) A(d + v) = Ad + AT

2) A(at) = a(Ad)

El producto matriz-vector es un caso particular de producto de matrices. En el Capitulo 1 habiamos

enunciado que para toda terna de matrices A, B, C'y para todo escalar «a del cuerpo IK, se cumplian
las propiedades:

A- (B+C)=A-B+A-C
A-(aB)=a(A- B)

Demostraremos las propiedades 1 y 2 arriba mencionadas para el caso particular de una matriz A
de tres columnas: A = [ @) ds as ]

Para multiplicar A por @ el nimero de entradas de 4 debe ser igual al nimero de columnas de A, y
por tanto 3.

Uy V1 Uy + v1 ouq
U= |us|, U= |vg|, U+U= |ug+wva|, «ail= |caus
Uus V3 us3 + v3 aus
U1 + U1
1. A(ﬁ+17) = [ ay ds ds ] Uy + Vo | = (u1 +v1)d’1 + (UQ +U2)62 + (U3 +vg)63 =
us + v3

(w1d1 4 ugdy + uzds) + (v1d1 + vada + v3d3) = A + AV

2. Alatl) = [ a@y da ds | |cue (cuy)dy + (aug)ds + (qug)ds =

a(urdy + ugds + U3a3)

Ejemplo 2.6. Dados ¥, Ua, U3 escribe el vector 301 — 5y + Tii3 como producto de una matriz por un
vector.

3’[71—5’[72—}—7’[73:[171172173] -5 = A7 ; AZ[’I)1’1)2’1)3], r=|-5
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2.6 Sistemas lineales equivalentes

Definicion 2.3. Dos sistemas de ecuaciones lineales sobre el mismo cuerpo R, de igual nimero de
variables, se dice que son sistemas equivalentes cuando tienen la misma solucion.

Se puede demostrar de forma sencilla que efectuando transformaciones del sistema [1] de los tipos
siguientes, se obtiene un sistema equivalente al primero.

1. Multiplicacién de una ecuaciéon por un escalar distinto de cero

2. Suma a una ecuacién de un miltiplo de otra

3. Intercambio de dos ecuaciones entre si

Para determinar si un SL tiene solucion y obtener ésta, si existe, un procedimiento posible es sustituir
inicialmente el SL dado por otro equivalente de resolucion mds sencilla.

2 2209 = 6
Ejemplo 2.7. Consideremos el sistema T2
—x1 + 29 = 4

Son ejemplos de sistemas equivalentes al anterior:
—xr1 + x9 = 4 T + 0 = 3 T + 2 = 3
2x1 +2x9 = 6 ’ —x1 + 29 = 4 ’ 2090 = 7

Notese como en el dltimo SL podemos despejar facilmente xo en la segunda ecuacion, y a conti-
nuacién despejar z1 en la 12 sustituyendo x4 por el valor calculado.

2.7 Resoluciéon de SL con métodos de eliminacién gaussiana

Consideremos el SL con n variables o incdgnitas:
a11r1 +a12x2 + ...+ a1pTy = by
a1y + axz + ...+ axpxy = bo 0

Am1T1 + Amaxo + ... + GmnTn = b,

Hemos visto que el SL que se obtiene a partir de [1] realizando transformaciones como intercambiar
el orden de dos ecuaciones, multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo o sumar a una ecuacién
un multiplo de otra, es equivalente al primero, o dicho de otra forma, tiene la misma solucion.

Utilizando la notacién matricial, estas transformaciones de las ecuaciones se corresponderian con las
operaciones elementales por filas (vistas en el Capitulo 1, y que son permutacién de filas, multipli-
cacién de una fila por un factor no nulo, y suma a una fila de un miltiplo de otra), realizadas sobre

a1l a2 . A1n | bl
. . . . - a1 ago N0 ) bg

la denominada matriz ampliada del sistema A*=[ A | b ]| = " |’
Aml Gm2 -+ Gmp | by

Cada fila de la matriz ampliada corresponde a una ecuacion.
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Ejemplo 2.8. Escribe los sistemas de ecuaciones representados por las matrices ampliadas siguien-
tes:

1 2 3

* __
M‘[412

] N*=1[1 2 0

+ 229 = 3
La respuesta serd:  M* : 1 2 N*: x1 4+ 229 = 0
41 + xo = 2

Una matriz ampliada A* representa un SL y todas las matrices equivalentes por filas a A* corres-
ponden a sistemas lineales equivalentes al original.

Los métodos de resolucién de sistemas lineales basados en la transformacin de A* a una forma esca-
lonada por filas se denominan métodos de Eliminacién Gaussiana. Los que usan la transformacion
a la forma escalonada reducida se denominan métodos de Gauss-Jordan.

$1—$2:3
201 + 9 = 3

YR s O | I R O 1 -1 |3
T2 1 3 7lo 3 ]-3"lo 1 |-1

A partir de la nueva matriz ampliada equivalente por filas obtenemos el SL sencillo:

Veamos un ejemplo sencillo. Resolver el SL: {

T — x 3
{ ! 2 ) con el que voy despejando, de la tltima a la primera, todas las incégnitas.
Tro — —
To = —1,

T1=3+1w2=3-1=2

Para resolverlo mediante el método de Gauss-Jordan tendriamos que haber llegado hasta la forma
reducida por filas.

s 1 -1 |3 1 -1 | 3 1 -1 | 3 10 | 2
2 1 |3 0 3 |-3 0o 1 |-1 01 |—1
En este caso hemos llegado a tal grado de simplificacién del SL que directamente “leemos” la solucién:

1 = 2,
x2=—1

En la seccién 2.9 estudiaremos ambos métodos (eliminacién gaussiana y de Gauss-Jordan), aplicindolos
a varios ejemplos que incluyen los tres casos de sistemas incompatible, compatible indeterminado y
compatible determinado.



CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 91

2.8 Caracterizacion de un SL respecto de su solucién
e Sist. incompat. < rgA* = rgAd + 1

Ya que la inclusién de la columna b afiade un pivote, la forma escalonada por filas de la matriz
A* tendra una fila de la forma

[0 ...0]| O] conO #0
Es decir, una ecuacién de la forma
0z1 4+ Oxo + ... + Ox, # 0, que no tendrd solucion.

De forma general se puede decir que un sistema de ecuaciones es compatible si y sélo si al
obtener una forma escalonada por filas de A*, no existe ninguna fila de la forma:

[0 ...0]| O] conO #0
Un SL homogéneo tiene b=0 por tanto siempre es compatible.
e Sist. compat. determinado < rgA* = rgA = n (recordamos que n=ntmero de incégnitas)

En la forma escalonada por filas tenemos n ecuaciones, cada una con su pivote, que nos
permiten despejar las n incégnitas.

e Sist. compat. indeterminado < rgA* = rgA < n

El niimero de ecuaciones en la forma escalonada por filas, es decir nimero de ecuaciones con
pivote, es insuficiente para despejar las n incognitas, por lo que existen parametros libres.

rgA = numero de incégnitas principales

n - rgA = nimero de parametros libres

Algunas propiedades para un SL con matriz de coeficientes A,,«x

1) rgA = m = El SL es compatible. En efecto, en este caso rgA* = rgA = m.

2) rgA = n = El SL no puede ser indeterminado y serda por tanto compatible determinado o
1ncompat1ble dependiendo del valor de b. Por ejemplo si m = 4 y n = 2 el SL es compatible si
rgA* = 2 (b no aumenta el rango) e incompatible si rgA* = 3 (b aumenta el rango).

v la conclusién de las dos anteriores:

3) rgA = m = n (matriz cuadrada de rango completo) = El SL es compatible determinado.

Los sistemas homogéneos son siempre compatibles, porque al ser b = 0 la dltima columna no aumenta
el rango. Son determinados (siendo la solucién la trivial) si y solo si rgA=n.
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2.9 Ejemplos de resolucion de sistemas lineales

Ejemplo 2.9. Resolver el sistema siguiente:

Tro — 4563 =8 0 1 —4 | 8
2x1 — 3x0 + 223 =8 A*= (2 -3 2 ‘ 8
51 —8xo 4+ Txz =1 5 —8 7 | 1

Para eliminar los ceros de la primera columna tenemos que hacer primero una permutacion. Hace-
mos por ejemplo la permutacion de la fila 1 con la fila 2.

2 -3 2 | 8 2 =3 2 | 8 2 -3 2 | 8

0 1 —4 | 8 ~ |0 1 -4 | 8 ~ 10 1 -4 | 8

5 —8 7|1 0 -1/2 2 | =19 0 O 0 | —15
F31(-5)2) F3301/2)
2x1 —3x0+ 223 =38
Esta matriz representa el sistema To —4x3 =8

0=-15
La ultima ecuacion expresa  0x1 + 0xo + Oxg = —15. Esta ecuacion nunca serd cierta. No hay

valores de x1, xa, x3 que satisfagan la ecuacion. Por tanto el sistema es incompatible.
O visto de otra forma, el sistema es incompatible porque rg A* = rgA + 1 (rgA* =3 y rgA=2).
Ejemplo 2.10. Resolver los sistemas siguientes ':

3ry — 6x3 + 6x4 + 45 = —5
I:¢3x1 —Tx9 + 8r3 — bSwy + 85 = 9
3r1 — 929 4+ 123 — 9x4 + 625 = 15

3ryg — 6x3 + 6x4 + 425 = 0
II:<3x1 — Ty + 8x3 — 514 + 825 = 0
3r1 — 929 4+ 1223 — 924 + 625 = 0

Comenzamos con el sistema lineal I:

0 3 -6 6 4 | —5 3 -7 8 -5 8 | 9

A*=|3 -7 8 -5 8 | 9|~|0 3 =6 6 4 | —5|~
3 -9 12 -9 6 | 15 3 -9 12 -9 6 | 15

3 -7 8 -5 8 | 9 3 -7 8 -5 8 | 9

0 3 -6 6 4 |-5/~|0 3 -6 6 4 |—5|~

0 -2 4 -4 -2 | 6 0 -1 2 -2 -1 | 3

3 -7 8 -5 8 | 9

0 3 6 6 4 | -5

0 0 0 0 1/3 |4/3

3x1 — Txo + 8x3 — by + 8x5 =9
El nuevo sistema es: 3x9 — 6x3 4+ 64 + 425 = —5

Las incognitas x1, xo y x5, que corresponden a columnas pivotales, las consideraremos como incognitas principales.
Las otras dos incognitas, x3 y x4, las consideraremos como pardmetros libres.

Se da la solucion expresando las incognitas principales como funcion de los pardmetros libres. Decir
que x3 Yy T4 Son pardmetros libres significa que podremos escoger cualquier valor para x3 y cualquier

LEl SL 1II se dice que es el correspondiente homogéneo del SL I



CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 93

valor para x4. Una vez que lo hagamos, quedard fijado el valor de las incégnitas principales.
%x5 = % = x5 =4

Bwy — 6x3 + 614 + dwy = —5 => go = —Dt0raOrazdd . —BHOrs 62416 — 7 4 2 — 2y

3r1 — Txo + 8x3 — dry + 825 =9 =

3x1 =9+ Taxg —8x3+ 5wy —8-4 =9+ 7(—=7+4 223 — 2x4) — 8x3 + Sy — 32 = —23 — 49 + 1dxg —
1l4xy4 — 8x3 + 5xy = —72 + 623 — 924 =

T1 = —24 4+ 2x3 — 314

La solucion general del sistema, que incluye todas las soluciones es:
rl’l = —24+ 2x3 — 314
T = -7+ 21‘3 - 21,‘4

T3 = I3 x3, x4 € R son los pardmetros
Ty = Ty
Iy = 4

Las expresiones anteriores constituyen las ecuaciones paramétricas de la solucion.

La solucion anterior se expresa vectorialmente como:

T —24 2 -3
o -7 2 -2
r= |z3| = O+ax3 |1 4+x4]| O x3, x4 € R son los pardmetros
Xq 0 0 1
xIs 4 0 0

Las expresion anterior es la solucion en forma vectorial paramétrica. Podriamos haber considerado
otras dos incognitas, por ejemplo x1 y T3, como pardmetros libres. Lo importante es que cualquier
solucion general tendrd siempre el mismo numero de pardmetros libres.

Se trata de un sistema compatible indeterminado ya que tememos menos columnas pivotales que
incognitas.

3=rgA* =rgA<n=95

numero de pardametros libres n —rgA = 2.

—24 2 -3
-7 2 —2
Denotando p = 0, u=|1 v=| 0|, Z=p+4x3u+ x40
0 0 1
4 0 0

—

Z,p, U, T son vectores de R® y x3, x4 son elementos cualesquiera de IR

La solucion & es la suma de P y cualquier combinacion lineal de los vectores @ y U. Obsérvese como
P, 4 y U son linealmente independientes entre si . Vemos ademds que p es solucion del sistema (para
el caso x3 = x4 =0). P es una solucion particular del sistema.

Solucion = variedad afin en RS,
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Empleando cdlculos similares para el sistema lineal II obtenemos:

0 3 -6 6 4 |0 3 -7 8 -5 8 |0
A*=13 -7 8 -5 8 |0l ~...~|0 3 =6 6 4 |0
3 -9 12 -9 6 |0 0 0 0 0 1/3 |0

El nuevo sistema es:
3r1 — Txo + 8x3 — dry + 8xr5 =0
3x9 — 6x3 4+ 64 + 45 =0
1/3$5 =0
La solucion general del sistema, que incluye todas las soluciones es:

r1 = 2x3 — 314

To = 21‘3 — 21‘4

Ir3 = I3
Ty = X4
x5 =0

La solucion en forma vectorial paramétrica es la siguiente:

T 2 -3
i) 2 -2
T= |axg| =x3 |1| +x24| O r3, x4 € R
Ty 0 1
T5 0 0

r= $3ﬁ+$417

La solucion ¥ es la combinacion lineal de los vectores @ y U, siendo estos vectores los mismos que
los del SL I.

Solucién = variedad lineal en RP.
Una variedad afin es una variedad lineal trasladada: Zpo hom = T+ P

Dos teoremas sobre la expresion de la solucién general de un sistema compatible indeterminado

Teorema 2.1. En un SL homogéneo e indeterminado, Apxn® = 0, la solucion general tiene la
forma & = c1U1 + coUy + ... + ¢cpUk, donde los vectores U, ..., U son linealmente independientes y

k=n—rgA.

Teorema 2.2. En un SL no homogéneo, AmxnT = b con b % 0, compatible indeterminado, la
solucion general tiene la forma & = P+ c1U + caUs + . . . + Uk, donde los vectores p, U, ..., Uy son
linealmente independientes, con k =n —rgA. p es solucion particular del sistema no homogéneo y
C1U1 + colls + ... + iU es la solucion general del correspondiente homogéneo.
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Ejemplo 2.11. Resolver el sistema siguiente:
r1 —2x9+x3=0
21‘2 - 8$3 =8
—4x1 + 5x9 4+ 923 = —9

1 -2 1 ‘ 0 r1 —2x9+ x3=0
A* = 0 2 -8 | 8 [1] 2290 — 8x3 =8
—4 5 9 ’ -9 —4x1 + 5x9 + 923 = —9
1 —2 1 ‘ 0 r1 —2x9+ x3=0
~ 0 2 -8 | 8 [2] 2$2 - 8563 =38
| 0 -3 13 | -9 —3x9 4+ 1323 = —9
1 —2 1 ’ 0 Ty —2x9+ 3= 0
~ 0 1 —4 | 4 [3] Tro — 4{[}3 = 4
| 0 -3 13 |-9 —3x9 + 133 = —9
[ 1 —2 1 |10 r1 —2x9+ 23 =0
~ 0 1 —4 ‘ 4 [4] o — 4$3 =4
0 0 13 3 =3

Ya tenemos la matriz ampliada en una forma escalonada por filas y el sistema de ecuaciones corres-
pondiente. Ahora podremos determinar la solucion, yendo de la idltima ecuacion de este sistema,
hacia arriba.

De la tercera ecuacion: x3 =3

Sustiyendo x3 en la sequnda ecuacion: xo =4+ 4dx3 =4+ 12 =16

Sustiyendo x3 y xo en la primera ecuacion: x1 =0+ 2x0 —x3 =32 -3 =29

Hemos obtenido la solucion mediante Eliminacion Gaussiana. La solucion es x1 = 29, xo = 16 y

x3 = 3, que podemos escribir en la forma & = (29,16,3) o

29

Podriamos también haber continuado obteniendo sistemas equivalentes (matrices equivalentes por
filas) hasta llegar a la forma candnica por filas (o reducida por filas). Realicemos este proceso,
partiendo de la matriz ampliada [4].

1 -2 0 |-3 T — 279 = -3
~ |0 1 0 | 16| [5] T2 =16
o 0 1 | 3 T3 = 3
1 0 0 |29 T = 29
~ |0 1 0 |16]| [6] Ty = 16
o 0 1 |3 3= 3

Ya tenemos la matriz ampliada en la forma canconica por filas, y podemos determinar directamente
la solucion. La solucion es x1 = 29, xo = 16 y x3 = 3. Este es el método de Gauss-Jordan.

Se trata de un sistema compatible determinado.
rg A* =rg A =n
Numero de incégnitas = Numero de columnas pivotales de A

Solucién = un vector de R>



CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Ejemplo 2.12. Resolver el sistema siguiente:

201+ 30+ 23 = 3
201 — 229+ 323 = 1
To+ 3 = 4
6x1 +4x0+dx3 = 7
2 313 2 31 | 3
e |2 2301 0 -5 2 |—2
o 11 |4 0 1 1 | 4
6 4 5 |7 0 -5 2 |—2
1
2 3 | 3 2¢1 +3x0 + x3=3
0 =5 2 | —2 — 9x9 + 213 = —2
0 0 7/5 |18/5 2 zx?’__ﬁ
0 0 0 | 0] 57T 5
Trg =18, x3=
—bzy +2x3=—2, —brp=-2-2.38 =180 B0 5, — =50 _ 10
201+ 3o+ 23 =3, 221 =3-3wp—a3=3-—30 18 =2=30-08 37
27
Tl = —34
—27/14
zy =10 = | 10/7
187
15 = 18

Es un sistema compatible determinado.

rg A =rg A" =n
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Ejemplo 2.13. Determinar las soluciones generales de los siguientes sistemas:

3r1 +5x9 —4dx3 = 0 3rx1 +5x0 —4dx3 = 7
I: ¢ =321 — 229 +423 = 0 II: ¢ =321 —22x9 +423 = —1
6x1 + z9 —8xz3 = 0 6x1 + x9 —8xz3 = —4
I:
3 5 -4 |0 3 5 —4 10 35 -4 10
-3 -2 4 Ol ~|f0 3 0 |Ol~|0 1 0 |O|~
| 6 1 -8 |0 0 -9 0 |0 00 010
3 0 —4 |0
01 010 rg A =rg A* = 2 < 8 = ndmero de incognitas, por tanto AT = 0 es
00 0 |0
3%1 —4.733 =0
compatible indeterminado. 9 =0

04+0+0=20
Resolvemos para las incognitas principales, tomando x3 como pardmetro libre, y obtenemos:

x1 = 4/3 x3, xo = 0 y x3 pardmetro libre. En notacion vectorial, la solucion general de AT = 0
tiene la forma:

4 4 4
1 343 3 3

Z= x| =] 0 | =23 |0| =239 conv=|0] y z3€R.
T3 T3 1 1

La solucion general ¥ = x30 con x3 € R también se puede escribir como & = a ¥ con a € R.
FEsta expresion de la solucion (cualquiera de ellas) es la denominada forma vectorial paramétrica o
ecuacion vectorial paramétrica.

Geométricamente el conjunto de soluciones es una recta en R® que pasa por 0 y que contiene la
direccion U. U se dice que es generador de la recta. La solucion trivial se obtiene para x3 =0

La ecuacion T = a T con a € R es precisamente la ecuacion vectorial paramétrica de la recta de R>
con vector generador .

II:  Realizando las mismas operaciones elementales por filas que en el apartado anterior obtenemos:
3 5 -4 |7 3 5 —4 | 7 3 5 —4 |7

-3 -2 4 |-1|~1J0 3 0 | 6|~|0 1 0 |2|~

| 6 1 -8 |—4 0 -9 0 |—18 00 010

30 —4 |-3
01 0 |\ 2 rg A =rg A* = 2 < 8 = numero de incdgnitas, por tanto AT = b es
00 0 | O
3.1‘1 — 4.1‘3 =-3
compatible indeterminado. To = 2

0+0+0=0

Resolvemos para las incognitas principales, tomando x3 como pardmetro libre. y obtenemos:

x1 = —1+4/3 x3, xo = 2 y x3 pardmetro libre. En notacion vectorial la solucion tiene la forma:
X1 -1+ %:L’g -1 %

= |xo| = 2 = | 2|4x3|0]|, , siendo los vectores p y U linealmente independientes.
T3 3 0 1

D v
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Por tanto la solucion general de AxX = b tiene la forma vectorial paramétrica:
¥=p+a30 conxz € R o T=p+avcnaclR.

El vector U es el mismo que encontramos en la resolucion del correspondiente SL homogéneo (con
la misma A). En efecto, por ser A la misma matriz, ya sabiamos a priori que la dependencia
paramétrica iba a ser igual a la del apartado I.

Tomando x3 =0 (0o o = 0) observamos que P es una solucion particular del SL AT = b.

Se puede observar que la solucion del sistema no homogéneo es la suma de un vector constante no
nulo, P, que es una solucion particular del SL, y una parte paramétrica expresada por el término av.

Geométricamente el conjunto de soluciones es una recta en R> que pasa por j y que contiene la
direccion U. La nueva recta es paralela (estrzctamente es decir, que no se puede solapar) a la
antemor La nueva recta no puede contener 0 ya que 0 no puede ser solucion: A0=0 #(7,-1,4) =

b.

La ecuacion @ = p+ a U con o € R es precisamente la ecuacidn vectorial paramétrica de la recta
de R? con vector generador U y trasladada respecto del origen por un vector p .

Para cualquier sistema compatible AZ = b, la solucion general se puede obtener sin mds que sumar
a un vector p, solucion particular de AZ = b, la solucion general del sistema AZ = 0.

En la figura siguiente se describen geométricamente los lugares ocupados por las soluciones de los
sistemas AT = b y AZ = 0. No hay ninguna solucion comin a ambos. La solucion de AT = b es

igual a la recta solucion de AX = (), trasladada por el vector p, siendo p cualquier solucion particular
de AZ =b.

Nétese en la ltima forma escalonada del SL [I] y en la iltima forma escalonada del SL [1I] que la
primera recta es la interseccion de los planos 3x1—4x3 = 0 y xo = 0 y la sequnda recta la interseccion
de los planos 3r; —4x3 = —3 y x9 = 2
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Ejemplo 2.14. Determina y describe geométricamente la solucion de los sistemas:
[I/.' 10.@1 — 3.%2 — 21}3 = a
/]I/ 101‘1 - 31‘2 - 2%3 =0

[I] Es un sistema con una sola ecuacion y tres incognitas. No hace falta utilizar la notacion matricial.
Tomando x1 como incdognita principal, y xo, x3 como pardmetros libres

a+ 3x9 + 223

= 10

por tanto, xr1 = 0.1a + 0.3x2 + 0.2x3, y x2, T3 pardmetros libres.

La solucion general expresada como vector es:

T 0.1a + 0.3z2 + 0.223 0.1a 0.3x9 0.2x3
= |x2| = Z2 =1 0 |+] 22 |+] 0O |=
€T3 T3 0 0 I3

0.1a 0.3 0.2
O | +a2| 1 |+23|0 (con xo y x3 pardmetros libres)
0 0 1

=
£
<

Toda solucion del sistema se puede escribir como la suma de p = (0.1a,0,0) y una combinacion
lineal de los vectores U y U. P, U y U son vectores linealmente independientes. Por ser los dos
ultimos linealmente independientes el conjunto de soluciones es un plano. El plano sélo contiene el
punto (0,0,0) sia=0.

T=p+tu+ sv [10]

con p'=(0.1a,0,0), @ = (0.3,1,0) y ¥ = (0.2,0,1).

La solucion del sistema [II] es: T =tu+ sv [I1b], con los mismos vectores @ = (0.3,1,0) y
7= (0.2,0,1).

Cada una de las ecuaciones [I] y [II] es la ecuacion de un plano en forma implicita. Las ecuaciones
[Ib] y [IIb] son las ecuaciones de los mismos planos en forma vectorial paramétrica.

Enlazando con la terminologia utilizada anteriormente, las soluciones de [I] y [II] son respectivamente
una variedad afin (para a # 0) y una variedad lineal.
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2.10 Resolucion de SL con matriz de coeficientes invertible
2.10.1 Utilizando la inversa

Sea el sistema A,Tpx1 = gnxl, con A cuadrada e invertible, entonces

A1 AR = A‘lg, por tanto I = A1

Tenemos una unica solucién, que vendra dada por la expresién anterior. Por tanto el SL AZ = b es
compatible determinado para cualquier b.

Se cumple el siguiente resultado general:

Teorema 2.3. Sea A, una matriz cuadrada de orden n y b un vector cualquiera de R"™, entonces
A tiene inversa < AT = b es compatible determinado.

Demostracién: A, invertible = A,# = b es comp. determ. (visto arriba)
A, E=1b comp. determ. para cualquier b= rg A, = n (visto en apartado 2.8) < A, tiene inversa
(Capitulo 1)
Efectivamente en 2.8 vimos que para ser determinado rgA ha de ser igual al nimero de columnas, y
que para ser compatible para todo 5, ningin vector b puede aumentar el rango, lo que sélo se puede
garantizar si rgA es igual al nimero filas. Cualquiera de los dos argumentos nos llevaria por si solo
a que rgA=n.

O
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2.10.2 Método de Cramer

Consideremos el mismo sistema AZ = 5, con A invertible de orden n, y siendo por tanto el SL
compatible determinado.

DadosAygdenotamos Ai=[dr ... b ... d]
Col. 1@

A; es la matriz que tiene en la columna ¢ el vector b y las demés columnas como en A.

ay; aip ... Qi ... Qip ailr a1z ... b1 AT
a1 a2 ... a; ... Qop a21 a2 ... b2 ... QA9n
A= . . . . A =
Apl Ap2 -+ Gpi ... Gpp apl Ap2 ... by ... Gun
Col. i
o I | A
La solucién tnica & del sistema AZ = b puede obtenerse como: z; = A

Demostracién:
Af=b = A "AZ=A"1% = f:a@'ﬁ{ff‘)a
Desarrolldndolo tenemos:
o] ] .
. A A ... An b
_2 Ag Az ... Apo '2
S I T ET TP OUUP PR :
x| AL Ay Ay oo Agi| | b
EN _Aln AQn B Ann_ _bn_

1

T, = ﬁx desarrollo del determinante de A; por cofactores de la columna 3.

o 1Al
VY
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Ejemplo 2.15. Resolver el siguiente sistema por el método de Cramer.
r1 —2x9+23=0
2:1)2 — 8:173 =38
—4x1 + 5xr9 4+ 923 = —9

1 -2 1 0 -2 1
Al=| 0 2 —8|=2 |Au|=|8 2 -8/ =58
4 5 9 —9 5 9
1 0 1 1 -2 0
Ago|=| 0 8 —8/=32 |Am|=|0 2 8/=6
4 -9 9 -4 5 -9
|Ag1| 58 |Ago| 32
= = 2 = = 1
T 6

102
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2.11 Ejercicios

Ejercicio 2.1. Discutir y resolver si es posible los siguientes sistemas:

T -y +z =2
0 b)< 3x +2y —2z = 1
—xr +3y —z = 2

T +2y — 3z + t =2
20 —y — z — t =1
a)
-r +y +2z — t =
3z +2y —4z —3t =

T -y + 2z —1 0
d){ 2z + 3y — 4z +2t = 0
3v + 2z — 1 0

z + 2y — 3z —16t = 4
c) y + 22 — 3t = 6
- —y + z + 9 =-2

Ejercicio 2.2. Resolver por el método de eliminacion gaussiana los siguientes sistemas. Notese
como los tres sistemas tienen la misma matriz de coeficientes A.

r+y +z + ¢ 0 r+y +z2z +t =17
r +y +2t = 0 T +y +2t = 8

@) 2z 42y + 3z = 0 2v +2y + 32 10
—r —y —2z +2t 0 —r —y —2z +2t = 0
T4y +2 +t =7
T+ y +2t = 5

2 2z +2y + 3z = 10

\—m—y—22+2t:0

—

Justifica st el vector 51 = (7,8,10,0) puede expresarse o no como combinacion lineal de las columnas
de A. Haz lo mismo para el vector by = (7,5,10,0).
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Ejercicio 2.3. Calcular a para que el siguiente sistema admita solucion distinta de la trivial y
resolverlo.
I+a)r +y + 2 =0
T+ y + z

2 — y —az

0
0

Ejercicio 2.4. Discutir y resolver, segin los valores de m, el siguiente sistema.
6x + 18y —2mz = 0
Tz 2y — 4z 0
4 + 10y — 62 = 0

Ejercicio 2.5. Discutir y resolver si es posible, el siguiente sistema, segun los valores de k.
(k+5)x + 2k—1)y — = 0

x4+ (k—=2y — =z 0
3z + 2y + =z 0

Ejercicio 2.6. Calcular los valores de m, k y h para que el sistema sea compatible indeterminado.
3r + y + kz =0

x— y— z =20
mx + y + hz
r +my — =z

=0
=0
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Ejercicio 2.7. Clasifica los sistemas lineales con las matrices ampliadas siguientes como compatible

determinado, compatible indeterminado o incompatible, en funcion de los parametros a y b. Cuando

un caso no se pueda dar escribe “nunca”. Cuando un caso se d siempre, independientemente del

valor de a y b escribe “siempre”. Para los casos en los que obtengas varios valores de pardmetros,
@, »

unelos explicitamente utilizando la conjugacion pertinente “y” u “o” (las comas no valen).
Compatible determinado........................

1 3 5

0 2b ‘| b_1 Compatible indeterminado.....................
) Incompatible........ccoovviiiiiiiiiiii,
(1 4 6 | 2 Compatible determinado........................
01 a | 2 Compatible indeterminado.....................
0 0 b—1] b—-1 Incompatible.........coooiiiiiiiiiiii,
1 2 3] 1 Compatible determinado........................
0 a—1 4] 2 Compatible indeterminado.....................
0 0 a-2 3 Incompatible..........cooovviiiiiiiiiiiiieeeeenn,
2 41 |5 Compatible determinado........................
00 3 | b} Compatible indeterminado.....................
Incompatible........ccooevieiiiiiiiniiiiiiieeees
) Compatible determinado........................
2.4 1[5 Compatible indeterminado.....................

00 a | b .
Incompatible........ccoooiiiiiiiiiii
11 3 | 4 Compatible determinado........................
0 b | 2 Compatible indeterminado.....................
00 0 | a Incompatible.........ccovviviiiieeeiiiiiieeeeeene,

Ejercicio 2.8. Estudiar el tipo de solucion en funcion del pardmetro a
T + 20 — 23 =1
1 + axy +3x3 = 2
221 + 3290+ axg = 3

Ejercicio 2.9. Estudiar el tipo de solucion en funcion del pardmetro X
Ax1 + 9 + x3 = A2
1 + X2 FAxz = A
1 + xo+2Az3 = 2
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Ejercicio 2.10. Discutir y resolver, si es posible, el siguiente sistema, segun los distintos valores

del parametro a:

T+ y+ z+

t 1
—ar + y + 2z + t =2
r —ay + z + t =3 2015-2016 Primer parcial 1Q) se pidio justificar si existia o
t 4
5

r + y —az +

. z + y + z —at =
existian valor/es de a para que el sistema fuera compatible

Ejercicio 2.11. Clasifique el siguiente sistema lineal en funcion del parametro a.
— 21 — 2z + ax3 = a
2x1 — ax9 + 2x3 = —2
r1 + 229 + 423 = 3

El sistema es compatible determinado si y s0lo Si:  ceeeiiiiii
El sistema es compatible indeterminado si y S6lo Si: ceeiiiiiii
El sistema es incompatible si y SOl0 Si:  cooiiiiiii
Indique “siempre” o “nunca” si procediese. Si das mds de una condicion utiliza los nexos adecuados
70" 0 7y”.
Solo se puntia si las respuestas presentadas son consistentes entre si.

2015-2016. Junio. G.I. Mecdnica.

Ejercicio 2.12. Clasifica en funcion del parametro a el sistema lineal de matriz ampliada

112 |1
. 1213 0
A_12a|3
11 a |a

El sistema es compatible determinado si y S0lo si: ceeiiiii
El sistema es compatible indeterminado si y sO0lo $i: i

El sistema es incompatible $i y SOl0 Si:  coeiiiii

Indique “siempre” o “nunca” si procediese. St das mds de una condicion utiliza los nexos adecuados

2 0 20,7

0”0 7y”.
Sdlo se puntia si las respuestas presentadas son consistentes entre si.
2016-2017. Primer parcial G.I. Quimica. Junio G.I. Mecdnica.

Noétese que la matriz ampliada es la misma que la del Ejerc. 1.26D, pero con las filas
ya ordenadas para que los parametros aparezcan en la parte inferior.
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Ejercicio 2.13. Calcular a para que sea compatible el siguiente sistema y resolverlo.

T+ Yy =a
r — y =35
20 — y = 8
3z + 4y =1

Ejercicio 2.14. Determinar a y b para que el vector (1,0, a,b) pueda expresarse como combinacion
lineal de (1,4,-5,2) y (1,2,3,—1).

1 3
Ejercicio 2.15. Dada la matriz A= |2 6], encuentra a simple vista una solucion de AT = 0 que
3 9

no sea la solucion 0. (Pista: Que una combinacion lineal de las dos columnas produzca el vector
nulo).

Ejercicio 2.16. Determina si las siguientes rectas tienen un punto de interseccion comun: 2x1 +
3ro = —1, 6214+ 529 =0 y 221 — 5z = 7. En caso afirmativo obtén las coordenadas de dicho punto.

Ejercicio 2.17. Determina si las siguientes rectas tienen un punto de interseccion comun: x1—4xe =
1, 201 —x90 = =3 y —x1 — 3z9 = 4. En caso afirmativo obtén las coordenadas de dicho punto.

Ejercicio 2.18. En R? se consideran los planos 11y : 20 — 2y +az = 0 y Iy : -3z + 3y + 32 =0,
donde a es un pardmetro. Determina el lugar geométrico de la interseccion de los mismos en funcion
del pardametro a.

Ejercicio 2.19. Se desea construir modularmente un edificio. El reparto de viviendas en cada
planta se escogerd de uno de los tres planes posibles. Cada planta del Plan A tiene 3 viviendas
de 3 habitaciones, 7 de dos habitaciones y 8 de una habitacion. Cada planta del Plan B tiene 4
viviendas de 8 habitaciones, 4 de 2 habitaciones y 8 de una habitacion. Cada planta del Plan C
tiene 5 viviendas de 3 habitaciones, 3 de 2 habitaciones y 9 de una habitacion.

3
a) s Que interpretacion darias al vector ¥ = |7| ¢
8

b) Escribe una combinacion lineal de vectores que exprese el total de viviendas de 3, 2 y 1 habitaciones

del edificio.

¢) s Es posible diseniar un edificio con exactamente 66 viviendas de 3 habitaciones, 74 de dos habita-
ciones y 136 de una habitacion?. En caso afirmativo, ; hay mds de una forma?. Fxplica la respuesta.

Ejercicio 2.20. Resuelve por el método de Gauss-Jordan y por el método de Cramer.
41 — 929 + 223 = 5
207 — 4xo + 63 = 3
r1 — X9 + 3x3 = 4

Ejercicio 2.21. Encuentra una relacion entre by, by y by que haga compatible el sistema con la
siguiente matriz ampliada:
2 5 =3 |bh
A= 4 7 —4 |b
-6 -3 1 |bs
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Ejercicio 2.22. Supon que la matriz de coeficientes de un SL es de orden 3 X 5 y tiene 8 columnas
pivotales. Explica por qué el sistema es compatible.

Ejercicio 2.23. Continia la frase: ”Si un sistema lineal es compatible, entonces la solucion es unica
S Y SOLO ST vvvvieaiaisiiiieieiaaiaiaan, i’

Ejercicios con Matlab

Ejercicio 2.24. Clasifique, y en su caso resuelva, los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices
ampliadas son las siguientes:

1 -3 2 |1 1 -3 2 |0 1 -3 2 |1
a) |5 6 -1 |3 b |5 6 -1 |0| ¢ |5 6 -1 |3
4 9 5 |1 4 9 5 |0 4 9 -3 |1

Notese que b) es el sistema homogéneo correspondiente al sistema no homogéneo a).

Ejercicio 2.25. Clasifique, y en su caso resuelva, los sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices
ampliadas son las siguientes:

0110 |1 01 10 |0
1002 |0 1002 |0
Y0110 1] Yo110 o
1101 |0 1101 |0

Notese que b) es el sistema homogéneo correspondiente al sistema no homogéneo a).

2¢ + 3y + z — 5t =1
Ejercicio 2.26. Dado el sistema de ecuaciones lineales 3r + 3y + 3t = 3 , halle

3z + 4y + z — 4t = 2

su solucion general y la solucion particular correspondiente a los valores z =1 yt = —2.

Ejercicio 2.27. Clasifique el sistema de ecuaciones lineales siguiente en funcion de los valores de
ayb:

21z — 1.1y + 82 = 26

122 — 0.9y + 92 =21

3.5r—12y4+az="0

El sistema es compatible determinado si y solo si:
El sistema es compatible indeterminado si y SOL0 Si: e

El sistema es incompatible sty SOLO St: i

Indique “siempre” o “nunca” si procediese.

2015-2016 Primer parcial G.1. Mecanica. Matlab
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Varios

Ejercicio 2.28. Supon un conjunto de datos experimentales que puedan representarse como puntos
en un plano. Un polinomio interpolador de los datos es un polinomio cuyo grdfico pasa por todos
los puntos. En trabajos cientificos un polinomio de este tipo puede usarse, por ejemplo, para estimar
valores entre puntos conocidos. Otro uso es para crear curvas para grdficos de ordenador. Para
obtener el polinomio interpolador hay que resolver un sistema lineal.

Encuentra el polinomio interpolador p(t) = ag + a1t + ast? para los datos (1,12), (2,15), (3,16). Es
decir, encuentra ag, a1, as, tales que:

ag+ a1l + a212 =12
ag+ a2+ (1222 =15
ap + a13 + a23? = 16

1 I .1‘12
Demuestra que la matriz A= |1 x9 x2%|, con x1 # 29, 21 # T3 y T2 # x3 tiene rango 3.
1 €T3 .1532

Ejercicio 2.29. Un problema importante en el estudio de la transferencia de calor es el de determi-
nar la distribucion de temperatura en estado estacionario de una placa delgada cuando se conoce la
temperatura en el borde. Supongase que la placa de la figura representa una seccion transversal de
una barra metdlica, con flujo de calor despreciable en la direccion perpendicular a la placa. Denote-
mos 11,15, ..., T las temperaturas de los 6 nodos interiores de la red de la figura. La temperatura
en un nodo es aproximadamente igual a la media de la temperatura de los 4 nodos mds cercanos, a
la izda, encima, a la derecha y por debajo. Por ejemplo:

10+ 20 + Ty + Ty)
4

a) Escribe el sistema cuya solucion nos permite conocer las temperaturas.
b) Resuelve dicho sistema.

T1:(

o 4T1—T2—T4:30

20° 20° 20°

10° 1 2 3 40°

10° 4 Y 6 40°

20° 20° 20°
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Ejercicio 2.30. Determina la corriente en las mallas de la red de la Figura, sabiendo que el sistema
lineal correspondiente es:

111, — 31, = 30
3L, 46, —Is=5
Iy 4315 = —25
‘301/
|
‘ [
SN C &
30
AN
10 @ 10
5‘1/ Lo
{ ‘ AN
10 @ 10
|
0V



