Capitulo 14

Endomorfismos: autovalores,
autovectores, diagonalizacion

Consideraremos en este capitulo endomorfismos f : IR™ — IR", siendo IR" espacio vectorial sobre

R.

14.1 Valores y vectores propios

Definicion 14.1. Se dice que A € IR es autovalor o valor propio del endomorfismo f en R™, si
existe T # 0 € R" tal que f(¥) = A\Z.

Definiciéon 14.2. Sea f un endomorfismo en R™ con autovalor \. Los vectores & € R™ tales que
f(&) = A\Z se denominan vectores propios o autovectores de f correspondientes al autovalor \.

A puede ser nulo
SiZz=0 VA se cumple que f (6) = A0, por eso para aceptar A como autovalor debe existir Z £0
tal que f(¥) = \Z.

Teniendo en cuenta que a f le corresponde una matriz estdndar asociada A, nos referiremos indis-
tintamente a los autovalores de f o de A y a los autovectores de f o de A.
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Ejemplo 14.1. Sea la aplicacién lineal f: R? — R?, sobre R, cuya matriz asociada es A =

[12 :ﬁ . Determina si los vectores © = (2,1) y ¥ = (3,2) son vectores propios de A. En caso
afirmativo da el valor del autovalor asociado.
Sol:
L |10 =181 (2] |2 ., |10 —=18| [3| |-6
sa= L S ] - [ o= Sl -5
i es vector propio porque At = 1u U es vector propio porque AU = —2U
el autovalor asociado es A =1 el autovalor asociado es A = —2

Ejemplo 14.2. Sea la aplicacion lineal f: R? — R2, cuya matriz asociada es A = [é g]

Determina si los vectores @ = (6, —5) y ¥ = (3,—2) son vectores propios de A.

Sol:

_ (1 6 6] |[—24 L |1 6 3 (-9

Sl K =)= ]

iU es vector propio porque Aid = —4u ¥ no es vector propio porque no existe s tal

que AU = st, o lo que es lo mismo,
(=9,11) no es maltiplo de (3,—2).

Ejemplo 14.3. Consideremos el endomorfismo identidad id: R™ — IR"™. Sabemos que su matriz
asociada es la identidad.

id(Z) = 17 = &

La aplicacidn tiene un unico valor propio, que es 1. Todos los vectores de IR™ son autovectores
correspondientes a ese autovalor.

Ejemplo 14.4. Consideremos la aplicacion lineal f: R™ —— IR™ cuya matriz asociada es la matriz
M, con A e R.
f(@) =T =)\

La aplicacion tiene un unico valor propio, que es A. Todos los vectores de IR™ son autovectores
correspondientes a ese autovalor.

Esta transformacion lineal es el “Escalamiento” con factor .
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14.2 Obtencion de los valores propios. Ecuacion caracteristica

Teorema 14.1. Sea el endomorfismo f : R™ — IR™ y A,, su matriz asociada respecto de la base
estandar. X\ es valor propio de f < |[A—X|=0< rg(A— \) <n.

Demostracién: \ valor propio si 3 @ # 0 tal que f(Z) = AT = AT = A%, siendo I la matriz
identidad de orden n, o lo que es lo mismo, si 3 & # 0 tal que (A — A\I)Z =0

Por tanto A es valor propio < el SL (A — AI)Z = 0 es indeterminado < rg (A — M) < n <

|A— I =0 -
ail — A ai19 e Aln
- ...
Desarrollemos |A — AI| =0 a?1 a22‘ ] a?n =0
a?’bl an2 - ann - )\

= (=D)"\" 4+ an A" '+ ...+ a A +ag) =0.

Esta ecuacién es la denominada ecuacién caracteristica de f, o de A. Los valores de A que
verifican la ecuacion son las raices del polinomio (A" + A N L+ )+ ap).

El polinomio ménico anterior ( con coeficiente uno para el término de mayor grado) se denomina
polinomio caracteristico de f o (de A), y se denota como p(\).

p(/\) ="+ an_l/\"_l + ...+ a1 A+ ap.
Noétese que |A — NI| = (—1)"|AI — A|, por tanto p(A\) = |AI — A.
De acuerdo con el Teorema Fundamental del Algebra, todo polinomio de grado n > 1 con coefi-

cientes reales tiene exactamente n raices reales o complejas (contando multiplicidades). Denotamos
la multiplicidad de la raiz A como py.

El polinomio (A — 1) tiene 5 raices, todas iguales a 1. Decimos que tiene raiz 1 con multiplicidad 5.

El polinomio A? 41 tiene dos raices complejas, +i y —i. (Las raices complejas siempre forman pares
conjugados).

El polinomio (A2 + 1)(A? — 1) tiene dos rafces complejas, i y —i y dos rafces reales 1 y —1, ambas
simples. Se podria escribir cémo (A + 1)(A — 1)(A —)(A +19).

El polinomio (A+1)(A—1)%(A+6)3(A—i)(A+i) tiene las siguientes raices distintas: —1 de multiplicidad
1, 1 de multiplicidad 2, —6 de multiplicidad 3, ¢ de multiplicidad 1, y —¢ de multiplicidad 1.

El polinomio caracteristico de A, p(\), de grado n, tendré n raices. Las raices reales del polinomio
son los valores propios del endomorfismo f, también designados como valores propios de A. La
multiplicidad algebraica de un autovalor A; se define como su multiplicidad como raiz del
polinomio caracteristico, que habiamos denotado como py,. Al limitarnos a endomorfismos en el
espacio vectorial IR™ sobre IR, y no al espacio C" sobre C, las raices complejas de p(\) no pueden
considerarse como valores propios de A.
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Suponiendo s raices distintas, incluyendo reales y complejas:

P(A) = (A= AP (A= Ag)Pr2 ... (A= Ag)Ps
Py +Pxy T oo +Dy, =1

Si r_es el niimero de raices reales y distintas, r < s , entonces tenemos r autovalores distintos, y:

Dr, +Dx, + ...+ Py, <N & existen raices complejas

Dr, +Dx, + ...+ Py, =n & todas las raices son reales

Si p(A) tiene las n raices reales y distintas (por tanto todas de multiplicidad algebraica 1), entonces
el endomorfismo tiene n autovalores distintos, y:

PA)=A=A)A—=X2)...(A=Ap)

Resumen: Los valores propios son las raices reales del polinomio |A — |, o lo que es lo mismo,
las soluciones reales de la ecuacién caracteristica |[A — \I| = 0.

N O W

6 1
Ejemplo 14.5. ;Es 5 un valor propio de A = |3 51°¢
2 6

Sol:

5 es autovalor de A < 5 es solucion de la ecuacion |[A—N[|=0< |[A—=51]=0

1 -3 1
|A—5I|=1|3 —5 5| =—-30, por tanto 5 no es autovalor.
2 2 1

Ejemplo 14.6. a) Averigua si A\ = 4 es autovalor de A = Lll g]

b) Determina el valor de ¢ para que X = 4 sea autovalor de A = [1 2}

4 c
Sol:
a)|A—4I]:‘_i ?':—3—8:—11;&0:)\:4noesaut0val07’.
b)]A—4I\:’_i) 634‘:—3c+12—8:—30+4:0:>c:4/3.
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2 =
3] y un autovector distinto de 0 corres-

Ejemplo 14.7. Encuentra los valores propios de A = [3 6

pondiente a cada uno de los autovalores encontrados.

. 2—s 3 o 2 .
|A—sI|—‘ 5 _6_8—(2 s)(=6—s5) —9=s"+4s—21
Los autovalores, que son las raices reales del polinomio anterior, son s = =7 y s = 3.
Autovector para s = =7
2 2 3y =-7 9 3y=20
[ 3] [x}:_7[m} x4+ 3y T x + 3y 1] = y— -3
3 —6] |y Y 3r — 6y = —Ty 3z+y=0

(1,—3) es autovector correspondiente al autovalor —7

.12 3 =7 _ 1
Comprobacion: {3 —6} [_3] = [21} = -7 [_3}

Por el mismo procedimiento se puede calcular un vector propio asociado a A = 3

Procedimiento mds directo:

Los autovectores son las soluciones de A¥ = A\ = M\ ¥, es decir, del sistema homogéneo (A—\I)T =
0.

La matriz de coeficientes (A — AI) para este ejemplo y A = —7 es:

12 3 =7 0| _|2+47 3 19 3
A_M_[s —6]_{0 —7]_[ 3 —6+7}_[3 1]’
que es precisamente la matriz del SL [1] de arriba.

93|o]

Los autovectores se obtienen resolviendo el SL [3 1|0

Ejemplo 14.8. Encuentra la ecuacion caracteristica de A =

S O O Ot
S O W
S Ot o O
s O -

(5-N)B - NG -1 -A) =0

Por ser A— Al una matriz triangular, su determinante es el producto de los elementos de la diagonal
principal.
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Ejemplo 14.9. El polinomio caracteristico de una matriz 6 x 6 es \6 —4\> — 12)\*. Encuentra los
valores propios y su multiplicidad algebraica.

p(A) = (A2 —4x — 12))\?

Tenemos la raiz A = 0 con multiplicidad 4 vy las raices de N> —4X—12 = 0. Estas tiltimas son A = —2
y A =6, ambas simples.

-5 9 71
. . . -1 1 -2 0 ,
Ejemplo 14.10. Dado el endomorfismo con matriz asociada A = 00 2 ol obtén los
00 90

autovalores y sus multiplicidades algebraicas.

Sol:
-5-X 9 7 1
1 1-Xx =2 0
Desarrollando | A=A | = 0 0 9\ 0 por cofactores de la tercera fila tenemos:
0 0 9 0-A
-5-X 9 1
|A=X|=2-N| -1 1-Xx 0 :(2—A)(—A)‘_5_IA 1?A‘=

0 0 —A
22 (=N (5 =M1 =A)+9) =(2-A) (=A) (=5 +5A—A+A2+9) =
(A2 44X +4)(2 = A)(=X) = (A +2)2(2 = A)(=A)

Los autovalores son A = —2 con multiplicidad 2, A = 2 con multiplicidad 1, y A = 0 con multiplicidad
1.

14-15 Junio GIQ sin Matlab: Para el mismo endomorfismo se realiza la pregunta tipo test de senalar
cudntos autovalores distintos tiene la matriz, siendo las opciones a) Uno b) Dos ¢) Tres d) Cuatro.
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14.3 Subespacio propio

El conjunto de todos los vectores propios de un endomorfismo f de IR"™ correspondientes a un auto-
valor A es un subespacio de R"™, denotado como V), y denominado subespacio propio correspondiente
al autovalor A\. En efecto, considerando la matriz estandar A asociada a f, tenemos:

Vi={FZ€R" /AT =\&} = {Z€R" / (A-A)Z =0} = Nul(4—\I)

Vemos a continuacién la definicién formal de los subespacios propios de un endomorfismo o de su
matriz estdndar asociada A.

Definicion 14.3. Sea f endomorfismo de R™ con matriz estindar asociada A y sea \; un autovalor
de f. Al subespacio vectorial de R™ {Z € R"/(A — \I)Z = 0} se le denomina subespacio propio
correspondiente al valor propio \;. Se denota como Vj,.

Vi, = Nul(4 — N )

Observaciones:
1) dim V) > 1 ya que AZ = AZ tiene soluciones de Z no nulas.

2) Sabemos que V), es subespacio vectorial de IR", al ser su forma implicita la de un SLH. Presentamos
no obstante a continuacién la demostracion independiente de que V) cumple los tres axiomas de los
subespacios.

—

e V, contiene el vector 0 pues f(0) = 0 = AO.
e El producto por un escalar es cerrado, pues T € V) = a T € V),
f(@) = A\Z, entonces f(a Z) = a f(¥) = a AT = X\ aZ, por tanto aZ € V),
e La suma es cerrada: 37:’,3;’ eVi=7r+ = Vi
f@+a") = (@) + f(@) = AT+ A2l = \NZ + )
Como consecuencia de que la suma sea cerrada y el producto por un escalar también, se tiene que

toda combinacion lineal de autovectores de un valor propio A de A es también autovector de ese
valor propio.
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14.4 Dimension del subespacio propio

Vi es el conjunto de soluciones del sistema lineal con matriz ampliada [ A — X\ | 0 ], por tanto:

dim V) = n® de pardmetros libres = n® de columnas no pivotales de la matriz [ A — AT |

dim V), = n — rango (A — AI) ‘

Por ser A autovalor rg (A —AI) < n por tanto: 1 < dmVy < n ‘

dim V), = n cuando rg(A — AI)=0, es decir si A — AI es la matriz nula, o lo que es lo mismo,
A= MAl. En este caso AZ =X\¥ VZe R", y portanto V) =R"

Teorema 14.2. dimV) es menor o igual que la multiplicidad algebraica del valor propio .

1 <dmVy, < py <n

Se define multiplicidad geométrica de un autovalor A como la dimensién de V).

14.5 Obtencion de los subespacios propios

En primer lugar se calculan los valores propios, es decir, las raices reales de la ecuacién |[A — AI| = 0.
A continuacion:
e Se determina V), = Nul(A — \;I) para cada valor propio A;, que es lo mismo que determinar

la solucién de cada sistema homogéneo (A — \I)Z = 0 (un sistema para cada autovalor). La
resolucién del sistema nos permitird obtener una base y la dimensién del subespacio propio.

e Es conveniente comprobar que dim V), esté dentro del rango permitido, 1 < dim V), < py,,
siendo py, la multiplicidad algebraica de ;.
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14.6 La suma directa de los subespacios propios

Teorema 14.3. La suma de los subespacios propios de un endomorfismos es suma directa. Es decir,
S A1, A2, ..., Ar SOM los autovalores distintos del endomorfismo dado por la matriz A, entonces:

’ V>\1®V>\2@ @V)\r

Demostracién: Habiamos visto en el Capitulo 7 que suma directa era equivalente a que todos
los conjuntos {7, ¥, ..., 7.} con ¥; # 0 y U; € V), (un autovector no nulo de cada subespacio
propio) fueran linealmente independientes. Demostraremos que efectivamente tales conjuntos son
linealmente independientes.

Supongamos que el conjunto es linealmente dependiente, entonces existe un indice minimo k tal que
Uk+1 €s combinacién lineal de los k anteriores, linealmente independientes, es decir,
Ugt1 = C1U1 + coUs + ... + U,  con Uy, Ua, ..., U Li. [1]
multiplicando por la izquierda por A tenemos:
A1 =AU + A cotio + ... + A ¢k,
Met1Uk+1 = A1€101 + Aacal + ... 4 Apcp U 2]
multiplicando la ecuacién [1] por Ag41 obtenemos:
Mk 1Uk41 = App1C1U1 + Apy102U2 + .o+ Apg1Cr U 3],
y restando [3]—[2] se obtiene;
0= (Mgt — AD)e1T1 + Apg1 — Xa)eala 4+ - . + (Mgt — M)l
Como el conjunto o7, s, ..., es Li., los coeficientes de la combinacién lineal son nulos, es decir:
(Mkr1 —A1)er =0
(Akr1 — A2)ea =0

(M1 — Ap)er =0

Y como hemos supuesto que los A; son todos distintos, ninguno de los (Ax+1 — A;) es nulo, por lo
quec=0vi=1,...,k.

= Tpp1 = 0 (ec. [1]), lo cual es una contradiccién puesto que habiamos partido de que todos los
fueran no nulos.

= El conjunto {0y, ¥s,..., 0} es linealmente independiente.

Queda por tanto demostrado el teorema por reduccién al absurdo. O
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e Ya que la suma de subespacios no puede ser mayor que el espacio completo tenemos el siguiente
resultado obvio:

| OV . DV, CR"

e Por ser suma directa los subespacios propios son linealmente independientes entre si , y la unién
de las bases constituye una base del subespacio suma.

dimV)\l + dim V)\Q + ... + dimv/\r = dim (V)\l @ R @ V/\T)

e Recordemos que una de las consecuencias de que la suma de subespacios propios sea directa es
que su interseccion es el vector 0.

Aunque el Teorema 14.3 ya garantiza que la interseccién es el vector nulo, se puede demostrar
facilmente, de forma directa, que la interseccién de subespacios propios distintos es el vector nulo.

En efecto, si & pertenece a todos los subespacios propios Vy,,Vy,,...,V),, entonces AZ = M7 =
AT =...= \T.

(A —X)Z=0

(M —X3)Z=0

De las igualdades se deduce:

I
=1

(M —N\)Z
Como por hipétesis \; # \j = T = 0.

14.7 Existencia o no de base de IR" formada por autovectores de f

Teorema 14.4. Eziste base de R"™ formada por autovectores de f < Vy, PV, P ... PVy, =R"
< p(\) tiene n raices reales contando multiplicidades (o lo que es lo mismo, no hay raices complejas)
y dimV)y, = py,

Demostracion: Existe base de IR" formada por autovectores si y sélo si tenemos n autovectores
Li. es decir, si y s6lo si la suma de los subespacios propios es igual a IR", o lo que es lo mismo, si y
solo si dimVy, +dimV), + ... +dimV)_ =n

Sabemos que dimV), <p,, ¢=1,...,r, por tanto:
dimVy, +dimVy, + ... +dimV), < py, +px, +...pn, < 1

Para obtener la dimensién maxima igual a n se debe cumplir dimV}, = py, Vi = 1,...,r (para que
el primer “menor o igual” sea un “igual”) y que todas las raices sean reales (para que el segundo
“menor o igual” sea un “igual”). O

Teorema 14.5. Si la matriz A, asociada a un endomorfismo f en R"™ tiene n wvalores propios
distintos, entonces en R"™ se puede obtener una base cuyos vectores sean todos autovectores de f.

En efecto, si el polinomio caracteristico de grado n tiene n autovalores distintos, significa que las
multiplicidades algebraicas son todas igual a uno. Por tanto los n subespacios V), tienen dimensién
1, y la dimensién de la suma directa serd n x 1 = n, existiendo entonces la base de autovectores.

Noétese que este teorema nos da una condicién suficiente para que exista base de autovectores, pero

no es una condicion necesaria.
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Base de R" formada por autovectores de f y matriz asociada a f respecto de esa base

Suponemos un endomorfismo f tal que existe base de R"™ formada por autovectores de f. Sabemos
por tanto que todas las raices de p(\) son reales y que la dimensién de cada subespacio propio es
igual a la multiplicidad algebraica de su autovalor asociado.

B={u!, .., 77}% , 2 ﬁgAQ sy O e, U0} = BilUBz...UB;, siendo B; la
base de V), y siendo el nimero de vectores de B; = p,,.
f@1) =M1 A . 0 . .. 0 ... 0]
f@p, ) =M7p, 0 Y] 0 0
= D= 0 0 0 0
f@") = A 07 0 0 Ar 0
P 0 0 0

S~ PN <~ D —

Observamos que la matriz asociada respecto de la base de autovectores es diagonal y que el elemento
de la diagonal principal en cada columna es el autovalor correspondiente al autovector de esa columna.

A, que es la matriz asociada a f relativa a la base candnica, y D, relativa a la base de autovectores, son
matrices semejantes entre si , pues se refieren al mismo endomorfismo pero utilizando bases distintas
(la misma en el espacio inicial y final). Entre ambas matrices se cumple la relacién: A = P D P~}
siendo P la matriz que tiene por columnas la base de autovectores de f.

Recordamos también del Capitulo 12 que un endomorfismo f o su matriz estandar asociada se dice
que son diagonalizables si existe base respecto de la cual la matriz asociada sea diagonal, o lo que
es lo mismo, si A tiene una semejante diagonal. Por tanto, siempre que exista base de autovectores
podremos decir que el endomorfismo es diagonalizable.
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14.8 Diagonalizacion

Teorema 14.6. Teorema de la diagonalizaciéon. Una matriz A, es diagonalizable si y sélo si
A tiene n vectores propios linealmente independientes, es decir, si y solo si existe una base de R™
formada por autovectores de A. En la factorizacion A = PDP~' con P invertible y D diagonal, las
columnas de P son n autovectores de A linealmente independientes, y los elementos de D son los
autovalores correspondientes y en el mismo orden.

Teorema 14.7. Una matriz A, con n valores propios distintos es diagonalizable.

Demostracion: En un teorema anterior se demostraba que si A,, tenia n valores propios distintos
existia una base de IR™ formada por vectores propios de A. Aplicando el Teorema de la Diagonali-
zacion, que establece que A es diagonalizable si y sélo si IR™ admite una base de autovectores de A,
queda demostrado el presente teorema. O

Teorema 14.8. El determinante de la matriz A, correspondiente a un endomorfismo en R™ dia-
gonalizable es igual al producto de sus n autovalores. Es decir, si A diagonalizable, entonces det A
= )\?1 X )\IQ)AQ X .. X NP siendo A\ los T autovalores distintos vy Dy, sus respectivas multiplicidades.

Demostracién: En el Capitulo 12 vimos que las matrices semejantes tienen el mismo determinante.
Si A diagonalizable, significa que A es semejante a D, siendo D una matriz diagonal, con los autova-
lores en dicha diagonal. El determinante de A, que es igual al de D, es por tanto igual al producto
de todos los autovalores, incluyendo multiplicidades. O

Teorema 14.9. La traza de la matriz A,, correspondiente a un endomorfismo en IR"™ diagonalizable,
es igual a la suma de sus autovalores, incluyendo multiplicidades. Es decir, trA =", px,\i, siendo
Ai los v autovalores distintos y py, sus respectivas multiplicidades.

Demostraciéon: En el capitulo 12 vimos que las matrices semejantes tienen la misma traza. Si A
diagonalizable, significa que A es semejante a D, siendo D una matriz diagonal, con los autovalo-
res en dicha diagonal. tr(A)=tr(D), que es igual a la suma de todos los autovalores, incluyendo
multiplicidades. O

Obsérvese que este resultado es muy 1til para comprobacién de autovalores.
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RESUMEN sobre diagonalizacién

Dada A, existen P invertible y D diagonal tales que A = PDP~! si y s6lo si A tiene n valores
propios reales (incluidas multiplicidades) y dimV), es igual a la multiplicidad algebraica de A;.

Los elementos de D son los autovalores. Las columnas de P son los vectores de una base de vectores
propios de A, con los vectores ordenados en P igual que sus autovalores estdn ordenados en D.

La matriz de la aplicacién lineal en la base candnica es A. La matriz D no es més que la matriz de
la aplicacion lineal respecto a la base de vectores propios dada en P.

La base de vectores propios se construye como la unién de las bases de los subespacios propios,
siendo la dimensién de cada uno de éstos igual a la multiplicidad del autovalor como raiz.

Expresemos en formulas algunos resultados que verifica toda matriz A diagonalizable:
PA) = (A= AP (A= Xo)P2 ... (A — A\p)PAr, con \; rafces reales y Y . py, =N
dimV), = py,

dimVy, +dimV), + ... + dimV) =n

Ll e

Existe base B de R" formada por autovectores de Ay B = Bi|JB2...|JB,, siendo B; la
base de V.

ly 2 & 3 & 4 & A diagonalizable

Esquema para las matrices asociadas A y D:

ff R" ———— R"
X ———— 9
Pt A T P B: base de autovectores
[Z]lp ————— [¥]B elementos de D: autovalores en el mismo orden
D
A=PD p! P es la matriz de paso de la base usada en D a la base canonica.

D=P1'AP P~ es la matriz de paso de la base canénica a la base usada para D.
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14.9 Algunas propiedades de autovalores y autovectores

Teorema 14.10. Los wvalores propios de una matriz triangular son los elementos de la diagonal
principal.

Demostracién: Se demuestra para una matriz triangular superior y n = 3

ain a2 a3 A0 0 ain — A a2 a3
A—- )N = 0 as22 a3 | — 0 X 0| = 0 a2 — A a3
0 0 as3 0 0 A 0 0 asz — A

A es un autovalor <= |A— | = (a11 — A)(a22 — A)(azss — ) =0
Las raices de p(\) son a1, a9, ass

Se obtiene el mismo resultado para una matriz triangular inferior. O

Ejemplo 14.11. Determina los valores propios de las matrices A y B.

3 6 -8 4 00
A=10 0 6 B=]-2 10
0 0 2 5 3 4

Son matrices triangulares, y por tanto sus autovalores son los elementos de la diagonal principal.
Los autovalores de A son 3,0,6 y los autovalores de B son 4 (multiplicidad algebraica 2) y 1.

Teorema 14.11. Si \ es autovalor de A con autovector asociado T, entonces \¥ (k = 2,3,...) es
autovalor de AF con el mismo autovector asociado .

—
Demostracién: Ak z="A ... AzZ=)2% O

Teorema 14.12. A,, es invertible <= el escalar 0 no es autovalor de A.

Demostracién: A es invertible <= |A| # 0 <= |A — 0| # 0 <= 0 no es autovalor de A O
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Teorema 14.13. Si A es invertible y A\ autovalor de A con autovector asociado ¥, entonces \™' es
autovalor de A~ con autovector asociado también Z.

Demostracién: A# = A%, A invertible = 3JA™ 'y A #£0
Multiplicando por A~! por la izquierda, A 'AZ = A"'%
F=M"1z \lz=A"1x O

Teorema 14.14. A y A® tienen el mismo polinomio caracteristico, y por tanto los mismos autova-
lores y con la misma multiplicidad algebraica.

Demostracién: I' =1 = |[A' = \[|=|A' = \I'|=|(A—-\])!|=|A - )|

|A* — M| =|A—X| = Ay A tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto los mismos
autovalores y con la misma multiplicidad algebraica. O

RECORDAMOS: Dadas dos matrices A, y Fj, se dice que A es semejante a F' si 3 P invertible
tal que A = PFP~1.

Si A, es la matriz asociada a un endomorfismo respecto a una determinada base, la misma en el
espacio inicial y final, y F, es semejante a A, entonces F estd asociada al mismo endomorfismo
respecto a otra base, de nuevo la misma en los espacios inicial y final.

Teorema 14.15. Si dos matrices A, y F,, son semejantes, entonces tienen el mismo polinomio ca-
racteristico, y por tanto los mismos autovalores y con la misma multiplicidad algebraica.
Demostracién: Ay F semejantes = 3P /| A= PFP~!

A— M =PFP '~ X[ =PFP™' — P\XIP~! = P(F - \I)P~!

|A— X | =|P||F = X||P7Y=|F-X| = |A-X|=|F-M\| O

Nota importante: La relacién de equivalencia por filas, equivalencia por columnas, o equivalencia en
general (filas y/o columnas), no implica la igualdad del polinomio caracteristico. Sélo en el caso de
relacion de semejanza, como se vio en el teorema anterior.

1
0 1
es distinto al de la matriz I5, que es equivalente a A.

Veamoslo por ejemplo con la matriz A = [ } . Su polinomio caracteristico es (2 — X)(1 — \), que
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14.10 Los cuatro casos respecto al tipo de raices de p(\) en R?

Ejemplo 14.12. Determinar los valores propios y subespacios propios correspondientes a los endo-
morfismos con matrices estindar asociadas:

T O I e R

Determinar para cada caso si existe base de R? formada por vectores propios del endomorfismo
considerado.

—2—-5 -2

s 1_3:(_2—5)(1—5)—10252+8—12 raices 3, —4

° |A—SI|:‘

Para calcular Vs hay que resolver el sistema AZX = 3%, es decir, (A —3I) ¥ = 0

-5 =2 |0 -5 =2 |0 B .
[_5 _9 |O]N[ 0 0 ’0] , solucion: bx +2y=0= V3 =< (-2,5) >

Para calcular V_4 hay que resolver el sistema AZ = —AZ, es decir, (A+41) ¥ = 0

2 —2 0] 1 -1 |0 o B
{_5 5 \O]N[O 0 ‘0} , solucion: xr =y =V_, =< (1,1) >

Cualquier conjunto formado por un wvector de Vi y un vector de V_4 es linealmente inde-
pendiente = B = {(=2,5),(1,1)} es base de R? formada por vectores propios = la matriz
asociada al endomorfismo es diagonalizable. En efecto:

0 —4

D es la matriz asociada al endomorfismo respecto de la base B = {(—2,5),(1,1)}.

D= [3 0] y P = [_g ﬂ cumplen A = PDP™1,

Notese como A y D tienen la misma traza y el mismo determinante.

Para comprobar que A = PDP™', resultard mds sencillo realizar la comprobacion sobre la
ecuacion AP = PD, que es la misma que la anterior, y evita tener que calcular P71,

2 0 L .
e B = 0 2] es una matriz diagonal, por tanto sus valores propios son los elementos de la

diagonal. p(s) = (s —2)(s —2) raiz 2 doble
Para calcular Vo hay que resolver el sistema AZX = 2%, es decir

[3 (2)] ¥ =2%. La ecuacion se verifica para todo (z,y) € R2, es decir, Vo = R2.

En efecto en el sistema homogéneo | A —2I | 0] las dos ecuaciones se anulan, por tanto hay
cero pivotes y dos parametros libres.

OBSERVACION: Todos los vectores de R? son vectores propios, por tanto cualquier base de
R2, por ejemplo B = {(1,0),(0,1)}, es base de vectores propios. En cualquier base de R? la

matriz asociada al endomorfismo es D = [g g]

Podemos darnos cuenta también de que por la definicion de matriz estdndar asociada, B =

[ f(€1) f(e_é) ], se tiene:

f(1,0) = (2,0) y f(0,1) = (0,2), deduciéndose que (1,0) y (0,1) son autovectores del autovalor
2. La matriz B original ya estd referida a una base de autovectores, puesto que es diagonal.
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-3
*C= [ 0 -3
la diagonal.

], es una matriz triangular, por tanto sus valores propios son los elementos de

raiz —3 doble

p(s) = (s+3)(s+3)

Para calcular V_3 hay que resolver el sistema AZ = —3%, es decir (A+ 31)Z = 0.

0 2 0] ,. . . .
{0 0 } 0} tiene como solucion y =0 (xz pardmetro libre). V_3 =< (1,0) >
X\ = 3 es raiz doble, sin embargo dimVs no es 2, sino 1, por tanto no existe base de R formada
por autovectores de este endomorfismo. La matriz C no es diagonalizable.

11
-1 1
1+, 1 —14. Por tanto no hay autovalores para el endomorfismo real.

e D= [ ] ,p(s) =(1—8)(1—5)+1=52-2s5+2 Las raices son los complejos conjugados,

Tabla de resultados

Raices | Auto- Multip. Subespacios Multip. Eziste base de
valores | algebr. propios geomeét. R? formada por
autovect.
A
3 A= 1 Vs =< (—=2,5) > 1
-4 A=—4 1 Vog=<(1,1) > 1
si {(=2,5),(1,1) }
B
2 doble | A =2 2 Vo =< (1,0),(0,1) > 2
si {(1,0),(0,1) }
o
-8 doble | A = —3 2 Vo3 =< (1,0) > 1
no
D
1+1
1-1
no
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14.11 Ejemplos en IR®

Ejemplo 14.13. Considérese la aplicacion lineal f: R3 — R3 cuya matriz asociada es A =
4 -1 6
2 1 6|. Sabiendo que un wvalor propio de la aplicacion es X = 2, encuentra una base del
2 -1 8

subespacio propio correspondiente a este valor propio.

Hay que resolver el SL A% = 2%, o lo que es lo mismo, (A —2I)Z =0,

4 -1 6 1 00 2 -1 6
A-2I=12 1 6/—-2(0 1 0|=1]2 -1 6
2 -1 8 0 01 2 -1 6

2 -1 6 |0

Tenemos que resolver el SL de matriz ampliada: 2 -1 6 |0

2 -1 6 |0

Las soluciones son los vectores T = (x1,x2,x3) verificando 2z, — x2 + 6x3 = 0. Tomando 1 y x3
como pardmetros libres, Vo = (1,221 + 623, 23) con 21 € R, 23 € R.

Vo tiene dimension 2 y una posible base de Va es B = {(1,2,0),(0,6,1)}

Ejemplo 14.14. a) Determina los valores propios y subespacios propios correspondientes a los
endomorfismos con matrices asociadas:

(4 -1 6
A=12 1 6| (matriz igual a la del Ejemplo 13)
2 -1 8
[ 2 4 3 5 -8 1 3 -2 0
B=|-4 -6 -3|,C=|0 0 7|/,D=|4 -10
3 3 1 0 0 -2 2 11

b) Determina para cada caso si existe base de R> formada por vectores propios del endomorfismo
considerado, y en caso afirmativo calcular matrices P y D para su diagonalizacion.

Solucion para la matriz A

4—s -1 6 2—s5s —2+4s 0 1 -1 0
0=| 2 1-s 6 |=|2 1-s 6 |=2-82 1-s 6 |=
2 -1 8—s 2 -1 8—s 2 -1 8—s
Fyz—1)
1 -1 0 1 -1 0
2-5)[0 2-s5s —2+4+s/=(2-35)20 1 -1|=(2-38*(8-s5)+2-1)=
2 -1 8 —s 2 -1 8—s
(2 —5)%(9 — ) Los autovalores son Ay = 2 (doble) y Ao =9
2 -1 6 |0
Va: Son las soluciones de AT = 2% [A—=2] | 0]= 1|2 —1 6 |0}, que se determinaron
2 -1 6 |0

en el ejemplo anterior.

Vo tiene una unica ec. implicita 2x — y + 6z = 0, y la base encontrada fue: {(1,2,0),(0,6,1)}
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Vg: Son las soluciones de AT = 9%

-5 -1 6 |0 1 -4 310 1 -4 3 |0 1 -4 3 10
[A-9I | 0] 2 -8 6 |0l ~|-5 -1 6 |0|~ |0 —21 21 |O|~ |0 -1 1 |O| ~
2 -1 -1 |0 2 -1 -1 |0 0 7 =710 0 00 |0
10 -1 10 e
01 110 Se deduce: {
00 0|0 y=-=

Por tanto podemos escribir por ejemplo: Vo =< (1,1,1) >

B ={(1,2,0),(0,6,1),(1,1,1)} es base de R>® formada por autovectores del endomorfismo A.

La matriz es diagonalizable, y una eleccion posible de P y D es:

1 01 2 00
P=12 6 1| ,D=1{0 2 0|. Se puede comprobar que AP = PD.
01 1 0 09
Solucidn para la matriz B
Autovalores:
2—s 4 3 2—s 4 3 2—s 4 3
|JA—sl|=| -4 —6-s -3 |=|-2—-s5 —2-—35 0|l=(-2-s)| 1 1 0 |=
3 3 1—s 3 3 1—s 3 3 1-s
2—s 4 3 9_ s 4
(—=2—s)1 1 1 0 :(—2—3)(1—3)‘ ‘:(—2—8)(1—8)<2—8—4):
1 1
0 0 1—s
(2= 5)(1 = 5)(~2—8) = (-2~ 5)*(1 — 5)
Los valores propios son s = —2 doble y s = 1 simple.
Subespacio propio V_s: Son las soluciones de AZX = —2T
4 4 30 44 310 11110 11 1 ]0
[A+2] | 0]=|-4 -4 -3 |0 ~|0 O O |Of~ |4 4 3 |O|~|0 O =1 |O
3 3 310 33310 000 |0 00 010
dim V_g = 3 - rango(A—1) = 3 - 2 = 1 (sélo hay un pardmetro libre).
z2=0,z=—-y=V_o=<(1,-1,0) >
El autovalor s = —2 es doble, mientras que la dimension del subespacio propio correspondiente es 1,

por tanto el endomorfismo no es diagonalizable.

Subespacio propio Vi: Son las soluciones de AX =

1 4 3]0 1 4 3]0 1 4 3]0
[A—T | G]=|-4 -7 =3 |0o|~]0 9 9 |o|~l0o 1 1 |o|~
3 3 010 o -9 -9 0] Jo o oo
1 0 -1 |0
0 1 1 ]0 por tanto podemos escribir por ejemplo: Vi =< (1,—1,1) >
0 0 0 |0
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Solucidn para la matriz C

5—s5 —8 1
0= 0 —s 7 |=-s(b—-5)(—-2-29)
0 0 —2-—s
La matriz asociada es triangular, y por tanto los autovalores son los elementos de la diagonal prin-

cipal, s =5, s =0y s = —2. Los tres autovalores son distintos, y por tanto simples. Por ser las
tres raices de p(\) reales y distintas tendremos que el endomorfismo es diagonalizable.

0 -8 1]0
Vs: son las soluciones de At =5% [A—-5I[0]=1]0 =5 710
0 0 7|0

Del sistema obtenemos z =0, y = 0, por tanto V5 =< (1,0,0) >

5 -8 10
Vo: son las soluciones de Ax=0 [A|0]=1]0 0 710
0 0 —2]0

Del sistema obtenemos z = 0, y =y, bz = 8y por tanto Vo =< (8/5,1,0) > o Vh =< (8,5,0) > si
queremos evitar fracciones en el vector base.

7 -8 1|01 [T 0 290
V_g: son las soluciones de A% = —-2% [A+4+2[][0]=1|0 2 7|0l ~|0 2 7]0
o 0o o]jol] |00 o]0

Del sistema obtenemos y = —7/2z, x = —29/7z, por tanto V_o =< (—=29/7,=7/2,1) > o V_5 =<

(—58,—49,14) > si queremos evitar fracciones en el vector base.

B ={(1,0,0),(8,5,0), —58, 49,14} es base de R? formada por autovectores del endomorfismo C.

Una posible eleccion para P y D para la diagonalizacion de la matriz es:

1 8 -—58 5 0 0
P=10 5 —49| ,D= ({0 0 0]. Se puede comprobar que CP = PD.
00 14 0 0 -2

Solucidn para la matriz D
3—s -2 0
0= 4 —-1-s 0 |=(1-y9)
2 1 1-—s
$)(—3—3s+s+s52+8) = (1—s)(s?—2s+5)

Las raices son s = 1, que es por tanto autovalor, y s = 1 £ 2i, que por no ser raices reales no son

3—s —2

4 g = A=9)(B=s)(-1-5)+8 = (1~

autovalores.
Vi: son las soluciones de AT = T
2 =2 0 |0 1 -1 0 |0 1 =10 |0 1 00 |0
[A-T|0]=|4 -2 0 |O|~|2 -1 O [Ol~|O 1 O |O[~]0 1 0 |O
2 1 0 1|0 2 1 0 10 0 3 010 0 00 |0
se deduce que © =0 ey = 0. Por tanto V; =< (0,0,1) >

La matriz no es diagonalizable, pues no existe base de R® formada por autovectores del endomorfismo
D. El mdzximo numero de autovectores linealmente independientes es uno.
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Tabla de resultados

Raices | Auto- | Mult. Subespacios Mult. Eziste base de
val. alg. Propios geom. R?3 formada por
autovect.
A
2 doble 2 2 Vo =< (1,2,0),(0,6,1) > 2
9 9 1 Vo =<(1,1,1) > 1
st {(1,2,0),(0,6,1),(1,1,1)}
B
-2 doble | -2 2 Voo =< (1,-1,0) > 1
1 1 1 Vi=<(1,-1,1) > 1
no
C
-2 -2 1 V_og =< (—58,—49,14) > 1
0 0 1 Vo =< (8,5,0) > 1
5 5 1 Vs =< (1,0,0) > 1
st {(—b8,—49,14),(8,5,0),(1,0,0)}
D
1 1 1 V1 =<(0,0,1) > 1
1-2i
1+21
no
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14.12 Aplicacién de la diagonalizacion para obtener la potencia de
una matriz

Si A es diagonalizable, con A = PDP~! entonces A* = PD*P~1,

k  weces

En efecto A* = PDP~!' PDP~! ... PDP~ ! = pDkp-!

Ejemplo 14.15. Diagonaliza la matriz A y aprovecha el resultado para simplificar el cdlculo de A>%
con ¥ = (6,17,5).

2 1 1
A=12 3 2
1 1 2

En primer lugar calculamos los autovalores

2—-1 1 1
A= X|=| 2 3-A 2 [=2-N?B=N+2+2-(3-X)—-2(2-X)—2(2-))
1 12—

=N+ -11A+5=0
Polinomio de grado 3 que resolvemos por Ruffini, tomando \> — TA?2 + 11X — 5

1 —7 11 =5
1) 1 —6 5
1 —6 5 0
1) 1 -5
1 -5 0
5) 5
1 0

A=A+ 1IA-5=A-1>2A=-5)=0
Los autovalores son X\ =1 (multiplicidad 2) y X\ =5 (multiplicidad 1)

Se calcula Vi obteniendo Vi =< vi,v5 >, con vi = (1,0,—1) , v3 = (1,—1,0), confirmando que su
dimension es 2, y que por tanto A es diagonalizable.

Seguidamente se calcula Vs obteniendo Vs =< v3 >, con v3 = (1,2, 1).

Por tanto B = {v1, 03,03} es base de R3 formada por autovectores de A. Las matrices P y D de la
diagonalizacion son:

1 1 1 1 00
P=|0 -1 2 D=0 10 con D =P AP
-1 0 1 00 5

(Compruébese que AP = PD)
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Podemos calcular APZ por varios métodos.

Método 1: ij = A°% (Hay que obtener la potencia quinta de una matriz 3 x 3 que no tiene ningun
elemento nulo, por tanto tendriamos que hacer muchisimas operaciones).

M¢étodo 2: Obteniendo la imagen en la base de vectores propios.

D°[F]g = [l ( La potencia k de una matriz diagonal es igual a la matriz diagonal que resulta de
elevar cada elemento a la potencia k, por tanto D es la matriz diagonal 3 x 3 que tiene por entradas
los elementos de D elevados a la quinta potencia).

e Para obtener [T]p efectuamos: [T]p = P~'% o resolvemos el SL de matriz ampliada [ P | 7 ].
o D’ld] = [j]B

e Para obtener § efectuamos: § = P [§|p

¥ = (6,17,5) tiene por coordenadas respecto de la base B:

2 10 0] 2 10 0 2 2
[#p = |-3 01 0f|=3=]0o1 o |[=3=]| -3 ]|=[s
7 00 5] 7 0 0 3125 | 7 21875
1 1 1 2 21874
j=10 -1 2 —3 | = |43753
-1 0 1 21875 21873

Método 3
=A% = (PDP*1)5:Z" = PDSP 1z

Notese como las operaciones de los métodos 2 y 3 son las mismas.

M¢étodo 4 Utilizando unicamente notacion vectorial y el hecho de que si U; es autovector con
autovalor asociado N\, AT; = \i¥; y Akv; = )\fﬁi

APF = AS(c107 + et + c3u3) = ¢ APV] + ca AP0 + c3 ABus =

1 1 1 21874
et P +ea 1P 0h+e35 03=(2)| 0| +(=3)|-1| +(7) x 3125 | 2| = [43753
-1 0 1 21873

Este método ha precisado de la obtencion de las coordenadas de & respecto de la base de wvectores
propios. FEs un método sencillo que ilustra como los autovectores y autovectores permiten reducir
operaciones matriciales a operaciones vectoriales.
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14.13 Transformaciones lineales con interpretacion geométrica sen-
cilla y diagonalizables

Las siguientes transformaciones geométricas en R? son endomorfismos diagonalizables:

e Transformacion escalamiento uniforme de razén k.

k

e . . . 0
Esta transformacién tiene la matriz asociada diagonal D = [0 k‘] en todas las bases de R?

e Transformacién escalamiento no uniforme de factores k y k' distintos.

IS IS’} en todas las bases de R?
de la forma {d@, 5}, senalando @ la direccion del escalamiento de factor k y b la direccién del
escalamiento de factor k'.

Esta transformacién tiene la matriz asociada diagonal D = [

e Proyeccién ortogonal sobre una recta que pasa por el origen.

1
0

de la forma {@, l;}, siendo @ un vector de la recta y b un vector ortogonal a d.

S . . . 0
Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = { O] en todas las bases de IR?

e Simetria ortogonal respecto de una recta que pasa por el origen.

1
0

de la forma {@, b}, siendo @ un vector de la recta y b un vector ortogonal a .

Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = [ _ﬂ en todas las bases de IR ?

e Simetria respecto del origen.

-1
Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = [ 0 _1

R2.

} en todas las bases de

Las siguientes transformaciones geométricas en R? son endomorfismos diagonalizables:

e Transformacion escalamiento uniforme de razén k.

o

en todas las bases de

o > O
;O O

Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = |0
0
]RS

e Transformacién escalamiento no uniforme de factores ki, ko, k3 (al menos uno distinto del

resto).
kk 0 0

Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = | 0 k3 0| en todas las bases
0 0 ks

de R? de la forma {a,b, ¢}, correspondiendo cada direccién al escalamiento asociado k1, k2 o
ks.
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e Proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen.

1 00
Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D = [0 1 0| en todas las bases de
0 00

R3 de la forma {@, b, ¢}, siendo {@, l_;} una base del plano y ¢ un vector ortogonal al plano.

e Simetria ortogonal respecto de un plano que pasa por el origen.

10 0
Esta transformacién tiene la matriz asociada diagonal D = |0 1 0| en todas las bases de
0 0 -1

R? de la forma {@, b, ¢}, siendo {d@, 5} una base del plano y ¢ un vector ortogonal al plano.

e Simetria respecto del origen.

-1 0 0
Esta transformacion tiene la matriz asociada diagonal D= | 0 —1 0| en todas las bases
0 0 -1

de RS5.
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Ejemplo 14.16. Considérese en R? la simetria ortogonal respecto de la recta generada por el vector
(3,1).

a) Determine la matriz M asociada a este endomorfismo respecto de la base B = {(3,1),(—1,3)}
b) Determine la matriz A asociada respecto de la base candnica.

¢) Determine la imagen del vector ¥ = (4,3) (el vector T estd en base candnica, y la imagen de &
también hay que darla en base candnica).

d) ; Tiene este endomorfismo subespacios propios?. En caso afirmativo da una base de cada uno de
ellos.

Sol:
a)

B = {(3,1),(—1,3)}. El primer vector se encuentra sobre la recta de simetria. FEl sequndo es
ortogonal al primero, formando los dos vectores una base ortogonal.

f(3,1) = (3,1) pues los vectores de la recta de simetria permanecen fijos.
f(—1,3) = —(—1,3) pues el simétrico de un vector ortogonal a la recta es su opuesto.

Nombrando los vectores 51 =(3,1), 52 = (—1,3), resulta sencillo definir la aplicacion lineal respecto
de esta base ortogonal B = {by,ba}.

{f(z?l) =5

f(b1) =1 by +0 by
f(b2) = —b bo

F(B2) =0 by —1 by

o lo que es lo mismo: {

Por tanto la matriz asociada respecto de la base B = {(3,1),(—1,3)} es M = [(1) _2]

St se expresa un vector respecto de esa base, la componente sobre la recta permanece fija en esta
transformacion, mientras que la componente sobre la perpendicular cambia de signo. FEsa es la
geometria de la simetria ortogonal.

b)  La matriz A relativa a la base candnica es A= PMP™!, con P = E’ _iﬂ

. , . _ -1
Mediante los cdlculos pertinentes obtenemos P~' = 1—10 [ :1)) 3]

wer=[ 3 a3 Y-l

osw0-fs 0

Otra forma de resolver este apartado, sin usar A:
- Se calculan las coordenadas de (4,3) en base B, resultando (3/2,1/2).
- la imagen de este dltimo vector mediante la matriz M es (3/2,—1/2).
- reconvirtiendo a la base canonica P x (3/2,—1/2) = (5,0)

d) Este endomorfismo tiene dos subespacios propios: Vi con base B = {(3,1)} y V_1 con base

B={(-1,3)}
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14.14 Ejercicios

Ejercicio 14.1. Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables. FEn caso afirmativo
encontrar una matriz P y una matriz diagonal D, tales que A = PDP~'. (Comprrueba los resultados
demostrando que AP=PD.)

REE B 5000
a) A= 3 2 -1 bA=| 0 5 18 c) A=
2 1 -1 0 —2 -7 b4 =30
L i -1 -2 0 -3
3 0 0]
d) A= 0 0 1
0 -1 0]

15 —4
¢ A‘hs —13]

15-16: 2do parcial GIM sin Matlab, Septiembre GIQ sin Matlab. Se pedia una base de cada subespacio
propio, indicando el autovalor asociado.

) A= [38 :3]

16-17 Par 2 1Q sin Matlab. Se pide: a) sus autovalores y multiplicidades algebraicas, b) base de cada
subespacio propio, c¢) razonar si eziste alguna recta en R? cuyos vectores permanezcan fijos en la
transformacion, y en caso afirmativo escribir su forma implicita, y d) razonar si existe alguna recta
en R? que permanezca fija en la transformacion, y en caso afirmativo escribir su forma implicita.

9) A= {25 :é]

Ejercicio 14.2. 15-16 Septiembre GIM sin Matlab

7T -2 1
En R3, dado el endomorfismo con matriz asociada A = |—2 10 —2|, senala la afirmacion
1 -2 7

correcta:

a) A\ =6 es autovalor y la dimension del subespacio propio asociado Vg es 1.
b) A =6 es autovalor y la dimension del subespacio propio asociado Vi es 2.
¢) A =6 no es autovalor

Considerado el endomorfismo anterior

a) Calcula todos los autovalores y sus multiplicidades algebraicas.

b) Obtén la forma implicita mds simplificada posible de uno de los subespacios propios, indicando
cual ha sido el autovalor que has tomado.
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Ejercicio 14.3. 1/-15 Septiembre GIQ sin Matlab

Considerado el endomorfismo f en R® cuya matriz asociada respecto de la base candnica es:
0 —4 0o -1 0

0 2 0 0 O

A=10 0 0 0 0 , senala la respuesta correcta:
4 8 —-12 4 0
0 0 0 0 1

a) [ tiene un subespacio propio de dimension 3

b) f tiene un autovalor con multiplicidad algebraica 2
c)f tiene un autovalor con multiplicidad algebraica 3
d) f tiene cuatro o mds autovalores distintos

16-17 Par 2 GIM sin Matlab. Para el endomorfismo con esa matriz asociada A se pide: a) calcular
los autovalores y sus multiplicidades algebraicas, b) base de cada subespacio propio, y ¢) determinar
si el endomorfismo es diagonalizable o no y en caso afirmativo obtener P y D tales que A = PDP™!,

16-17 Jun GIQ sin Matlab. Para el endomorfismo con esa matriz asociada A se pide: a) calcular
los autovalores y sus multiplicidades algebraicas, b) elegir un autovalor y determinar una base de su
subespacio propio correspondiente, y c) justificar si el endomorfismo es o no inyectivo.
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a 2 -1
Ejercicio 14.4. De la matriz A= |8 4 0| se sabe que A\ = 2 es uno de sus valores propios
v 10 —1

y que (1,—2,—3) es un vector propio de A asociado al valor propio \.

a) Hallar los valores o, B y 7.
b) Hallar los valores propios de A y una base de cada subespacio propio.
¢) Hallar, si existe, una base de R formada por autovectores de A

d) Diagonalizar la matriz A, si es posible, obteniendo D diagonal y P invertible tales que A = PDP~1

Ejercicio 14.5. Determina el valor o los valores de ¢, si existe alguno, para que la matriz A =
1 2 c
0 1 0] sea diagonalizable, razonando el procedimiento y obteniendo en caso afirmativo las
0 4 4

matrices P y D tales que A = PDP™!.

-2 0 0
Ejercicio 14.6. Manualmente y con Matlab Dada T'= |a+4 —2 0], halla los valores de
0 b+3 2

a y b para que T' no sea diagonalizable.

Ejercicio 14.7. Matlab Considerado el endomorfismo f de R* con matriz asociada:

3.2 10 -1.0 20
4.7 4.2 -5H7 114
4.7 1.0 =25 20
0.0 00 00 -1.5

A:

a) Obtén sus autovalores y la multiplicidad algebraica de cada uno de ellos.

b) Obtén una base de cada subespacio propio.

15-16 GIM Par2 con Matlab, anadiendo los siguientes apartados:

c¢) Determina un antecedente del vector v = (5.40,—0.80,9.90,3.75), si es que existe. Si no existe
indicalo explicitamente.

d) Justifica si el endomorfismo es o no inyectivo.

2 1 1
Ejercicio 14.8. Dada la matrizA= | 2 3 2| yelvectorZ = {7,0,5}, sin calcular A*, calcula
1 1 2

el vector f = A*T (A, T e i referidos a la base candnica. Pista: A= PDP~! = A* = PD*P~!)
(Ejercicio del mismo tipo que el Ejemplo 15, y ademds la misma matriz A).
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Ejercicio 14.9. Dada la matriz A = { ! 2] y el vector T = (3,6), obtén A3%. Para simplificar las

7 6
operaciones realiza los siguientes pasos, si es posible.

e encuentra base de vectores propios de A
e escribe U en la base de vectores propios

e obtén la imagen de U utilizando la matriz definida respecto a la base de vectores propios, pues
ésta es diagonal y D° se obtiene sin mds que elevar a la quinta potencia los elementos de la
diagonal

e transforma la imagen a la base candnica, pues el resultado anterior estd en la base de vectores

Propios.

(Ejercicio del mismo tipo que el Ejemplo 15)

Ejercicio 14.10. a) Encuentra los autovalores del endomorfismo f : R? — R? con matriz asociada
31

=]

b) Determina una base B de R? formada por vectores propios de A.

¢) Determina la matriz asociada a f respecto de la base B del apartado anterior.

d) Demuestra que existe una recta de vectores que permanecen fijos respecto de la transformacion f
y obtén la ecuacion implicita de esa recta.

Ejercicio 14.11. Se considera un endomorfismo en R* definido de la siguiente manera:
* Su nacleo es el subespacio cuyas ecuaciones son x +y+2=20,t=0.

* Los vectores (1,1,1,0) y (0,0,0,1) se transforman en si mismos.

Halla:

a) La matriz estandar de la aplicacion.
b) La imagen del subespacio cuyas ecuaciones son x +y+z=0,t=0, z —y + 2t = 0.

Ejercicio 14.12. Manualmente y con Matlab Sea f : R® — R? un endomorfismo no so-
breyectivo tal que:

*X =1 es autovalor doble de f

* Los subespacios propios de f son H y F de ecuaciones:

2 =0
H:{z+y+z=0} F:{x+ y+2

—zr+2=0
a) Razona si el endomorfismo f es o no diagonalizable.
b) Calcula la matriz A asociada a f respecto de la base candnica.

c¢) Determina A™ siendo n un ndmero natural cualquiera.
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Ejercicio 14.13. Sea f : R — R? un endomorfismo con matriz asociada A respecto de la base
canonica, y para el que se cumplen los siguientes resultados:

* Kerf = < (1,2,0),(0,3,1) >
* transforma el eje Z en el eje Z

*la suma de los elementos de la diagonal de A es igual a 3

a) Determina los autovalores de f, sus multiplicidades algebraicas y sus multiplicidades geométricas.
b) Obtén la matriz A
¢) Calcula A®

d) Obtén una base de la imagen del endomorfismo, expresando el o los vectores de la base en coor-
denadas canonicas.

16-17 septiembre GIM sin Matlab: apartados a), b) y d).

Ejercicio 14.14. Manualmente y con Matlab. Considera el enfomorfismo f dado por las si-
y1 = 1/bx1 + 2/5x9

guientes ecuaciones: < yo = 2/5x1 + 4/5x9
Ys = I3

a) Obtén una base de Imf.

b) Obtén una base de Kerf.

c) Obtén los valores propios y sus multiplicidades algebraicas.

d) Obtén una base de cada subespacio propio.

e) Interpreta geométricamente la transformacion tanto cualitativa como cuantitativamente.

15-16 GIQ Parcial 2 con Matlab y Septiembre con Matlab para este endomorfismo:
y1 =2/3x1 — 1/3x9 — 1/3x3
y2 = —1/3x1 + 2/3x9 — 1/3x3
ys = —1/3x1 — 1/3x9 + 2/3x3

(la interpretacion cualitativa es similar a la del ejercicio)
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Ejercicio 14.15. Matlab Considerado el endomorfismo f en R®, con matriz asociada respecto de
la base candnica
=2/7 6/7 3/7
A= 6/7 3/T —=2/7| , presenta los siguientes resultados:
3/7 =2/7 6/7

a) Los autovalores de A y sus multiplicidades algebraicas, rellenando un recuadro por cada autovalor
distinto. (Usa los recuadros que necesites).

Autovalor: Multiplicidad algebraica:
Autovalor: Multiplicidad algebraica:
Autovalor: Multiplicidad algebraica:

b) Una base de R® formada por autovectores de f, si es que dicha base existe. Si no existe dicha
base indicalo explicitamente.

¢) Razona si el endomorfismo es o no sobreyectivo basindote en resultados de apartados anteriores.

d) Interpreta geométricamente la transformacidn, tanto cualitativa como cuantitativamente.

15-16 GIM Septiembre con Matlab

Ejercicios de nivel mas avanzado

Ejercicio 14.16. Una aplicacidn lineal f admite como vectores propios (—1,2,2),(2,2,1),(2,—1,2).
;Es diagonalizable?. Hallar las coordenadas de @ = (5,2,5) en la base de vectores propios. Sabiendo
que f(@0) = (0,0,9), hallar los valores propios de f.

Ejercicio 14.17. Obtén las coordenadas del vector Z = (5,4, —9) € R? en la base B = {¥|, U, U3},
con 171 = (1, 1, 0),’[72 = (3, 1, 2), 173 = (1, 0, 3).

Sabiendo que los tres vectores U, Vs, U3 son vectores propios del endomorfismo

g:R3— R3, con valores propios correspondientes \j = 1, Ay = 0.02 y A\3 = 0.01, respectivamente,
caleula g(2), g(9(2)) v 9(g(g(2))). Al actuar el endomorfismo g sucesivas veces sobre Z, ; tienden
los vectores resultantes a alguna direccion concreta?.



