Capitulo 13

Aplicaciones lineales: Parte 4

13.1 Ejemplos de endomorfismos con interpretacion geométrica
sencilla

13.1.1 En RR" escalamiento uniforme o isétropo

f(@) =kZ¥ conk>0ecR La matriz asociada es la matriz escalar A = kI

Habiamos visto que para k positivo menor que 1 la transformacién también se denomina compresién
o contraccion, y para k positivo mayor que 1, dilataciéon o expansion.

Para k = 1 la transformacién es la identidad, y la matriz asociada la identidad, para cualquier base.
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Izquierda: Escalamiento en IR? de factor 2. El tridngulo en linea discontinua es la figura original.
El triangulo se define por los tres vértices. Transformando los tres vértices con el escalamiento se
obtiene el tridngulo transformado, en trazo continuo.

Derecha: Se presenta el mismo escalamiento en R2, aplicado a la transformacién de un cuadrado.
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13.1.2 En IR" escalamiento no uniforme o anisétropo
Similar al anterior, salvo que k no tiene porque ser igual en las n direcciones independientes.

La matriz asociada respecto de una base sobre esas n direcciones independientes es una matriz
diagonal. Los elementos de la diagonal son los factores de escala en cada direccién.

Ejemplo: contraccién/dilatacién unidireccional vertical en IR>

1 0|z |=

0 k| |y| |ky

Ejemplo: contraccién/dilatacién unidireccional horizontal en RR?

E O |z|  |kx

0 1| |y|l |y

Ejemplo: distintos escalamientos en la direccién horizontal y vertical en IR?

St B i 1

Se muestran gréficos correspondientes a 1) Una expansién vertical, 2) Una compresién horizontal y
3) Una expansién con escalaas distintas en las direcciones vertical y horizontal.

Vertical (eje Y) A= [é 2]

Horizontal (eje X) A= [l(; (1)]
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13.1.3 En R" simetria respecto del origen

f@) =i
La matriz asociada relativa a cualquier base es la opuesta a la identiddad. A = —1.
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13.1.4 Cizalladura (“shear”) en R’

Todas las lineas paralelas a una linea fija se trasladan paralelamente a la linea fija en una cantidad
proporcional a la distancia entre la linea y la linea fija.
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13.1.5 Giro (o rotacién) en IR? de centro en el origen y dngulo o

La matriz de este endomorfismo 4
respecto de la base candnica es:

R— [cosa

—seno al
seno

cosq
En efecto:

f(€1) = cosaéy + senaéy - g e
f(€3) = —senaéy + cosaés gl )

Es un giro de centro (0,0)

y angulo a: -t <a<7w

0<a<m

—T<a<0

en el sentido antihorario
0 positivo

en el sentido horario
0 negativo

R_qo

= R! (es matriz ortogonal)

Ejemplo 13.1. Giro en el plano, respecto del punto (0,0), del cuadrado de vértices (0,0),(1,0),(1,1)
y (0,1), un dngulo w/3 (60 grados) en el sentido horario.

. . o _ |cos(—=m/3) —sen(—7/3)| | cos(w/3) sen(w/3)

Matriz estandar asociada: R = [sen(—ﬁ/?;) cos(—/3) ] = [—sen(w/?)) cos(n /3)
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Ejemplo 13.2. El giro en el plano de o = 180 grados corresponde a la simetria respecto del origen
en el plano.
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Ejemplo 13.3. El giro en el plano de o = 0 grados es la matriz identidad.
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Otra deduccién de la matriz de rotaciéon o de giro:
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13.1.6 Proyeccién ortogonal y simetria ortogonal sobre/respecto a hiperplano
en R?y en R?

Un hiperplano de IR™ es cualquier subespacio de R" de dimensién n — 1. Los hiperplanos vienen
dados por una tunica ecuacién implicita.

e En R? proyeccién ortogonal sobre una recta que pasa por el origen

0 8] en todas las bases de R? de la

forma {d, b}, siendo @ un vector de la recta y b un vector ortogonal a @.

Esta transformacién tiene la matriz asociada Pr = [

e En R? simetria ortogonal respecto de una recta que pasa por el origen

(1) 2] en todas las bases de R? de la

forma {d, b}, siendo @ un vector de la recta y b un vector ortogonal a d.

Esta transformacion tiene la matriz asociada S = [

e En R? proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen

1 00
Esta transformacién tiene la matriz asociada Pr= [0 1 0| en todas las bases de R? de la
0 00

forma {d, I;, ¢}, siendo {d, I;} una base del plano y ¢ un vector ortogonal al plano.

e En R? simetria ortogonal respecto de un plano que pasa por el origen

10 0
Esta transformacion tiene la matriz asociada S = |0 1 0| en todas las bases de R? de
0 0 -1

la forma {a, b, ¢}, siendo {d@, 5} una base del plano y ¢ un vector ortogonal al plano.

Notense las siguientes propiedades de las matrices Pr y S:
PrPr = Pr, es decir, Pr es idempotente.

SS =1, es decir, S es involutiva.
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13.2 [Ejercicios propuestos

Ejercicio 13.1. Determina si las aplicaciones f(x) =5x y g(z) =5z + 3, de R en R y sobre el
cuerpo IR, son o no aplicaciones lineales.

Ejercicio 13.2. Sea la aplicacion lineal f : R? — R, definida por f(x1,x2) = 221 — 329 . Halla
el nicleo de la aplicacion lineal.

Ejercicio 13.3. Considera la aplicacion f : R? — R2, definida por f(x1,x2) = (321,321 + 22) .
Comprueba que es una aplicacion lineal y halla el nicleo.

Ejercicio 13.4. Demuestra que la aplicacion lineal f : R? — R3, definida por f(x1,x9) = (x1 +
X9, X1,T1 — T2) es inyectiva y no suprayectiva.

Ejercicio 13.5. Demuestra que la aplicacion f : R? — R?2, definida por f(Z) = & + ¥, siendo vy
un vector constante, no es una aplicacion lineal. Esta transformacion es una traslacion.

Ejercicio 13.6. Sea la aplicacion lineal f : R® — R?2, definida por:

(1,0,0) — (2,1)

(0,1,0) — (0,1)

(0,0,1) — (1,1)
Halla una base de la imagen de R? para esta aplicacion lineal, las ecuaciones de la aplicacion lineal
y el nucleo.

Ejercicio 13.7. Manualmente y con Matlab. Sea la aplicacion lineal f : R3 — R3, definida
por:

(1,0,0) — (1,1,-1)

(0,1,0) — (1,-1,1)

(0,0,1) — (1,-3,3)
Halla una base del nicleo de f (si no es el subespacio cero) y una base de la imagen de f.
Determina si f es inyectiva o no y si es sobreyectiva o no.
Ejercicio 13.8. Sea la aplicacion lineal f : R? — R32, definida por:

(1,0,0) — (1,1,0)

(0,1,0) — (0,1,1)

(0,0,1) — (1,1,1)

Demuestra que f es inyectiva y suprayectiva.

Ejercicio 13.9. Considera la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a las bases canonicas

1 3 -1
esA= |0 1 1/|. Determina una base de Imf.
1 4 0

Ejercicio 13.10. Manualmente y con Matlab. Dada la aplicacion lineal f : R® — IRS3,

definida por:

(1,0,0) — (1,1,1)

(0,1,0) — (2,0,-3)

(07 07 1) }—) (O’ 07 4)
a) Halla la matriz correspondiente a la aplicacion lineal, indicando las bases a las que estd referida
b) Halla la imagen de @ = (2,—3,5)

-

¢) Halla el vector cuya imagen es b= (2,—5,4)
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Ejercicio 13.11. Sea f un endomorfismo en R? tal que f(é1) = (1,0,0), f(&) = (1,1,3) y f(&3) =
(0,¢+ 3,2). Determina una base de Kerf en funcion del pardmetro c.

Ejercicio 13.12. Construye, si es posible, una aplicacion lineal con las condiciones pedidas en cada
uno de los casos siguientes, dando su matriz asociada:

a) una aplicacion lineal inyectiva de R* en R?

b) una aplicacion lineal sobreyectiva de R* en R3

¢) una aplicacion lineal de R* en R® cuyo rango sea 5

d) una aplicacion lineal de R® en R* tal que dim Kerf = 3

Ejercicio 13.13. Manualmente y con Matlab. Considera las siguientes aplicaciones lineales:
fz,y) = (x —y,3z,2y) R? +— R?
9(z,y) = (z,x+y,2 —y,y) R?+— R*
hz,y,z,t)=(x —t,x+y+ 2,y —2) R*— R?

Demuestra que f =hog

Ejercicio 13.14. Sea f la aplicacion lineal f : R* — R3, definida por:
f(1,1,1,1) = (1,1,1)

1,1,1,-1) = (1,1,-1)

1,1,-1,-1) =(1,-1,-1)

1,-1,-1,-1) = (-1,-1,-1)

Determina la matriz asociada a la aplicacion lineal respecto de las bases candnicas.

I
I
I

Ejercicio 13.15. Manualmente y con Matlab. Sea B la base de R® dada por los vectores
{(1,0,1),(2,1,1),(0,1,2)}. Se considera el endomorfismo f : R3 — R3, definido por:

f(1,0,1) = (4,-2,1)

f(2,1,1) = (11,2,-1)

£(0,1,2) =(1,2,-1)
donde todos los vectores estdn expresados en la base candnica.

a) Halla la matriz M del endomorfismo respecto de la base B en el espacio inicial y de la base
canonica en el espacio final.

b) Halla la matriz A de f respecto de las bases candnicas en el espacio inicial y final.

c) Halla las dimensiones de Kerf e Imf, y utiliza lo obtenido para justificar que f no es biyectiva.
d) Calcula una base de Kerf y una base de Imf.

1 -2
Ejercicio 13.16. Sea L = |2 1| la matriz asociada a la aplicacion lineal L de R? en R3,
1 1

respecto de las bases candnicas de R? y R3 respectivamente. Determina la matriz asociada a L
respecto:

a) Las bases S = {(1,-1),(0,1)} y T'={(1,1,0),(0,1,1),(1,—-1,1)}

b) La base candnica en R? y la base T en R3

¢) La base S en R? y la base candnica en R>

. . . 2 4 .
Ejercicio 13.17. Obtén una matriz F' semejante a la matriz A = [1 2] (que no sea la propia

matriz A). Suponiendo que A representa una transformacion lineal referida a las bases candnicas de
R2, la matriz F corresponderd a la misma transformacion lineal respecto a otra base B (la misma
en espacio inicial y final). Determina esa base B.
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Ejercicio 13.18. Manualmente y con Matlab. Determina la ecuacion de la recta cuyos puntos
permanecen fijos en la transformacion lineal
r+y y—=x

glay) = (L5

¢ Cual es la matriz asociada a esta aplicacion lineal, respecto de la base candnica?.

Ejercicio 13.19. Manualmente y con Matlab. Calcula (expresion en forma implicita o pro-
porcionando una base) la imagen del subespacio vectorial H de R3 dado por la ecuacion z = 2y,

1 2 3
mediante la transformacion lineal A= |0 2 3
01 1

Ejercicio 13.20. Sea la aplicacién lineal f : R* — R3, definida de la siguiente forma:
f(z1, 22,23, 24) = (az1 + 22,21 + ax3, T2 + T4)

Se pide:

a) Valores de a para los cuales f es inyectiva

b) Valores de a para los cuales f es sobreyectiva

¢) Base del nicleo de f en funcion de a, y para el caso particular a = 2

=0
d) Sea V' el subespacio de R* definido por las ecuaciones implicitas {xl 0 Calcular las ecua-
T3 =

ciones implicitas de f(V) para a = 0.

16-17 Par2 GIM sin Matlab: apartados a y b, en el apartado d se pide una base de f(W) siendo
W =< (0,1,0,0),(0,1,0,1) >

Ejercicio 13.21. Considera el espacio vectorial R? y la transformacion lineal correspondiente al
escalamiento de factores k = 2 y k' = 5 en las direcciones (1,3) y (2,1). Determina la matriz
estandar asociada.

Ejercicio 13.22. Considera el espacio vectorial R? y la transformacidon lineal correspondiente a la
proyeccion ortogonal sobre el plano XY . Determina la matriz asociada respecto de la base candnica.

Ejercicio 13.23. Considera el espacio vectorial R3 y la transformacion lineal correspondiente a
la simetria ortogonal respecto del plano XY . Determina la matriz asociada respecto de la base
canonica.

Ejercicio 13.24. Considera el espacio vectorial R3 y la transformacién lineal correspondiente a la
proyeccion ortogonal sobre el plano x +y+ z = 0. Determina la matriz asociada respecto a una base
B que escojas, la misma en espacio inicial y final, indicando cual es dicha base.

Ejercicio 13.25. Considera el espacio vectorial R® y la transformacion lineal correspondiente a la
simetria ortogonal respecto del plano x + y + z = 0. Determina la matriz asociada respecto a una
base B que escojas, la misma en espacio inicial y final, indicando cual es dicha base.

16-17 Junio 1Q) sin Matlab



CAPITULO 13. APLICACIONES LINEALES: PARTE 4 245

Ejercicio 13.26. Considera el espacio vectorial R? y la transformacién lineal correspondiente a la
rotacion de un dngulo de 30 grados en sentido contrario al de las agujas del reloj. Determina la
matriz asociada respecto de la base candnica.

Ejercicios de nivel méas avanzado

Ejercicio 13.27. En R? se consideran los subespacios U =< (1,1,1) > y W = x +y + 2 = 0.
Encuentra un endomorfismo f en R3 de forma que Kerf=U e Imf=W y determina su matriz
asociada respecto de las bases canonicas.

Ejercicio 13.28. Sea un endomorfismo f de R tal que el conjunto B = {(2,1,1),(—1,1,0)} es
una base del subespacio imagen de f. Argumenta que tipo de aplicacion es. Obtén la matriz asociada
respecto de las bases candnicas de un endomorfismo cuyo subespacio imagen sea el generado por B,
asi como las ecuaciones de dicho endomorfismo y una base de su nicleo.

Ejercicio 13.29. De una aplicacién lineal f deIR* enR? se sabe que: Kerf =< (2,1,0,1),(0,1,3,0) >
eImf =< (0,1,2),(1,1,0) >. Hallar una posible matriz T asociada, indicando las bases adoptadas.

Ejercicio 13.30. De una aplicacion lineal f de R3 en R? se sabe que: Kerf = < (2,1,—1) > e
Imf =< (1,1,0),(1,2,0) >. Hallar una posible matriz T asociada, indicando las bases adoptadas.



