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CApriTULO 1

Matrices y determinantes

1.1 Definicion de matriz y algunos tipos de matrices

Una matriz es una ordenacion rectangular de elementos dispuestos en filas y columnas
encerrados entre corchetes, por ejemplo

3 2 3 -1 241 1—-9 0-3¢
B = 1 4 0 -0 C=13-2i 2460 —-2—1
0 -1 -1 1 0—1 14+7 240¢

Las matrices se representan por letras maytusculas A,B,C, ... y sus elementos por minisculas
con dos subindices, a;;. Los subindices indican, respectivamente, la fila y la columna en
la que se situa el elemento.

ail a2 e A1n
a1 a2 PN a9

A= " Se denota A = {a;;}
Aml am2 ... Qmn

Una matriz de m filas y n columnas se dice que es una matriz de orden m X n, y esto
también se denota asi: A,xy. El primer indice se refiere siempre al ntimero de filas y el
segundo al nimero de columnas.

Las matrices que trataremos seran matrices que tengan como elementos nimeros reales
(ai; € R) o ntimeros complejos (a;; € C).

Tanto el conjunto R como el conjunto € tienen lo que se llama estructura de cuerpo. A
un cuerpo se le denota genéricamente como IK, y por tanto se dird de los elementos de
una matriz que pertenecen a IK. Entenderemos que K es el cuerpo de los ntimeros reales,
R, o el cuerpo de los nimeros complejos, C. Ambos son cuerpo conmutativo.

La matriz ejemplo B se puede considerar como una matriz en el cuerpo de los ntimeros
reales, R, o también en el cuerpo de los nimeros complejos, C, sin mas que tener en
cuenta que todo real es un elemento de C con parte imaginaria nula.

La matriz ejemplo C' es una matriz en el cuerpo de los nimeros complejos, C, pués aunque
tenga algin elemento real, como el agg = 2+0i = 2, contiene también elementos complejos.

Definimos a continuacién algunos tipos de matrices.

1) Matriz cuadrada es aquella en que m =n

Una matriz cuadrada de n filas y n columnas se dice que es una matriz de orden n. Una

matriz de este tipo se denota como A,x, 0 A,. En una matriz cuadrada la diagonal

principal es la linea formada por los elementos a1, as9, . .. Gnyp.

2) Matriz rectangular es aquella en que m # n. Como casos particulares tenemos.
2.1) Matriz fila es una matriz de orden 1 x n, A ={[aj; ai2... aiy)
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b11
. . ba1
2.2) Matriz columna es una matriz de orden m x 1, B = .

bml
A una matriz columna se le denomina también vector.

3) Matriz nula es aquella que tiene todos los términos nulos. Se denota como A = 0.
El elemento nulo de un cuerpo es el elemento neutro de la suma. El elemento nulo de los
numeros reales es 0, y el elemento nulo de los ntimeros complejos es 0 + Oi.

1.2 Operaciones con matrices y propiedades de las opera-
ciones

Sea (M, xn,K) el conjunto de las matrices de orden m x n con elementos del cuerpo K.

1.2.1 Igualdad de matrices

Decimos que dos matrices A = {a;j} y B = {b;;} del mismo orden son iguales si {a;;} =
{b’bj} VZ:]_7,m 5 j:]_’.”’n

1.2.2 Suma y diferencia de matrices

Dadas A = {a;;} y B = {b;j}, se define A+ B como la matriz C' = {¢;;} tal que ¢;; =
Aij + bz‘j.

Para poder sumar 6 restar dos matrices deben tener el mismo orden, y el resultado es de
ese mismo orden.

1 0 1 0
Ejemplo 1.1 Calcular A+ B y A— B siendo A= | —1 0|l yB=|-2 —1]
L 2 1 1 -1
El resultado es una matriz del mismo orden, en nuestro caso 3 X 2.
1 07 1 07 [ 2 07
A+B=|-1 oOl+|-2 —-1|=|-3 -1
L 2 1] L 1 —1] L 3 0
1 07 1 07 0o 0
A-B=|-1 0| —-1[-2 —-1|= 1 1]
L 2 1] L 1 —1] | 1 2

1.2.3 Propiedades de la suma de matrices

Tanto para las matrices en IR como para las matrices en C (separadamente), se cumplen
las siguientes propiedades.

1) Operacién cerrada: VA, Be M, A+ Be M

2) Asociativa: V A,B,C € M, A+ (B+C)=A+ (B+C)
3) Elemento neutro: VAe M, 3 0e M /A+0=A

4) Conmutativa: VA, Be M, A+ B=B+ A
)

5) Existencia de elemento opuesto:
VAeM I -A/A+(-A)=0
A la matriz — A se la denomina matriz opuesta de A.
Si A = {a;;}, los elementos de —A son: —A = {—a;;}
El elemento opuesto de a € R es —a € R
El elemento opuesto de a + bi € C es —a — bi € C. (Signo opuesto en la parte real y en la
parte imaginaria).
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1.2.4 Producto de una matriz por un escalar o del mismo cuerpo

Dada A = {a;;} definida en el cuerpo K y o € K, se define
aA=Aa=Csaaj=cj YVi=1,....m,j=1,...,n
Q, Qi § Cij € K.
Es decir, se define como otra matriz C' = {¢;;} cuyos elementos se forman multiplicando
a por cada uno de los elementos de A = {a;;}

La matriz C' es del mismo orden que A.

Para matrices en el cuerpo IR, tomando los escalares o € IR se garantiza que la operacién
sea cerrada, es decir que la matriz producto resulte ser una matriz en el cuerpo IR.

-1 o]__{5-1 5-(—1) 5-0]::{ 5 -5 o]

|52 5.1 5.3 10 5 15

Ejemplo 1.2 5- {1 3

2

—_

Ejemplo 1.3 (5+i)-[1 -1 0}—{ pri o 0 ]

2 1 3] |10+2 5+ 15+3i

Ejemplo 1.4 5- [1+Z 0 }

5-(144d) 5-0]1 [5+5 0
2—i 3 -

:{542—0 5-3i 10— 5i 15

Ejemplo 1.5 (5+1) - [
4461 0
11 -3¢ —3+4 15¢

1+ o]_[®+w-u+w (&myo]_
2—i 3] |[(5+d)-(2—0) (B+i)-3i]

1.2.5 Propiedades del producto de una matriz por un escalar del mismo
cuerpo

Se cumplen las siguientes propiedades para las matrices en el cuerpo IR y en el cuerpo C,
separadamente.
1) Cerrada: VAe M en K yVa e K, ad e M en K
2) Distributiva respecto a la suma de matrices: «(A+B) = aA+aB VA, B € M,Va € K
3) Distributiva respecto a la suma de escalares:
(a+pPB)A=aA+ A VYAe M, Va,feK
4) Asociativa respecto del producto por escalares:
a(fA) = (af)A = pB(aAd) VAe M,Va,5 €K
5)1A=A
1 es el elemento neutro del producto en el cuerpo IK

En R es el escalar 1, ejemplo 1. — 25 = —25
En C es el escalar 1 + 0i, ejemplo (1 + 0i).(2 — 61) = (2 — 61)

1.2.6 Producto de matrices

Dadas dos matrices Ay,xn = {aij} ¥ Bnxp = {bij}, compatibles para el producto, es decir,
tales que el nimero de columnas de A coincide con el ntimero de filas de B, se define
A.B = C, como otra matriz Cy,x, con tantas filas como A y tantas columnas como B,
siendo su elemento c;; el resultado de sumar los productos de los elementos de la fila i de
A por los de la columna j de B, en la forma dada en el siguiente sumatorio:

n
C:A.B:{Cij} Cijzzaikzbkj iZl,...,?TLjZl,...,p
k=1

El algoritmo puede entenderse facilmente observando el siguiente esquema:
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fila ¢ columna j Cij
m X n nxp m X p

Ejemplo 1.6 Multiplicar las siguientes matrices:

2 3 1] _i g [ 2 143-—141--2 2.0+3-2+1-3
0 -1 -2 T 0 14+-1--14-2--2 0-0+-1-2+4-2-3

2 3
|: :|
5 8

Ejemplo 1.7 Multiplicar las siguientes matrices:

1 1
A=[1 2 3] B=|2 02[2 Z}A.B:u 2 3].[212[1.1+2-2+3-3]=
3 1
3 3
14
1 1 2 3
B-A=|2|-[1 2 3]:[2 4 6]
3 36 9

AC, CA, CB, BC no son operaciones posibles

1.2.7 Propiedades del producto de matrices
1) Asociativa: VA, B,C e M A.(B.C) = (A.B).C

2) Distributiva respecto a la suma de matrices:
VA,B,Ce M A(B+C)=(A.B)+(AC)
(A+B).C=AC+B.C

3) En general el producto de matrices no es conmutativo: A.B # B.A

Una condicién necesaria, aunque no suficiente, para que se cumpla A.B = B.A es que A
y B sean matrices cuadradas del mismo orden.

AanBnXp = C'm><p

BnXpAan = C’;an
Tenemos por una parte que el producto es de orden m X p, y por otra que p = m (para
poder multiplicar B por A) y que el producto es de orden n x n. Para que C'y C’ sean
del mismo orden se requiere m = p = n. Por tanto A y B han de ser matrices cuadradas

de orden n.
Se dice que dos matrices cuadradas de orden n conmutan o que son conmutativas o que
son permutables si se cumple la igualdad A.B = B.A

En algunos casos se verifica que A.B = —B. A, entonces se dice que las matrices cuadradas
de orden A y B son anticonmutativas o antipermutables.

4) El producto de matrices tiene divisores de cero: A.B = 0 no implica necesariamente
que A=06B=0
5) El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacién:

Si A.B = A.C no necesariamente B = C'
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Ejemplo 1.8 FEjemplo de dos matrices cuadradas del mismo orden que no son permuta-
bles.

a=l3 3] #=[5 o]
=3 1|5 o) =lir 3]
pa=[5 o] s 3]=15 W

Ejemplo 1.9 A:H H#O B:[_g _5}7&03/ AB=0

1 1]1[-3 —=2] [0 O
1 1 3 2] |00
Ejemplo 1.10 A.B = A.C, sin embargo B # C
1 17[-3 —2] [1 1][ 3 2] [0 O
1 1 3 2] |1 1][-3 —=2] [0 O
. -3 -2 3 2
sin embargo, { 3 2] #* {_3 _2}

1.3 Transformaciones de una matriz
1.3.1 Traspuesta de una matriz

Dada una matriz A,,x, se llama traspuesta de A y se denota A, a la matriz que resulta
de cambiar ordenadamente sus filas por sus columnas.

A serd entonces de orden n x m. aﬁj:aﬁ Vi=1l,....,n , j=1,....m
2 0
2 1
Ejemplo 1.11 A = 3 At=13 —1
0 -1 -2 1 _o

Propiedades:

1) (At =4

2) (- Al =a-A' VaeK

3) (A£B) =A'+ B!

4) (A-B)t = BtA!
Demostracién de la propiedad 4):
Sea AB=C

n
t . t t
¢t =cji =Y ajpbr; = Z ag;bi, = Z bikay;
k=1 =1

La penultima igualdad se obtiene por cumphr la propledad conmutativa el producto de
elementos del cuerpo K.

El primer término de la igualdad es el elemento (i, j) de (A.B)! y el dltimo término es el
elemento (i, j) de la matriz B'At. Concluyendo entonces que (AB)! = B! At

Cuando A es cuadrada tenemos:

Matriz simétrica: Una matriz A, es simétrica si A = A', es decir, si a;; = aj; para
todos los valores de i y de j.

1 2 3
2 —1 =2| es una matriz simétrica
3 -2 0

Ejemplo 1.12 A =
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Matriz antisimétrica o hemisimétrica: Una matriz A4, es antisimétrica si A = —A?,
es decir, si a;; = —a;; para todos los valores de 7 y de j. Evidentemente, para los elementos
de la diagonal principal se concluye a;; = —a;;, por tanto a;; = 0 parat=1,2,...n.
0o 2 3
Ejemplo 1.13 A= | -2 0 —2| es una matriz antisimétrica
-3 2 0

Teorema 1.1 Dada una matriz cuadrada A,,, A+ Al es una matriz simétrica.

Demostracion:
Definimos C' = A 4 A?
cij = aij + aj; = af; + aji = aji + af; = ¢;q
(La tercera igualdad se cumple por la propiedad conmutativa de la suma de los elementos
del cuerpo K).
|

Teorema 1.2 Dada una matriz cuadrada A,, A — At es una matriz antisimétrica.

Demostracion:
Definimos C' = A — A?
Cij = aij — ag; = af; — aji = —aji + af; = —(aji — afy) = —¢;q
(La tercera igualdad se cumple por la propiedad conmutativa de la suma de los elementos
del cuerpo K).

Teorema 1.3 Toda matriz cuadrada A,, se puede exrpresar como suma de una matriz
simétrica S y otra antisimétrica H: A=S+ H

Demostracién:

A=S+H 1]

y tomando traspuestas A! = St + H?

Por otra parte S' =Sy H' = —H, por tanto A' =S — H [2]
Sumando [1] y [2] obtenemos A + A" =25 = § = J(A+ A?)
Restando [1] y [2] obtenemos A — A" = 2H = H = (A — A?)

Hemos demostrado como obtener S y H a partir de A
[ |

] como suma de una matriz simétrica y otra

Ejemplo 1.14 Descomponer A = {_:2)) 5

antisimétrica.

R N SIEE e
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1.3.2 Conjugada de una matriz

Dada una matriz A,,x, se llama conjugada de A y se denota A, a una nueva matriz cuyos
elementos son los conjugados de los elementos de A.
La parte real de los elementos no varia, mientras que la parte imaginaria cambia de signo.

Propiedades:

Si todos los elementos de A son reales A = A
Si todos los elementos de A son imaginarios puros A = —A

Cuando A es cuadrada tenemos:

A, se dice hermitica o autoadjunta si A® = A, es decir, si a;; = Gj; para todos los valores
de i y j. Obviamente, los elementos de la diagonal principal de una matriz hermitica han
de ser numeros reales.

A, se dice antihermitica o hemihermitica si A = —A, es decir, si a;; = —aj; para todos
los valores de i y j. Se desprende que los elementos de la diagonal principal de una matriz
antihermitica han de ser nulos o imaginarios puros.

1.4 Matrices cuadradas

1.4.1 Definicién

Una matriz cuadrada es una matriz con igual nimero de filas que de columnas.

En una matriz cuadrada A, se llama “diagonal principal” a la linea formada por los
elementos cuyos subindices de fila y columna coinciden: ai1,a9s, ..., Gnn-

Se llama “tridngulo superior” al formado por los elementos a;; situados por encima de la
diagonal principal.

Se llama “tridngulo inferior” al formado por los elementos a;; situados por debajo de la
diagonal principal.

x OO O * diagonal principal
o x & O & tridngulo superior
o o x o tridngulo inferior
o @] [¢] *

1.4.2 Tipos de matrices cuadradas

Matriz triangular superior. Matriz cuadrada que tiene el tridngulo inferior nulo. O lo
que es lo mismo, a;; = 0 para 7 > j.

Matriz triangular inferior. Matriz cuadrada que tiene el tridngulo superior nulo. O lo
que es lo mismo, a;; = 0 para i < j

Matriz diagonal. Es aquella que es triangular superior y triangular inferior a la vez.
Entre éstas cabe destacar la matriz escalar, matriz cuya diagonal principal tiene todos
los elementos iguales. La matriz unidad es una matriz escalar cuya diagonal principal
estd formada sélo por unos. La matriz unidad también se denomina matriz identidad.
La matriz identidad de orden n se denota como I,,.

Se cumple:

ImAan = Amxn-
AanIn = Amxn
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ImAanIn = Amxn

1 00
Ejemplo 1.15 I, = L0 I3=(0 1 0 A= 23 . Se cumple:
0 1 4 5 6
0 0 1
Ib,A=A
Als=A
b, AI;=A

Ejemplo 1.16 {2“ 7—31H1 0}:{2—%1 7—31}

4i 6 0 1 4i 6

Teorema 1.4 Fl producto de dos matrices triangulares superiores es una matriz triangu-
lar superior.

Teorema 1.5 El producto de dos matrices triangulares inferiores es una matriz triangular

inferior.
1 0 077-1 0 O -1 0 0
2 30 2 1 0= 4 3 0
4 5 6 0 4 2 6 29 12

Teorema 1.6 El producto de dos matrices diagonales es otra matriz diagonal. Ademds

Cii = Qiibis
2 00 1 0 0 2 0 0
0 4 0|0 2 O0|=1]0 8 O

Ejemplo 1.17

Ejemplo 1.18
0 0 6/[0 O 3 0 0 18

Teorema 1.7 Una matriz diagonal conmuta con todas las matrices diagonales. Es con-
secuencia de que el producto de elementos del cuerpo IK sea conmutativo.

1 0 0772 0 0 2.0 0
Ejemplo 1.19 [0 2 0| |0 4 0|=|0 8 0

0 0 3/L0 O 6 0 0 18
2 0 0711 0 O 2 0 0
0 4 0|0 2 O0[=|0 8 O
0 0 6/L0 0 3 0 0 18

Ejemplo 1.20 En este ejemplo se observa como se obtiene el producto de una matriz
dada por una una matriz diagonal.

1 2 371 0 07 (1 4 97
4 5 6|0 2 O0[=|4 10 18
L2 3 2] 10 0 3] 12 6 6]
1 0 0711 2 37 (1 2 37
0 2 0|4 5 6|=1|8 10 12
L0 0 3112 3 2, L6 9 6]

En el primer caso queda cada columna multiplicada por el elemento de la diagonal. En
el segundo queda cada fila multiplicada por el elemento de la diagonal.

A.D D.A
n n
cij = Y airdyj = aijdj; cij = Y dirarj = dijai
k=1 k=1
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1.4.3 Matriz inversa

Dada una matriz A € M,, decimos que F es la inversa de Asi: A-F=F-A=1.

La inversa de A se denota como A™!, es decir F = A™!, y se tiene entonces A.A~! =
At A=T

Al e M,

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz A que posee inversa se de-
nomina matriz regular o matriz inversible.

Propiedades
Dadas A y B inversibles y a € K, a # 0 se cumple:

1) A~ les ﬁnica

2) (A7) ™I =4
3) A-Bes 1nver31ble y(A-B)"!=pB"1A"1
4) (a- A)~ AT

Dem.

1) Suponemos que A~! es la inversa de A, y sea C otra matriz tal que CA =1y AC =1
consideramos la igualdad AC' = I y multiplicamos por A~! por la izquierda
ATTAC =A"1T=A4"1 = C=A7"1(pués A~1AC = IC = O).
concluimos que C' es la misma matriz que A~!.
2) AA =1 A l'A=1
(A D=1 = A, A esla matriz que multiplicada por la derecha o por la izquierda por
I produce la identidad.

>>il

3) Consideramos el producto B~1A~1
B 'A'AB=B"'IB=B"'B=1
ABB'ATl = ATAT = AAT =1

= (B71A 1) = (4B)!
4)atAlaA=a tad T A=1T=1
aAa A7 = aa_lAA_l =1=1I
= a A7 = (aA)7!

1.4.4 Potencia de una matriz cuadrada

Dada una matriz A, y k un entero positivo, entonces A* denota el producto de A k veces.

k  wveces
Ak ="AA.. . A

Se define A7F = (A=1)F
Se define A° =T

Matriz periédica de periodo n es aquella que verifica que A™ = A, siendo n >= 2.

Cuando n = 2, A% = A, se dice que A es idempotente

Matriz nilpotente de indice n es aquella matriz A que verifica A™ = 0, siendo n el menor
entero para el que se cumple la igualdad.

Matriz involutiva es la matriz A que verifica A? = I,

Si A es involutiva AA = I, es decir, A~ = A
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1.5 Determinante
1.5.1 Definicién

A toda matriz cuadrada A, le asociamos un nimero denominado determinante de A,
detA o |A| simbolizado asf :

aill a9 AT
azl a2 ... Qa2n
anl  Gp2 ... Gpp

Este numero se calcula sumando todos los productos que se obtienen al multiplicar n
elementos de la matriz de todas las formas posibles, con la condicién de que en cada
producto exista un unico elemento de cada fila y un tnico elemento de cada columna;
cada uno de estos productos llevara su signo o el contrario segin la permutacion formada
por los subindices fila de los n factores y la formada por los subindices columna de los n
factores, sean o no de la misma clase.

Cada sumando tiene esta forma:
a4 a24 ... Gp-17] Qnk

siendo 7,7 ...l, k una permutaciéon de 1,2...n. Por simplicidad hemos tomado para las
filas el orden natural.

Como el nimero de permutaciones (ordenaciones) de n elementos distintos 1,2...n—1,n
es n!, el nimero de sumandos es n!

Dos permutaciones son de la misma clase (distinta clase) cuando para pasar de una otra
se necesite un nimero par (impar) de intercambios (inversiones).

Cuando el determinante es de una matriz de orden 2 se obtiene:

ail  a12 o °
= a11022 — Q12021 = —
a1 a22 o °
Filas | Columnas Signo
12 12 Misma clase +
12 21 Distinta clase —

Para un determinante de orden 3 resulta:

a1l a2 a3
a1 G2 A23| = Q11322033 — 4110323032 — 012021033 + 012023031 + 413021032 — A13022031
az1 asz2 as3

Filas | Columnas Signo Inversiones
123 123 Misma clase + 0

123 132 Distinta clase —
123 213 Distinta clase —
123 231 Misma clase +
123 312 Misma clase +
123 321 Distinta clase —

NN ==

La regla de Sarrus simplifica la obtencién del determinante de orden 3.
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con signo +

%
% ; con signo —

Ejemplo 1.21 Calcular los siguientes determinantes:

2 -1 3

0 1 2/=64+0-2-3-8-0=-7

1 2 3

‘22” 45_2,’ = (2414)5i — 6(4 — i) = 10i — 5 — 24 + 6i = 16i — 29

1.5.2 Calculo de un determinante de orden n, por adjuntos

El desarrollo de determinantes de orden superior a 3 se complica enormemente. Vamos
a describir un método en el que el cdlculo del determinante de una matriz de orden n se
reduce basicamente al calculo de otros determinantes de orden inferior.

ail a2 . A1n
. a1 ago .. Qa9 R
Sea la matriz A, = " |, se llama menor complementario de un
an1 ap2 ... Qpp

elemento a;; y se denota m;; al determinante de la matriz de orden n — 1 que resulta de
suprimir en A la fila i y la columna j.

Se denomina adjunto de un elemento a;; y se denota A;;, al producto del menor comple-
mentario m;; de a;; por el signo que resulte de calcular (—1)"J:

Ai = (1) - my

Se puede demostrar una propiedad interesante (la propiedad X en la lista que damos més
adelante) que es la siguiente: el valor del determinante de una matriz A es igual a la suma
de los productos de los elementos de una linea (fila o columna) de A por sus respectivos
adjuntos. Es decir

n
elegida una fila 7 |A| = Z aijAij
j=1
6
n
elegida una columna j A = Z aij Ajj
i=1

Ejemplo 1.22 Calcula el valor del siguiente determinante por adjuntos de la primera
columna.

L2 0 1 2 0

1 1 4 -1 =1-Ap+1-Ag+ (1) - A31 +3- Ay =1- (- 1 4 -1
3 -1 -3 -2 -1 =3 -2

0 2 0 0 2 0 02 0

FL(=DPH T 4 S (D) ()P 2 00 T3 (-D)Mh 2 00
-1 -3 -2 1 -3 -2 14 -1
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2 0 1 0 2 0 0 2 0 0 2 0
=| 1 4 —-1|—| 1 4 —-1|—] 2 0 11-3|2 0 1
-1 -3 -2 -1 -3 =2 -1 -3 =2 1 4 1

1.5.3 Propiedades de los determinantes

I) El valor de un determinante no varia cuando cambiamos ordenadamente sus filas por
sus columnas. |A|=|AY|.

IT) Si se intercambian entre si dos lineas paralelas el determinante cambia de signo.

IIT) Si todos los elementos de una linea tienen un factor comun, el determinante puede
obtenerse como el producto de ese factor comtun por el determinante que resulta de eliminar
ese factor comun en la correspondiente linea (dividiendo los elementos de esa linea por el
factor comin).

1 a 0 1 1 0
por ejemplo (2 a —1|=al2 1 -1
3 a 4 3 1 4

IV) Si los elementos de una linea (fila 6 columna) son nulos, el determinante es nulo.
(Consecuencia inmediata de la propiedad III).

V) Un determinante con dos lineas paralelas iguales es nulo. (Consecuencia inmediata de
II).

VI) Si la matriz A tiene dos lineas paralelas proporcionales el determinante de A es nulo.
Consecuencia de III y V, pués al sacar factor comun quedaran dos lineas iguales.

ail  Qan
a1 @a21

ail  ail
az1 a1

=0

VII) Si los elementos de una linea estdan formados por una suma de r sumandos, el deter-
minante se puede descomponer en suma de r determinantes que tienen las restantes lineas
iguales y en el lugar de aquella, otra formada por los primeros, segundos, terceros, etc,
sumandos.

at+b+c 5 0| Ja 5 0] |b 5 0] |¢ 5 0
dve+f 1 —1|=|d 1 —1|4+le 1 —1|+|f 1 -1
g+h+i 0 4| |g 0 4| |h 0 4| |i 0 4

24a 1 2 1 a 1 2 1 1 1
a 6] |0 6 a 6 0 6 1 6

VIII) Si a los elementos de una linea se le suman los correspondientes a otra paralela
multiplicados por un ntimero, el determinante no varia.

‘—&—a

a1l + a2 aiz Q13 ail ai2 ais a2 aiz2 ais
a1 + aagy azx agz| =|az1 az ax|+alax ax as|=|Al+a0=|A4|
az] + aaze  az2 ass aszr a3z as3 azz2 az2 ass

IX) Si los elementos de una linea resultan de sumar los correspondientes de otras paralelas
multiplicadas por un nimero (combinacion lineal), el determinante es nulo.

aaz + Baiz  aiz a3 a2 a2 a3 a3 a2 a3
aag + Bagz  az azz|=oalax ax axs|+B|awy axp a3|=a0+50=0
aazz + Baszz  azz  as3 asy az as3 as3 as ass

X) La suma de los elementos de una linea multiplicados por sus respectivos adjuntos es
igual al valor del determinante.
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XI) La suma de los elementos de una linea multiplicados por los adjuntos de otra paralela
es nula.

XII) El determinante de las matrices triangulares y diagonales es el producto de los ele-
mentos de la diagonal principal.

XIII) Dadas A, By,
1) |A.B| = [A].|B]
2) [AA] = A4
3) Si A es inversible su determinante es distinto de cero, y

1

A7 = — = A"
| A
Demostracién del apartado 3)
AA7l =T
Obteniendo ahora los determinantes:
|[AA7Y = [I] =1

por el apartado 1) |[AA™Y = |A[|A7Y
por tanto |A||A7|=1= |A] #0, |[A7Y #0y
1

AT = =
A7 ¥

Aplicando las propiedades anteriormente expuestas podemos simplificar enormemente el
célculo de determinantes.

Ejemplo 1.23 Calcula el valor del siguiente determinante.

121 2 1
001 1 1
Al=]1 1 0 2 0
00 1 1 2
12 2 1 1

Desarrollaremos por ejemplo por adjuntos de la 1* columna. En primer lugar realizaremos
las operaciones (VIII) necesarias para hacer ceros todos los elementos de esta columna
excepto el primero. Llamaremos a la fila 1 la fila auxiliar, porque es la fila que utilizamos
para transformar los elementos de las filas 3 y 5.

1 21 2 1
001 1 1
Al=]1 1 0 2 o|]= g
00 1 1 2 ng(’i
12 2 1 1 (-1)
1 9 1 9 1 1 2 1 2 1
0 0 1 1 1 o 0o 1 1 1
14(=1) 14(=2) 04(-1) 2+(-2) 0+ (-1)|=]0 -1 -1 0 -1
0 0 1 1 2 o 0 1 1 2
14 (=1) 24(=2) 24(=1) 14(=2) 1+(-1)] o 0o 1 -1 0

Desarrollando el determinante por adjuntos de la 1* columna:
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0 1 1 1 0 1 1 1
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1
(1)1 _
Al =1(=1) 0 1 1 2 0 1 1 2
0 1 -1 0 0 1 -1 0
Y desarrollando el determinante de orden 4 por adjuntos de la 1* columna.
1 1 1
Al = (-1)(-12%(-1)] 1 1 2|=1(-14+2-1+2)=2

1 -1 0
1.5.4 Calculo de la inversa de una matriz, por adjuntos

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A a la matriz que resulta de
sustituir cada elemento por su adjunto. A la matriz adjunta de A se la denota como adjA

Consideremos la matriz A . adj(A?),

ail a1 e A1n All Agl e Anl

. a a ...oa A A ... A
A adJ(At) _ 21 22 2n 12 22 n2
an1 ap2 ... Qpn Aln Agn e Ann

(se prueba facilmente que adj(A?) = (adjA)?)

Recordando que el producto de los elementos de una linea de A por sus adjuntos respectivos
es el determinante de A, y que el producto de los elementos de una linea por los adjuntos
de otra paralela es nulo, tenemos:

rA 0 ... 07
= A . adj(A!) = O A0 |A[1
LO 0 ... |A]
Igualmente llegariamos a que
rA 0 ... 07
Sadjany . a=| O A0y
LO 0 ... |A]
Si |A| # 0, podemos pasar |A| al primer miembro, dividiendo, y obtenemos:
adj(A?) adj(A")
A. =1 — A=1
|A] |A]
_1_ adj(4")
= A"l =
Al
Ejemplo 1.24 Calcular la inversa de la matriz A por adjuntos.
1 3 0
A= |1 0 -2
0o -2 2
1 1 0 -4 —6 —6
At=13 0 -2| adjdh)=|-2 2 2| JA=-10
0o -2 2 -2 2 -3
-4 -6 —6 2/5  3/5 3/5
Alt=2t- -2 2 2|=|1/5 -1/5 -1/5
-2 2 -3 1/5 —-1/5  3/10
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1.6 Algunos teoremas sobre matrices inversibles
Teorema 1.8 Una matriz A,, tiene inversa (es reqular) < |A| #0

Demostracion:
e Si A tiene inversa AA~! =T
tomando determinantes: |A||A~!| = 1, por tanto |A| # 0 (ver Propiedad XIII)
e Si |A] # 0 estd garantizado que existe A71. En efecto A~! se obtiene como hemos visto
en la seccién anterior, es decir,
adjA’

AT =
4]

Teorema 1.9 FEl producto de matrices inversibles de orden n es inversible, y la inversa
es el producto de las inversas en el orden contrario.

(AB....F)"'=pF-1. . B-l.A"
Teorema 1.10 Si A, es inversible también lo es At, y (AH)~1 = (A71)L.

Demostracion:
o |Al| = |A|, por tanto si |A] # 0 = |A!| # 0, luego A! es inversible

_ djA  adjA  (adjAt)t 1
.(At) 1 _ a — — — (A )t
A A A

(se prueba facilmente que adjA? = (adjA)?)

1.7 Matrices ortogonales
Definicién 1.1 Una matriz cuadrada se dice ortogonal si A'A =1

Propiedades
a) El determinante de una matriz ortogonal es 1 o —1
b) A=l = Al
c¢) La inversa y la traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal
d) El producto de dos o més matrices ortogonales es ortogonal

Demostracion:
a) A'A = I; tomando determinantes y teniendo en cuenta que |A!| = |A|, obtenemos
|A||A] =1 = |A] = £1

b) De la definicién tenemos que A*A = I, falta demostrar que AA* =T

AA'A = AT = A , multiplicando ahora por A~! por la derecha, que existe por ser
|A] #£0, AAt =T
Otra posible demostracién: |A| # 0 = existe A~!; multiplicando por A~! por la derecha
la ec. A'A =T obtenemos A! = A~!

c) sea A ortogonal,
(A—l)t(A—l) — (At)tAt — AAt =T
(AYEAL = AA =1
¢) Lo demostramos para el producto de dos matrices. Sean A y B ortogonales
(AB)! (AB) = B'A'AB=B'IB=B'B=1
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1.8 Operaciones elementales y matrices elementales

1.8.1 Definicién y propiedades

Definicién 1.2 Sea la matriz Amxn, efectuamos una operaciéon elemental sobre una
linea (fila o columna) de A cuando realizamos una de estas tres operaciones:

a) Intercambiar entre si las lineas i y j.

b) Multiplicar la linea i por un escalar k # 0.

¢) Sumar a la linea i la j multiplicada por un escalar cualquiera.

Definicién 1.3 Se define matriz elemental como aquella matriz cuadrada de orden n,
que se obtiene al efectuar una operacion elemental sobre una linea (fila o columna) de la
matriz identidad de orden n.

EN ADELANTE AL REFERIRNOS A OPERACIONES ELEMENTALES Y A MATRI-
CES ELEMENTALES CONSIDERAREMOS UNICAMENTE LAS OBTENIDAS ME-
DIANTE OPERACIONES ELEMENTALES SOBRE LAS FILAS.

Ejemplo 1.25

(1 0 07 2 1 00

0 1 2 0 0 1| =~FEp, ©Seintercambia fila 2* con fila 3*
L0 0 1] 0 1 0
(1 0 07 2 3 0 0

0 1 0 13), 0 1 0| =~FEp Se multiplica la 1* fila por 3
L0 0 1] 0 0 1
(1 0 07 2 1 0 0

0 1 0] 3= 0 1 0| =Ep,_, Se suma a la 3% la 1* por —2
L0 0 1] -2 0 1

Veamos a continuacién una serie de resultados.

Teorema 1.11 Sea la matriz elemental E,, que resulta de efectuar una determinada op-
eracion elemental sobre las filas en la matriz identidad I,,, y una matriz Amxn; entonces
el producto EnAmxn es la matriz que resulta de efectuar la misma operacion elemental
sobre las filas de Apxn.

2 1 0 -1
Ejemplo 1.26 A=|1 -2 1 =2
3

L -1 0 1
1 0 07
E =]1-2 1 0 es la matriz elemental que resulta de sumarle
Fo1(-2) " a s
0 0 1] a la fila 2* de I3, la 1* multiplicada por (—2).

EF21(72)A:
0 0 1 3 —1 0 1 3 -1 0 1

es igual resultado que si le sumamos a la 2% fila de A la 1% multiplicada por (—2). Es
decir, es lo mismo que efectuar Fyy(_y) sobre A.

1 0 0772 1 0 -1 2 1 0 -1
-2 1 0 1 -2 1 -2|=|-3 -4 1 0

Las operaciones elementales mencionadas anteriormente, Fa3, F(3), F31(_2), tienen inver-
sas que son también operaciones elementales, y que son Fa3, Fi(1/3) v F31(2)-
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10 0] By[l 0 0 30 01Fym [L 00
00 1|—1]0 1 0 o1 0] 2 lo1 o
01 0 00 1 00 1 00 1
T 10 0g 10 0
010]31(i)> [010]
2 0 1 00 1

Teorema 1.12 Toda matriz elemental tiene inversa y la inversa de una matriz elemental
es elemental.

Para el ejemplo anterior: Ep,,Ep,, = I, EF1(1/3)EF1(3) =1y EFSI(Q)EFBI(—Q) =1
Obviamente EF23EF23A = A, EFl(l/S)EFl(S)A =A y EF31(2)EF31(72)A =A

Comprobacién: 10 0 10 0 10 0
EpyEpy =0 0 1[-]0 0 1|=1]0 1 0
01 0 0 1 0 0 0 1
1/3 0 0 3 00 1 0 0
EFl(l/S)EFl(s): 0O 1 0|-{]0 1 0}j=(0 10
0O 0 1 0 0 1 0 0 1
100 1 00 1 00
EF31(2)EF31<72): 01 0f- 01 O0l=10 1 0
2 0 1] -2 0 1 00 1
Comentario

Habiamos enunciado que A,, es inversible si y sélo si |A,| # 0. La matriz identidad tiene
determinante 1 y por tanto es inversible. Las matrices elementales se obtienen a partir de
la matriz identidad mediante operaciones que pueden cambiar el determinante en médulo
o signo pero no anularlo. Las matrices elementales tienen por tanto determinante no nulo
y por ello son inversibles.

1 2 2
. . . 0 4 1 .
Ejemplo 1.27 A partir de la matriz A = 1 o _jp| queremos obtener la matric C
2 1 2
que tiene intercambiadas las filas 2 y 4. Determina la matriz elemental B tal que B.A = C
1 0 0 0
0 0 0 1
B= 00 1 0
01 0 0
Comprobacion:
1 0 0 0 1 2 2 1 2 2
0 0 0 1 04 1| |2 1 2
0 01 0 1 0 -1 |1 0 -1
01 0 0 2 1 2 0 4 1
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1.9 Matrices equivalentes por filas

Teorema 1.13 Si partiendo de una matriz Ay, xn podemos llegar a otra By,x, efectuando
una serie finita de operaciones elementales sobre las filas de A, entonces de igual forma
podemos volver a A, realizando las operaciones inversas y en orden inverso sobre las filas de
B. Se dice de A y B que son matrices equivalentes respecto a las filas o equivalentes
por filas.

E,...EoE{A=B < A=F;'E;'...E,'B

Demostracion:
Probamos la implicacion de izquierda a derecha. La demostracién reciproca es similar.

E,...EbE1A=B
ET'EyY . EJ'E,. . EsEA=FE;'E;' . E;'B
A=E'E;' . E;'B
|

Para expresar que A y B son matrices equivalentes por filas utilizamos la notacién:
A~B

Teorema 1.14 Si A,, y B, son matrices cuadradas equivalentes por filas entonces:
|Al=0< |B|=0
Demostracion:
y es obvio por tanto que |A| = 0 = |B| = 0, y reciprocamente, pues los determinantes de
las matrices elementales son todos ellos nulos.
|
Este teorema significa que si A y B son cuadradas y equivalentes por filas, o son ambas

inversibles o ninguna de las dos, o lo que es lo mismo, o ambas son de determinante no
nulo, o ambas de determinante nulo.

1.9.1 Aplicacion para el calculo de la inversa de una matriz

Teorema 1.15 Si A, es equivalente respecto a las filas a la matriz I,,, entonces A tiene
1nversa

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del teorema anterior. |I| # 0, por tanto |A| # 0
|

Una aplicacion de este resultado es la de proporcionar un método para calcular la inversa
de una matriz. Si A ~ I, estd garantizado que A es inversible, ahora veremos como calcular
esta inversa.

Partiendo de E,...FEsE1A =1 [1], y multiplicando la ecuacién por A~! por la derecha
obtenemos:

Ep...BE i AAT = TA7 = A7
Ey...EyEy ] = A71 2]
De las ecuaciones [1] y [2] concluimos que efectuando las mismas operaciones elementales

(y con el mismo orden) sobre A e I, cuando A llegue a I, I habr llegado a A~

Este método de determinacién de la inversa de una matriz se conoce como método de
Gauss-Jordan. El esquema es el siguiente:

A | I] — — ... — — [I | A%

operaciones elementales por filas
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[\

1 2 1
Ejemplo 1.28 Determina el valor de ¢ para que la matriz A = [ c 2] sea tnversible,

[\)
w
o

analizando si A es equivalente por filas a la matriz identidad.

1 21 1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 ¢ 2| ~|0 c—-14 Of~f{0 -1 =-2|~1]0 -1 —2
2 30 0o -1 =2 0 c—4 0 0 0 2(c—4)

fila2 = fila2 - 2 * filal

fila3 = fila3 - 2 * filal

Se intercambian las filas 2 y 3

fila3 = fila3 + fila2 (c-4) (Esta operacion se puede realizar aunque ¢ sea 4)

12 1 1 2 1
~l0 -1 -2 |~]0 1 2
0 0 2c—4) 0 0 2(c—4)

fila 2 = fila 2 * (-1)

A=

=B

e Sic=4 queda la matriz [O 1 2] que no puede transformarse mediante operaciones
0 0 O
elementales por filas en I3

o Sic#4
fila3 = fila3/[2(c-4)]
1 2 1
B~ 1|0 1 2]
0 0 1

La matriz es triangular superior y todos los elementos de la diagonal principal son 1. Para
llegar a la matriz identidad haremos ceros los elementos del triangulo superior, sobre la
diagonal principal, yendo de derecha a izda.

fila2 = fila2 - 2 * fila3
filal = filal - fila3

(1 2 0]
~ 10 1 0
0 0 1
filal = filal - 2 * fila2

La matriz A es equivalente por filas a la matriz identidad por tanto es inversible.

Resultado: La matriz es inversible si y solo si c # 4
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1 21

2 0 2] por el método de
2 30

Gauss-Jordan. (Es la matriz del ejemplo anterior con ¢ =0).

Ejemplo 1.29 Determina la inversa de la matriz A =

121100 1 2 1 10 0
A=[2 0 2 0 1 0|~|0 -4 0 -2 1 0
2 300 0 1 0 -1 -2 -2 0 1
12 1 1.0 0 1 2 1 10 0
~l0 -1 =2 =2 0 1|~]0 1 2 2 0 -1
0 -4 0 -2 1 0 0 -4 0 -2 1 0
12 110 0 121 1 0 0
~l01 220 -1|~|01 2 2 0 -1
00 8 6 1 —4 0 0 1 3/4 1/8 —1/2

fila2 = fila2 - 2 * filal

fila3 = fila3 - 2 * filal

Se intercambian las filas 2 y 3
fila 2 = fila 2 * (-1)

fila3 = fila3 + 4* fila2

En este momento tenemos ya una matriz triangular superior y con los elementos de la
diagonal principal 1. Ahora debemos hacer ceros los elementos por encima de la diagonal
principal para consequir la matriz identidad.

fila2 = fila2 - 2*fila3

filal = filal - fila 3

102 0 1-3/4 —1/8  1/2
~10 1 0 2-32 0-1/4 —1+1
0 0 1 3/4 /8  —1/2
filal = filal - 2*fila2

010 1/2 —1/4 0

1 2 0 1/4 —-1/8 1/2
_L 0 1 3/4 1/8 —1/2]

10 0 1/4—1 —1/8+1/2 1/2 1 0 0 —3/4 3/8 1/2
~l0 10 1/2 —1/4 0 ]:{0 10 1/2 -1/4 0 ]
0 0 1 3/4 1/8 ~1/2 00 1 3/4 1/8 -1/2

—3/4 3/8 1)2
Resultado: La matriz inversa de A es A~ =| 1/2 —1/4 0
3/4  1/8 —1/2
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1.10 Formas escalonada y reducida de una matriz

1.10.1 Definiciones

Definiciéon 1.4 Se denomina forma escalonada por filas de una matriz A,,«, a
aquella que se obtiene a partir de A mediante operaciones elementales por filas, y que
verifica:

a) Si tiene filas cuyos elementos son todos ceros, aparecen en la parte inferior de la matriz.

b) El primer elemento distinto de cero de una fila, empezando por la izquierda, se llama
elemento pivote, y su columna, columna pivotal. Dadas dos filas sucesivas, el elemento
pivote de la 2% fila estd mds a la derecha que el elemento pivote de la 1° fila.

Ejemplo 1.30 Matrices en una forma escalonada por filas.

. 1 2 1 -1 o 0 -1 3 4 -1 1 2
0 3 0 5 -1 2 0 0 1 o 0 1 2 -3
00 0 0 0 0 0 -1

1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3 0 1 2
{023] {003] [023] [002]
0O 0 1 0 0 O 0 0 0 0 0 O

Se indican en negrita los elementos pivote.

A continuacion damos dos ejemplos de matrices que no estdn en forma escalonada.

4 1 3 4 1 3
0 2 1 0 0 3
0 3 0 0 1 0

Toda matriz cuadrada en forma escalonada es trianqular superior

Definicion 1.5 Se denomina forma reducida por filas de una matriz Ay« a la forma
escalonada por filas con pivotes unidad y tal que en las columnas pivotales todos los ele-

0
0
1

1.10.2 Transformacion mediante operaciones elementales por filas a las
formas escalonada y reducida

mentos salvo el pivote son nulos.

Ejemplo 1.31 Matrices en la forma escalonada reducida.

[1 0] F 2_1 _;] [1 0 o 3] {
0 1 0 0 0 0 o 0 1 -2
Obsérvese la diferencia con las matrices escalonadas.

1 0 1
0 1 2
0 0 O

Obtencion de una matriz equivalente por filas en la forma escalonada

El algoritmo de Eliminacion Gaussiana Simple consta de los siguientes pasos:

1) Partiendo de la izquierda, buscamos la 1% columna con un elemento distinto de cero,
llamémosla j;. Esta columna j; es la primera columna pivotal. Si el primer elemento no
nulo de j; (el de la fila més alta) no esta en la 1? fila se intercambian la primera fila y ésta.
Este elemento no nulo, en la posicién (1,j1) es el primer elemento pivote. Recordamos
que la permutacion de filas es en efecto una operacién elemental. Mediante operaciones
elementales por filas convertimos los elementos de la primera columna pivotal que estan
debajo del elemento pivote, en ceros. La fila auxiliar utilizada es la 1% fila. La operacién
elemental que elimina el elemento b es la de sumar a la fila que contiene el elemento b la
fila auxiliar multiplicada por (—b / primer pivote).
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2) Moviéndonos hacia la derecha, a partir de la 1* columna pivotal, buscamos la siguiente
columna que tenga un elemento no nulo en la 2% fila o siguientes. Esa columna js sera la
segunda columna pivotal. Se realizard una permutacion de filas si este primer elemento
no nulo no estuviera en la 2° fila, para colocarlo precisamente en ésta. Este es el segundo
elemento pivote. Ademaés de esta operacién elemental de permutacién a fin de que el
elemento pivote se encuentre en la 2% fila (posicién (2,72)), se realizardn las operaciones
elementales necesarias para que todos los elementos de la columna pivotal, por debajo del
pivote, sean ceros, utilizando como fila auxiliar la fila 2¢. Estas operaciones elementales no
afectan a los elementos de las columnas situadas a la izquierda de jo, ya que los elementos
de la fila 2 a la izquierda de j son todos nulos.

3) Seguimos moviéndonos hacia la derecha. Sea js la siguiente columna que tiene un
elemento no nulo, ahora en la 3% fila o mas abajo. Si es necesario permutaremos las filas
para que, en la nueva matriz, la columna j3 tenga en la fila 3 el primer elemento no nulo
encontrado (tercer elemento pivote), y a continuacién realizaremos las operaciones para
transformar a ceros los elementos por debajo de €él, utilizando la fila 3 como auxiliar.

4) Seguimos repitiendo el proceso hasta conseguir r columnas pivotales, ji,j2...,Jr ¥
solamente ceros en las filas r + 1,7 4+ 2,...m.

Al final de estos cuatro pasos habremos conseguido transformar la matriz, a través de
operaciones elementales por filas, en una matriz escalonada.

Dada una matriz, mediante el método de eliminacion gaussiana simple se obtiene una unica
matriz en la forma escalonada por filas. Esto es debido a que las operaciones elementales
que se realizan y el orden en que se realizan estan fijadas por el método.

Notamos como si multiplicamos alguna de las filas de la matriz escalonada resultante, por
un factor no nulo, seguimos obteniendo una matriz equivalente por filas y en la forma
escalonada. Por tanto, dada una matriz se pueden obtener infinitas matrices equivalentes
por filas en la forma escalonada. De hecho, en calculos a mano a veces se normaliza a 1
el elemento pivote de alguna fila para simplificar los calculos de conversién a ceros de los
elementos por debajo del pivote. Al proceso de obtener una matriz equivalente por filas
en la forma escalonada, en el que se permiten realizar de forma arbitraria las operaciones
elementales de escalamiento, permutaciones de filas y suma a una fila de un mailtiplo de
otra, se le denomina eliminacién gaussiana.

Ejemplo 1.32 Eliminacion gaussiana simple

00 2 3 0 2 6 4 0 2 6 4
0 00 1|Fiz3 {0 0 0 1| Fy—1/2(0 0 0 1
A=10 2 6 4| —1|0 0 2 3] — |0 0 2 3 =
01 4 0 01 4 0 0 1—-1 4—3 0-2
00 1 2 00 1 2 0 0 1 2

0 2 6 4 02 6 4 0 2 6 4
000 0 1[Fy |0 0 2 3|Fy 10 0 2

0002 33— 000 1|z——100 0 1 =
00 1 —2 00 1 —2| 220 0 1-1 —2-3/2
00 1 2 001 2 00 1-1 2-3/2
0 2 6 4 0 2 6 4

0 0 2 3 |Fuzer2) |0 0 2 3

000 1 z2—10001/=U A~U

00 0 —7/2["3Y200 0 0 0

00 0 1/2 000 0

3 columnas pivotales. Pivotes 2,2,1
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Eliminacion gaussiana (permitiendo cualquier operacion elemental por filas, y en cualquier
orden).

Ahora tendremos infinitas posibilidades. Presentamos un ejemplo.

00 2 3 0 2 6 4 0 1 3 2
000 1|p. |00 0 1| g 0 7
A=10 2 6 4|0 0 2 3| L% g o 2 3| 5
01 4 0 0 1 4 0] 28710 1 4 0
00 1 2 00 1 2 00 1 2

0 1 3 2] 01 3 -2

000 Lig 001 —20p

002 35002 3|32,

00 1 -2 00 0 1| Fa-y

00 1 2] 001 2

0 1 3 2] 013 2

000 7|l— —Sl0oo0o0 7|=U A~
000 1|y oo o .

0 0 0 4] 00 0 0 8 columnas pivotales.

Quedan como pivotes 1,1,7

Obtencion de la matriz equivalente por filas en la forma reducida

En primer lugar obtenemos una matriz equivalente por filas escalonada. La segunda parte
del proceso consiste en hacer “unos” los elementos pivote y “ceros” los elementos de las
columnas pivotales situados por encima del elemento pivote.

Un procedimiento posible es realizar los pasos del 1 al 4 del algoritmo de Eliminacién
Gaussiana Simple y continuar con los pasos siguientes:

5) Escalamos las filas no nulas para que todos los pivotes tomen el valor 1.

6) Consideramos la fila  como auxiliar, y con las correspondientes operaciones elementales
sobre las filas, consigamos que la columna j, tenga ceros en las filas 1,2,....r — 1. Ninguna
columna a la izquierda de j, se verd afectada por estas operaciones, ya que los elementos
de la fila r a la izquierda de la columna pivotal j,. son todos nulos.

7) Continuamos hacia arriba, en la fila » — 1, donde a través de operaciones elementales
haremos cero los elementos de esa columna pivotal en las filas 1,2 ,... r—2. Lafilar—1es
la fila auxiliar. Continuamos con estas transformaciones para que cada columna pivotal
Ji tenga ceros en las ¢ — 1 primeras filas, siempre disminuyendo ¢, hasta i = 2 .

Hemos descrito un procedimiento sistemaético, en el que las operaciones y el orden vienen
fijadas. No obstante, independientemente de las operaciones y del orden, la forma escalo-
nada reducida de una matriz es unica.
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Ejemplo 1.33 Mediante operaciones elementales transforma la matriz del ejemplo ante-
rior a la forma escalonada reducida.

Partimos por ejemplo de la forma escalonada obtenida por Eliminacion gaussiana simple:

0 2 6 4 01 3 2 01 3 0
0001?—>0001?—>0001
0 00 O 2072 1o 0 0 0 B-2)l0 0 0 0
00 0 0 000 O 00 0 0
01 0 0
00 1 0
Fio_
2CE3)1o 0 0 1
00 0 0
0 00 0

Con los procesos descritos en esta seccién podemos obtener a partir de una matriz A,,xn,
una matriz equivalente por filas Uy, xy, denominada La Forma FEscalonada Reducida de A
con:

a) r filas con sus elementos no todos nulos, que son ademds las r primeras filas de la
matriz. El dnico elemento no nulo en cada fila es el 1.

b) r columnas pivotales, no necesitariamente las r primeras, con todos los elementos nulos
salvo un 1.

1.11 Rango de una matriz

Definiciéon 1.6 Se denomina rango de una matriz al nimero de columnas pivotales o
numero de filas no nulas en cualquier forma escalonada por filas de la matriz.

El rango de una matriz es dnico: Todas las formas escalonadas por filas de una matriz
tienen el mismo numero de columnas pivotales, incluida la forma reducida, que es un caso

de forma escalonada. Expresado de una forma maés general: Todas las matrices equivalentes
por filas tienen el mismo rango.

Dada una matriz A,,xn el rango ha de ser menor o igual que m y menor o igual que n.

Ejemplo 1.34

. 12 1 -1 4 -1 1 2
rg[o 3]=2,rg 02 -1 2|=2,1g|0 -1 2 —-3|=3
00 0 O 0 00 9

Ejemplo 1.35
I, tiene rango n, pués la matriz I, ya estd en la forma escalonada reducida, y tiene n
columnas pivotales.

1 5 0
Ejemplo 1.36 Determina el rango de la matriz A = | 2 4 —1]
0 -2 0
1 5 0 1 5 0 1 5 0
A=12 4 -1|~|0 -6 —-1|~]|0 -6 -1 rgA =3
0 -2 0 0 -2 0 0 0 1/3

UN RESULTADO MUY IMPORTANTE QUE NO VAMOS A DEMOSTRAR ES EL
SIGUIENTE:
rgA = rgA’
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1.11.1 Aplicacién para matrices cuadradas: relacién equivalencia por
filas a la identidad, determinante, existencia de inversa y rango

Consideremos una matriz cuadrada A y analicemos como cambia su determinante al rea-
lizar operaciones elementales por filas, es decir, veamos como se relaciona el determinante
de una matriz con el determinante de una matriz equivalente por filas a ella.

e la permutacién o intercambio de filas cambia el signo del determinante

e reemplazar una fila por ella mas un multiplo de otra no hace variar el determinante

e un escalamiento de una fila (por un factor no nulo) escala el determinante por el mismo
factor

Por tanto, si A ~ B, |B| = |[A] x (=1)* X a1 X ... X siendo s el ndmero de
intercambios de filas y «; # 0 los factores de los escalamientos realizados.

Supongamos que realizamos operaciones elementales hasta llegar a una forma escalonada
de A, que denotamos como U. Por ser U cuadrada y escalonada por filas es triangular
superior y |U| es igual al producto de los términos de la diagonal principal. Por tanto:

|U| = producto de las entradas de la diagonal de U = uq1 X u22 X ... X Upp
Si algin elemento wujy, u22, . . . Uy, es nulo, entonces |U| = 0, y por tanto |A| = 0. Ademés

el nimero de pivotes es menor que n, y por tanto rgA<n.

Si todos los elementos w11, u22, . . . Uny, son no nulos, entonces |U| # 0, |A| # 0, y adema&s
todos pivotes y por tanto rgA=n.

(ver las matrices cuadradas en el Ejemplo 1.30)

Supongamos que realizamos operaciones elementales sobre A hasta llegar a la forma esca-
lonada reducida: A ~ ... ~ Upeq

Urea=1<  18Upeq =18A=n n pivotes & |A| #0 << A inversible

Ured # I <  18Upeqg =18A <n menos de n pivotes & |A| =0 < A no inversible
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Ejemplo 1.37 Determina si las siguientes matrices son o no requlares.

1 5 0 1 ) 4
A=12 4 -1 B=12 4 2]
0 -2 0 0 -2 =2
1 ) 0 1 ) 0 1 ) 0
|[Aj=12 4 —-1|=]0 -6 —-1|=|0 —6 —1|=-2 A esregular
0 -2 0 0 -2 0 0o 0 1/3

0org A = 83 pues en la EG quedan 3 pivotes, por tanto A regular

Por tener tres columnas pivotales A es equivalente por filas a I3 (sdlo hace falta escalar
las filas para hacer “unos” los pivotes y realizar la eliminacion de Gauss-Jordan).

1 ) 4 1 ) 4 1 ) 4
|IBl=12 4 2|=|0 -6 —6|=|0 —6 —6{=0 B no es regular
0 -2 =2 0 -2 =2 0 0 0

o rg B=2 pues en la EG quedan 2 pivotes, por tanto B no es reqular

|B| = 0= B no es equivalente a I3 (|I| =1).
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1.12 Ejercicios

Matrices

Ejercicio 1.1 Obtén AB siendo A y B las siguientes matrices en el cuerpo R

2 1 3 2 fig
A=10 -1 =2 1| B=|, _|
4 -1 3 0 0 3

Ejercicio 1.2 Obtén AC y B>+B, siendo A,B y C las siguientes matrices en el cuerpo R

2 0
1 4

0 -1 =2 2 3 0 3

SHEE R IS

Ejercicio 1.3 Dada la matriz A en R, A = B H, comprobar que se puede verificar
una relacion de la forma A? + XA +pl =0, con A\, p € R

Ejercicio 1.4 Dada la matriz A = Ll)) i} en IR, calcula, en funcion de A, las matrices
B de orden 2 tales que AB=0

Ejercicio 1.5 Dada la matriz A = B (1)

} en R, hallar todas las matrices permutables
con ella.

Ejercicio 1.6 Considera el siguiente sistema constituido por 4 masas puntuales:

Punto Masa
1 = (5,—4,3) m1 = 2g
75 = (4,3,-2) mo = bg
'3 = (_47 -3, _1) m3 = 29
23 =(-9,8,6) my = 1g

Calcula el centro de gravedad T del sistema, sabiendo que:

miTy + ...+ mgpxi
mi1+...+mg

7=

Traspuestas, simétricas, antisimétricas, descomposicion sim + antisim

Ejercicio 1.7 Dadas las matrices en R,

10
2 -1 2 2 1
A:{1 0 2} b= :; f 02{2 3]

a) Determina AB, AC, CA
b) las traspuestas de estos productos

2 0

Ejercicio 1.8 Sea la matriz A = [1 1

] en R. Calcula A% — 3AA! + (A?)?

s . 2 ,
Ejercicio 1.9 Descomponer la matriz A = [ 3} en R como suma de una matriz

simétrica y otra antisimétrica.
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Ejercicio 1.10 Sean las matrices cuadradas de orden 2, simétricas y en R,
2 1 a c
=1 =0
determinar los posibles valores de a, b y ¢ para que AB sea simétrica.

Ejercicio 1.11 Si P es una matriz antisimétrica, que se puede decir de P2.

Potencias

Ejercicio 1.12 Calcula las tres primeras potencias de la matriz A =

1 1 1
1 1 1|, yla
1 1 1

expresion general de AF

Determinantes

Ejercicio 1.13 Calcula el siguiente determinante, desarrolldndolo por adjuntos de la ter-
cera fila.

2 -1 0 3
5 1 4 -2
1 -1 3 0
0 -2 3 1
Ejercicio 1.14 Demostrar que
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)?
2c 2c c—a—>

Ejercicio 1.15 Demostrar que,

1 a b+c
1 b c+a|=0 , sin efectuar el desarrollo correspondiente.
1 ¢ a+bd

Ejercicio 1.16 Hallar el valor de los siguientes determinantes de orden n

no1 1 ... 1 11 1 .1 01 1 ... 1
n o2 1 ... 1 -1 A 1 .1 10 1 ... 1
n 13 ... 1] |-1 =1 x ... 1] |1 10 ... 1
n 1 1 ... n —1 -1 =1 ... A 111 ...0

3 1 2 6 1 2 1 3
4 2 -1 3 -1 1 3 1
-2 0 3 1 2 1 1 1
2 4 =25 -2 -4 1 0

1 0 =5 1
2 1 0 a
4 3 10 7
3 2 =70
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Inversas por adjuntos, existencia en funcién de determinante no nulo

Ejercicio 1.18 Obtén la inversa de la matriz A, por adjuntos.

1 2 -1
-1 -2 3

-3 1 -1

A:

Ejercicio 1.19 Cualcula la inversa de la matriz compleja:

Ejercicio 1.20 Determina si la matriz A es inversible, en funcion de los valores de a y
b. (Pista: utiliza el determinante, si det =0 no inversible, si det # 0 inversible).

12 21
2 a -1 2
A= 04 1 b
-1 4 1 2

Matrices equivalentes por filas: Inversas por Gauss-Jordan,
formas escalonada y reducida, rango

Ejercicio 1.21 Calcula, si existen, las inversas de las siguientes matrices, aplicando el
método de Gauss-Jordan.

1 2 2 1 1 2
A=1]1 1 1 B=|1 3 4
1 0 1 2 5 9
1 0 -2 1 2 1
C=13 1 -1 D=2 4 3
2 -1 3 3 5 2
2 1 0
E = 1 -1 -1
4 1 3
1 0 0
Ejercicio 1.22 Dada A= |0 1 —1/2|, senala cual de las expresiones siguientes co-
0 0 1/2
rresponde a la forma general de la matriz (AF)~!, k> 1:

10 0 1 0 0
a)[0 1 2F-1 b)|0 1 217F

0 0 2k 0 0 2

1 0 0
)0 1 1
0 0 2k

(Calcula la matriz inversa mediante Gauss-Jordan)

Ejercicio 1.23 Calcula el rango de las siguientes matrices

1 -3 5 0 2 303 10
-2 6 0 1 4 2 -1 11
A= , B=|-1 11 1 =2
-2 6 —-10 0 -4 0 2 0 1
0 0 10 1 8 11 1 3
1 1 2 2 -1 1 2 3 1 5
1 2 0 3 1 2 1 3 0 1
C= 1 0 4 1 -3 D= 1 1 2 0 2
2 1 6 3 —4 4 4 8 1 8
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Ejercicio 1.24 Dada las matrices A =

mina para cada una de ellas:
a) Una forma escalonada
b) La forma escalonada reducida

¢) El rango

d) El determinante
e) La inversa si eziste

Ejercicio 1.25 Determina el rango de la matriz A en funcion del pardmetro a.

-5 1

0 a
10 7
-7 0

S W N

o N = N

N = W W

oW N O

Ejercicio 1.26 Determina el rango de las siguientes matrices, en funcion del pardmetro

que contienen:

A=

1

S OO H=F ==

O ONWHEN®O =

S 1
S 1
s B= 0
2 0
3 0
3 -3
—a 1 D=

[ N T

== =y P O

w N O W

W e 2

-1
-3

= o Q W

S
S
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1.13 Soluciones

1.1
17 1
AB=|-9 7
19 -1
12 4 8 30 0
_ 2 _
AC = [—1 —10] B'+ B = [18 12}
1.3
Se verifica la ecuacion para A= —4y =3

4
1 2][a b] [a+2c b+2d] [0 O
3 M |lc d|] |3a+X 3b+Xd| |0 O

31

Obtenemos un sistema con 4 ecuaciones y 4 incégnitas cuya soluciéon depende del pardmetro

A
Si A = 6 la solucion es cualquier matriz B de la forma:
B = {_20 _Zd} con ¢,d € IR
c d

Si A # 6 la tnica solucion es la trivial:

0 0
b= {0 0}
1.5
Planteamos

ol al=10 e

y obtenemos cuatro ecuaciones con las incognitas a,b,c,d. La solucién del sistema es

a = d, b = 0. Por tanto las matrices permutables con A son de la forma: {Ccl

a,c € R

1.6 (1.3,0.9,0)

1.7
-1 0
AB_{_5 2}
AC no se puede
3 -2 6
CA_L —2 10}

Las traspuestas son:

(AB)t = [‘01 X }

0

con
a
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1.8
4 -5
-5 —4
1.9
A=S+H
T11/2
S‘{m 3]
T 0 32
H_{—3/2 0}
1.10

a = by c cualquier valor, por tanto la matriz B debe tener la forma:

B:{ 2] con a,c € R

C
1.11
(P.P)! = Pt.P! = —P. — P = P.P, por tanto P? es simétrica.

1.12
Am =37 1A
1.13
-1 0 3 2 0 3 2 -1 3
111 4 —-2(+1|5 4 —-2/+3|5 1 —-2{=-5
-2 3 1 0 3 1 0 -2 1
1.14
Sumando a la fila 1 las filas 2 y 3 obtenemos:
a+b+c a+b+c a+b+c 1 1 1

2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—2>b

2b b—c—a 2b
2c 2c c—a—>

|A| = =(a+b+c)

Sumando a la columna 2 la columnal*-1 y sumando a la columna 3 la columnal*-1 obte-
nemos:

1 0 0
|Al=(a+b+c)|20 —b—c—a 0 =(a+b+c)?
2c 0 —c—a-—>

La ultima matriz es triangular y por tanto su determinante es el producto de los elementos
de la diagonal.

1.15
1 a b+c
A=|1 b c¢+a| =0 ,sumando a la columna 3 la columna 2, y sacando el factor
1 ¢ a+b

(a 4+ b+ ¢) fuera, tendremos dos columnas iguales (1,1,1), y por tanto el determinante es
0.
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1.16
n 1 1 1
n 2 1 1
n 1 1| =
n 1 1 ... n
Haciendo las operaciones Fj;(—1) para i = 2,...,n obtenemos:
n 1 1 ... 1
01 0 ... 0
0 0 0 n—1
1 1 1 1
-1 A 1 1
-1 =1 A 1| =
-1 -1 -1 ... A
Haciendo las operaciones Fji(1) i = 2,...,n obtenemos:
1 1 1 1
0 A+1 2 .. 2
0 0 A+1 ... 2 |=A+1)n!
0 0 0 oo AF1
O 1 1 ... 1
1 0 1 ... 1
1 1 0 1
1 11 ... 0
Haciendo las operaciones Fj1(—1) i = 2,...,n obtenemos:
0 1 1 ... 1
1 -1 0 ... O
1 0 -1 ... 0
1 0 0o ... —1
Haciendo las operaciones Fi;(1) i = 2,...,n obtenemos:
n—1 0 0O ... 0
1 -1 0 ... O
1 0 -1 0| = (n — 1)(_1)71*1
1 0 o ... —1
1.17
3 1 2 6
4 2 -1 3
-2 0 3 1] 116
2 4 -2 5
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1 2 1 3
-1 1 3 1
2 1 1 1 =03
-2 —4 1 0
1 0 -5 1
2 1 0 a
43 10 717 108 — 36a
3 2 -7 0
1.18
1 -1 -3 -1 1 4
At=1| 2 -2 1 adjA' = | =10 —4 -2
-1 3 -1 -7 -7 0

1 -1 —4
Al =-14 Al=1/14 {10 4 2 }
7T 7 0

1.19
Al =2—i%=3 adet—[2. _12}

Al [ 2/3 i/B} B

—i/3 1/3

1.20
12 21
2 a -1 2
A=10 4 1 b
-1 4 1 2

Las operaciones de sumar a una linea un multiplo de otra no modifican el determinante
f2=12-2*f1

fA=F44£1
12 2 1 12 21

A=| 2@ -1 2|0 a-d 5 0_1‘1_44 _fg
I TR S S S Y A
14 1 2 0 6 3 3

La operacion ¢2=c2-c3 (columna2 = columna2 - columna3) no modifica el determinante

a—4 -5 0] |a—4 -5 0
Al=| 4 1 b|=| 4 1-b b|=(a—4)(1—b)3—30b+60
6 3 3 6 0 3

|A| = (a —ab—4+4b)3 —30b+ 60 = 3(a —ab—4+4b—10b+ 20) = 3(a — ab— 6b+ 16)
e A es no inversible <= a —ab—6b+ 16 =0
a—ab—6b+16=16+a—(a+6)b=10+(6+a) —(6+a)b=10+ (6 +a)(1 —b) =
10+ (6+a)(l—=0b)=0

A no inversible si y sélo si (6 +a)(b—1) =10

no inversible | (6 +a)(b—1)=10 |a# —6yb#1yb=10/(64+a)+1

inversible | (6+a)(b—1)#10 | a=-66b=16b#10/(6+a)+ 1
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Otra forma de resolver el problema partiendo de e
Despejamos b:  a+b(-a—6)+16=0 = (—a—6)b=-16—a
(a+6)b=a+16

Ahora hay que distinguir dos casos. Si a = —6 entonces la ecuacién anterior queda: 0 = 10,

absurda, por tanto la hipdtesis A no inversible no se cumple, y por tanto A tiene inversa.

Si a # —6, entonces podemos despejar b en la ecuacién, obteniendo:

- 16+a 104+6+a 10
~ 6+a  64+a  6+a

Para los valores de b anteriores, la matriz A no es inversible. Observamos que la funcién
tiene la asintota b = 1.

+1

1 i 1 1
-100 -50 0 50 100

1.21
-1 2 0 /4 1/4  —1/2

Al=1 0 1 —1] B—1:[—1/4 5/4 —1/2]
L1 -2 1 ~1/4 -3/4 1/2

[ 1/6 1/6 1/6 -7 1 2
Clt=|-11/12 7/12 —-5/12 Dl=| 5 -1 -1
L —5/12  1/12  1/12 -2 1 0
Resolucién completa para F
2 1 o] 1 0 0
1 -1 -1 ] 0 1 0
4 1 3] 0 0 1

En primer lugar haremos cero los elementos as; y as; mediante las operaciones elementales
Fy1(~1/2) ¥ F31(—2)- La fila 1 es la fila auxiliar. La forma de proceder es la siguiente.
fila2 = fila2 + (—1) - (1/2) - filal
fila3 = fila3 + (—4) - (1/2) - filal
Lo que llamamos ahora fila engloba toda la matriz [A | I]. Nétese como las operacio-
nes realizadas afectan a todos los elementos de la fila, no sélo a los que querfamos hacer
cero.

Forc 1o 2 1 0] 1 0 0
F_(_/)_> 0 —3/2 -1 | —-1/2 1 0
31(=2) o -1 3] -2 0 1

Ahora para hacer cero el elemento a3 la fila auxiliar es la segunda y la operacién elemental
es: f3=f3+(1)-(=2/3)-f2 oloqueeslo mismo Fzy_y/3
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Fan_as) 2 1 0o | 1 0 0
SR L 0 =32 -1 ] —1/2 10
0 0 11/3 | —5/3 —2/3 1

La matriz ya es triangular. Ahora hay que convertir en 1 los elementos de la diagonal, con
las siguientes operaciones: f1 = f1-1/2, f2=f2.--2/3y f3= f3-3/11

1 1/2 0 | 1/2 0 0
F
1?1(_1/2_) [0 12/3 | 1/3  —2/3 0]
2(~2/3) 0 0 1 | -5/11 —2/11 3/11
F33/11)

Tenemos que hacer ceros los elementos del triangulo superior, y en vez de ir de izquierda
a derecha, vamos de derecha a izquierda.

112 0 | 1/2 0 0

Fag(

_Qf(i/?)[ 10 | 7/11 —6/11 —2/11]
1

| —5/11 —2/11 3/11

o O

513(13)[ (1) 8 } %ﬂ —36//1111 —12//1111]
0 0 1 | -5/11 —2/11 3/11

2/11  3/11  1/11 2 3 1
E—lz[ 7/11  —6/11 —2/11] :1/11[ 7 -6 —2}
~5/11 -2/11  3/11 -5 -2 3
1.22
Obtenemos la inversa por Gauss-Jordan:
10 0 1 0 0 10 01 00
01 -1/2 01 0|~|f0 1 0 0 1 1
00 1/2 0 0 1 0 01 00 2

Por tanto la inversa es:
1 0 0
Al=10 1 1
0 0 2
Las tres opciones son compatibles con A~'. Veamos que sucede para k = 2.
1 00 1 00
01 1|=1]|0 1 3

1 00
(AA)L=4"14"1= [0 1 1] :
0 0 2 0 0 4

0 0 2

Las tinica opcién compatible con (4%)71 es la (a).

1.23
1 -3 5 0 2
2 6 0 1 4
A= 2 6 10 0 -4 rango 2
0 0 10 1 8
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3 3 1 0
2 -1 1 1
B=|-1 11 1 =2 rango 4
0 2 0 -1
-1 1 1 3
r1 1 2 2 -1
1 2 0 3 1
C= 1 0 4 1 -3 rango 2
L2 1 6 3 —4
r1 2 3 1 5
2 1 3 0 1
D= 1 1 2 0 2 rango 3
L4 4 8 1 8
1.24
1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0
A 2 4 3 2 0 0 =3 2 0 -4 -8 3
13 2 1 3 0 —4 -8 3 0o 0 -3 2
6 8 7 5 0 —4 —-11 5 0 0 -3 2
1 2 3 0
0 -4 -8 3
0o 0 -3 2
0O 0 0 O

De aqui sacamos cuatro respuestas: La tltima matriz es una forma escalonada de A, el
rango de A es 3, el determinante de A es nulo y A no tiene inversa.

Pasamos ahora a calcular la forma escalonada reducida.

o1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 0 2
0 —4 -8 3 0 1 2 -3/4 0 1 0 4/3-3/4| _
0 0 -3 2 0 0 1 -2/3 0 0 1 —2/3 o
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o1 2 0 2 1 0 0 2—-7/6 1 0 0 5/6
0 1 0 7/12 0 1 0 7/12 _ 0 1 0 7/12
0 0 1 -2/3 0 0 1 -2/3 0 0 1 -2/3
L O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
La dltima matriz calculada es la forma escalonada reducida de A

B = = B,

2 4 6 2 4 6
2 6 6|~ 0 2 0
2 4 8 0 0 2
De aqui sacamos dos respuestas: La tultima matriz es una forma escalonada de B y el

rango de B es 3. Por ser el rango igual al orden de la matriz sabemos ademaés que el
determinante de B sera distinto de 0 y que B es inversible.

qAl pasar de B a B, sélo hemos realizado la operacién de sumar a una fila un multiplo de
otra (dos veces). Como esta operacién no varia el determinante, |B| = |Be| =2x2x2 =8

A continuacién obtenemos la inversa de B por el método de Gauss-Jordan:

2 4 6 1 0 0 2 4 6 1 0 O 2 4 0 4
2 6 6 0 1 O0O|~] 0 2 0 -1 1 0|~} 0 2 0 -1
2 4 8 0 0 1 o o 2 -1 0 1 o 0 2 -1

0
1
0

-3
0
1
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2 0 0 6 -2 -3 1 0 0
~1 0 2 0 -1 1 Of~| O 1 O
0o o0 2 -1 0 1 0 0 1

3 -1 -=3/2
Bl = [—1/2 1/2 0 ]
-1/2 0 1/2

3
~1/2
~1/2

-1
1/2
0

~3/2
0
1/2

38
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Sistemas de ecuaciones lineales

2.1 Definiciones. Sistemas equivalentes

Definiciéon 2.1 Una ecuacion lineal en x1, xa, ..., T, €S una ecuacion que se puede
escribir de la forma

a1x1 +asro+ ...+ apxy, =0,
siendo b y los coeficientes a; elementos de un cuerpo IK (reales o complejos), cuyos valores
se suelen conocer de antemano

Definicion 2.2 Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas x1,Ta, . .. Tn,
de la forma

a1121 + a12T9 + ...+ a1pxy, = b1

ao1x1 + ag0xs + ... + a2pTy = bo 0

Am1T1 + amaxa + ... + CGmnTn = bm

en el cual, todos los coeficientes de las incognitas a;; y los términos independientes b;
pertenecen a un cuerpo IK.

Se llama solucidn del sistema en IK a todo conjunto de valores de las incdgnitas {x1,x2,... ,xn}
pertenecientes a IK, que satisfaga simultaneamente las m ecuaciones dadas. Si el sistema
tiene solucion se denomina compatible; en caso contrario incompatible. Un sistema
compatible puede tener una solucion, en cuyo caso se demomina compatible determi-
nado o infinitas soluciones, denomindndose entonces compatible indeterminado.

Podemos denotar la solucién del sistema como un vector & = (z1, 2,...,2,). El nimero
de entradas del vector solucién es igual al nimero de incégnitas del sistema. Un vector a
su vez se considera en Algebra como una matriz columna, es decir, ¥ € M, 1. Entonces,
1
Z2
Z=(x1,29,...,2y) O T=| .
In

2x1 + x9 +x3= 6
—Tr1 + X2 =4
FEs un sistema de ecuaciones lineales con tres incognitas, xr1,xo y T3.

Ejemplo 2.1 {

2r1 +e*2 = 3
21‘1 — 21‘2 = 2
No es un sistema de ecuaciones lineales, porque la primera ecuacion no es lineal.

Ejemplo 2.2 {

39
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271 +3(22)? = 2
1 — T2 =1
No es un sistema de ecuaciones lineales, porque la primera ecuacion no es lineal.

Ejemplo 2.3 {

Definicion 2.3 Dos sistemas de ecuaciones lineales sobre el mismo cuerpo IK, de igual
numero de incognitas, se dice que son sistemas equivalentes cuando toda solucion de
uno de ellos lo es también del otro.

Se puede demostrar de forma sencilla que efectuando transformaciones del sistema [1] de
los tipos siguientes, se obtiene un sistema equivalente al primero. Estas transformaciones
son:

1. Permutar dos ecuaciones
2. Multiplicar una ecuacién por una constante distinta de cero

3. Sumar a una ecuacién otra multiplicada por una constante

Para determinar si un sistema de ecuaciones tiene solucion y obtener ésta, si existe, se
sustituird el sistema dado por otro equivalente de resolucion mds sencilla.

2x1 +2x92 = 6

Ejemplo 2.4 Consideremos el sistema {
-r1 + w2 = 4

Son ejemplos de sistemas equivalentes al anterior:
{—l‘1+$2:4 {1‘1+3§‘2:3 {$1+1‘2:3

2r1 +2x9 = 6 —x1 + x9 = 4 4o = 14
1 + 22 = 3
2:62: 7

Notamos como en los dos iltimos sistemas podemos despejar facilmente o en la segunda
ecuacién, y a continuacién despejar x; en la 12 sustituyendo el valor de xs.

2.2 Resolucion de SL con métodos de eliminacién gaussiana

La informacién de un sistema de ecuaciones puede ser almacenada de forma compacta
como una matriz. Dado el sistema [1], podemos construir una matriz disponiendo los
coeficientes de cada incognita por columnas. La matriz

ail a2 ... Qip
A= | %2t 92 . G se denomina matriz de coeficientes
Gml Am2 ... Gmp
ail a2z ... aip by
y la matriz A* = a1 Gz ... G by matriz ampliada
Aml  Am2 - Gmn by

El orden de la matriz de coeficientes A es m X n, siendo m el nimero de ecuaciones y n
el nimero de incégnitas. El orden de la matriz ampliada A* es m x (n + 1).

A* =[ A | B, siendo B la columna de los términos independientes. Al ser B una matriz
columna, corresponde a un vector, llamado vector de términos independientes y
denotado como b.

Cada una de las filas de la matriz ampliada representa una ecuacién del sistema.

Queda pués establecida una correspondencia, de forma que a cada sistema de ecuaciones
le corresponde una matriz ampliada y reciprocamente.
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Ejemplo 2.5 FEscribe el sistema de ecuaciones representado por las matrices

1 2 3

M:[4 1 2

] N=[1 2 0]
r1 + 219 = 3

Ay + 1y = 2 N: x1 + 220 = 0

La respuesta serd: M : {

En la seccién anterior hemos visto como, partiendo de un sistema de ecuaciones dado, el
sistema que se obtiene realizando transformaciones como permutar dos ecuaciones, mul-
tiplicar una ecuacién por una constante distinta de cero y sumar a una ecuacién otra
multiplicada por una constante, es equivalente al primero.

Utilizando la notaciéon matricial para los sistemas de ecuaciones, estas transformaciones se
corresponden con operaciones elementales por filas, como las descritas en el Tema anterior
(permutacién de filas, multiplicacién de una fila por un factor no nulo, y suma a una fila
de un miltiplo de otra), realizadas sobre la matriz ampliada del sistema. Se concluye
entonces que a dos matrices equivalentes por filas les corresponden sistemas de
ecuaciones equivalentes.

A continuacién estudiaremos la resolucién de sistemas basada en la transformacién de la
matriz ampliada. Los métodos basados en la transformacion de A* a una forma escalonada
por filas se denominan métodos de Eliminacién Gaussiana. Los que usan la transformacién
a la forma escalonada reducida se denominan métodos de Gauss-Jordan.

Con varios ejemplos estudiaremos ambos métodos, analizando los tres casos de sistemas
incompatible, compatible indeterminado y compatible determinado.

Ejemplo 2.6 Resolver el sistema siguiente:

o — 4:133 =8 0 1 -4 8
2¢1 —3x2+ 223 =28 Ar=12 -3 2 8
S5x1 —8xo+Txz =1 5 -8 7 1

Para eliminar los ceros de la primera columna tenemos que hacer primero una per-
mutacion. Hacemos por ejemplo la permutacion de la fila 1 con la fila 2.

2 -3 2 8 2 -3 2 8 2 -3 2 8
0 1 —4 8| ~ |0 1 -4 8 ~ |0 1 -4 8
5 -8 7 1 0 —-1/2 2 -19 0 0 0 -—15
2x1 —3x0 + 223 =8
FEsta matriz representa el sistema r9 —4dry =8
0=-15
La dltima ecuacion expresa 0xq1+0x9+0x3 = —15. Esta ecuacion nunca serd cierta. No

hay valores de x1, T2, T3 que satisfagan la ecuacion. Por tanto el sistema es incompatible.

Podemos decir, de forma general, que un sistema de ecuaciones es compatible si y solo si
al obtener una forma escalonada de la matriz ampliada, no existe ninguna fila de la forma

[0 ...0 b] conb#0
O expresado de otra forma, un sistema es incompatible si y sdlo si rg A* = rgA + 1

Ejemplo 2.7 Resolver el sistema siguiente:
3xg — 6x3 +6x4+4x5 = —5
{3161 — Txo + 8x3 — bry + 8x5 =9
3r1 — 920 + 1223 — 94 + 625 = 15

0 3 -6 6 4 =5 3 =7 8 —5 8 9
A*= |3 =T 8§ —5 8 9| ~10 3 -6 6 4 —5|~
3 -9 12 -9 6 15 3 -9 12 -9 6 15
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(3 =7 8 =5 8 9
0 3 —6 6 4 =5
0 -2 4 —4 =2 6

3 -7 8 =5 8 9]

3 =7 8 =5 8 9
0 3 —6 6 4 5|~
0 -1 2 -2 -1 3

~

0 3 —6 6 4 =5
0 0 0 0 1/3 4/3
El nuevo sistema es:
{3:E1 — Txo + 8xz — bry + 8x5 =9

3xo — 6x3 + 64 + 45 = —5
Las incdgnitas x1, T2 y x5, que corresponden a columnas pivotales, las consideraremos
como incognitas principales. Las otras dos incognitas, x3 y x4, las consideraremos como
parametros libres.

Se dard la solucion expresando las incognitas principales como funcion de los pardmetros
libres. Decir que T3 y x4 son pardmetros libres significa que podremos escoger cualquier
valor para x3 y x4. Una vez que lo hagamos, quedard fijado el valor de las incdgnitas
principales.

1 4
§$5:§:>SU5:4

3.’E2 _ 6{1/'3 + 6!134 + 4{1/'5 —_§ = To = —5+6x356x4—4-4 — —5+6x356x4—16 _ _7+ 2‘,1/,3 _ 21,4

3x1 — Txo + 8x3 — bxry + 8x5 =9 =
3.%1:9+7.’L‘2—8.%'34—5.%4—8‘4:9+7(—7+2$3—2$4)—81‘3+5$4—32:—23—49+
1423 — 1424 — 8x3 + by = —72 + 623 — 924 =

T, = —24 4 2x3 — 324

La solucion general del sistema, que incluye todas las soluciones es:
1 = —24+ 2x3 — 314
To = —T42x3 — 224

Ir3 = I3
Ty = X4
l’5:4

La solucion en forma vectorial es la siguiente:

T —24 2 -3
To -7 2 —2
= |x3| = O | +a3|1|4+z4]| O z3, x4 € R
T4 0 0 1
Ts 4 0 0

Debido a que la solucion queda “indeterminada”, en funcion de parametros, a la forma
vectorial solucion la llamamos forma vectorial paramétrica. Podriamos haber considerado
otras dos incognitas, por ejemplo x1 y x3, como pardmetros libres. Lo importante es que
cualquier solucion general tendrd siempre el mismo niumero de pardmetros libres.

Es un sistema compatible indeterminado ya que tenemos menos columnas pivotales que
mcognitas.

S=rgA* =rgA<n=25

numero de pardmetros libres n — rgA = 2.
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—24 2 -3
-7 2 -2

Denotandop=1| 0 |, u=]1 v=1 0
0 0 1

4 0 0

f:ﬁ-l- $312+$417

, U son vectores con elementos del cuerpo R y x3, x4 son elementos cualesquiera de

Z,p
R

La solucion T es combinacion lineal de los vectores p, @ y U. FEl coeficiente que multiplica
apesl.

Ejemplo 2.8 Resolver el sistema siguiente:

r1 —2x9+x3=0
2.7}2 — 8.7}3 =38
—4x1 + 5r9 + 923 = —9

1 -2 1 0 r1 —2x9+ x3=0
A* = 0 2 =8 8| [1] 2x9 — 8x3 =8
—4 5 9 -9 —4x1 + bxo + 923 = -9
r 1 -2 1 07 r1 —2x9+ 23 =0
~ 0 2 -8 81 [2] 2x9 — 8xr3 =8
| 0 -3 13 -9 —3x9 + 133 = -9
1 -2 1 07 T1 —2x9+ x3= 0
~ 0 1 —4 41 [3] To —4x3 = 4
. 0 -3 13 -9 — 329 + 133 = -9
r 1 -2 1 07 Ty —2x9+ x3=0
~ 0 1 —4 4| [4] To —4x3 =4
L O 0 1 3 x3=3

Ya tenemos la matriz ampliada en una forma escalonada y el sistema de ecuaciones co-
rrespondiente. Ahora podremos determinar la solucion, yendo de la ultima ecuacion de
este sistema, hacia atrds.

De la tercera ecuacion: x3 =3

Sustiyendo x3 en la sequnda ecuacion: xo =4+ 4x3 =4+ 12 =16

Sustiyendo x3 y xa en la primera ecuacion: x1 =0+ 2x0 —x3 =32 -3 =29

Hemos obtenido la solucion mediante Eliminacion Gaussiana. La solucion es x1 = 29,
x9 =16 y x3 = 3, que podemos escribir en la forma T = (29,16,3) o

29
= |16
3

Podriamos también haber continuado obteniendo sistemas equivalentes (matrices equiva-
lentes por filas) hasta llegar a la forma escalonada reducida. Realicemos este proceso,
partiendo de la matriz ampliada [4].

1 -2 0 -3 r1 — 2:L‘2:—3
~ (0 1 0 16| [5 z9 =16

0 0 1 3 r3 =3
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1 0 0 29 z1 =29
~ o 1 0 16| [6] z9 = 16
0o 0 1 3 z3= 3

Ya tenemos la matriz ampliada en la forma escalonada reducida, y podemos determinar
directamente la solucion. La solucion es x1 =29, xo = 16 y x3 = 3. Este es el método de
Gauss-Jordan.

Se trata de un sistema compatible determinado.
rg A* =rg A =n
Numero de incdgnitas = Numero de columnas pivotales de A

Ejemplo 2.9 Resolver el sistema siguiente:

201 + 322+ 23 = 3
201 — 229+ 3x3 = 1

To+ x3 = 4
6x1 +4xo +dx3 = 7
2 3 1 37 2 31 3
A*—2_231 0 -5 2 =2
10 1 1 4 0 1 1 4
6 4 5 7] 0 -5 2 =2
2 1 T
3 3 201+ 30+ x3=3
0 =5 2 -2 — 5xg + 233 = —2
0 0 7/5 18/5 T s
o 0 0 0 | 573 75
Tws =18, az3=1
—bwy 4223 = —2, —brg=-2-2.18==1150 =000 4, = =50 _ 10
201 +3xa+ w3 =3, 221 =3-3wp—a3=3- -8 =2030-08 — 2T
1 = —%
27
Tl = —34
b —27/14
Ty = L7() = 10/7
18/7
xr3 = 178
Es un sistema compatible determinado. 19 A =19 A* =n
RESUMEN
Sist. compat. determinado rgA* = rgA =n n=numero de incognitas

Sist. compat. indeterminado rgA* =rgA <n
rgA = nimero de incégnitas principales

n - rgA = nimero de parametros libres

Sist. incompat. rgA* =rgA + 1
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2.3 Representaciéon de un SL por una ec. matricial A¥ =b
2.3.1 La ecuacién matricial A7 = b

Consideremos el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas x1,x2, ...y, de la
forma

a11r1 + a2 + ...+ a1y, = by

asr1 + agnrs + ...+ asnxy = by [1]

Am1T1 + Am2T2 + ... + ATy = by,

x;, a;j y b; son elementos del cuerpo IK.

Tnx1 es solucién del sistema lineal < %, «1 es solucién de la ecuacién matricial AZ = b,
siendo A,,x» la matriz de coeficientes y b,,x1 €l vector de términos independientes.

Demostracion:
ail a2 ... QA 1 1121 + 1222+ ... +aipTn by
a1 Q922 ... Q2n T2 | | a21x1 +aret+ ... FaopTn | b2
Aml Am2 ... Gmn T Am1T1 + AGma2ZTa2+ ... +amnTy bm,

2.3.2 Representacion de un SL por una ec. vectorial

Consideremos la igualdad de la seccién anterior:

a11T1 + 1272 + ... + A1 Th by
G211 + 2222 + ... + A2pTy | ba
Am1%1 + AmaX2 + ... + AmnTy bm

descomponiendo el vector de la izquierda en n sumandos, y sacando factor comun las

y Z2 ... Z,, obtenemos:
an a2 ain by
ao1 a22 a2y bo
x1 . + 2 . +...+zy . = .
am1 Am?2 Amn b,

, que es la ecuacién vectorial correspondiente, y que podemos expresar, de forma méas
sencilla como:

r1d1 + x2ds + Tpdy = b, siendo @y ... @y, las columnas de A.

T es solucién del SL < & es solucion de la ecuacién vectorial x1d1 + xods + xpdn = b.

2.3.3 Conclusiones

Resumimos los resultados anteriores en el siguiente teorema:

Teorema 2.1 Sea A una matriz m X n, con columnas dy,ds,...,0n, Y b un vector de m
entradas, entonces la ecuacion matricial

AZ =1
tiene la misma solucion que la gcuacion vectorial

r1d1 + xods + ... + xpdy = b,
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que a su vez tiene la misma solucion que el sistema de ecuaciones lineales cuya matriz
ampliada es [ A | b].

Teorema 2.2 La ecuacion AT = b tiene solucion si y sélo si b es una combinacion lineal
de las columnas de A.

T1+2x9 — x3 = 4

Ejemplo 2.10 EI sistema { —Bxg 4+ 323 = 1

se puede expresar de la forma:

1 2 ~1 4 _ .
o1 [0] + x2 [_5] +x3 [ 3] = [1] (ec. vectorial o comb. lineal)
0 como:
z1
1 2 -1 4 N |
[O _5 3] [i?] = {1] (ec. matricial o prod. matriz-vector)

En la ecuacion vectorial vemos como b es combinacion lineal de las columnas de A

2.3.4 El producto Matriz-Vector

Sea A una matriz m X n, con columnas di,ds,...,d,, y sea £ un vector de n entradas,
Tnx1 = (1,29, ...,2,), entonces el producto AT, es la suma de las columnas de A, pesando
cada una de ellas con las entradas de 7.
z1
5 R o L2 o o -
AZ=[dy dy ...0p || . | =201 + x2d2 + ... + Tpdy
Tn

Expresado de otra forma, el producto AZ es la combinacién lineal de las columnas de A
usando como pesos (o coeficientes) las entradas de .

Ejemplo 2.11 Calcula el siguiente producto matriz-vector:

e H S R AR AR A B

Aplicando las reglas del producto de matrices lo habriamos calculado asi :

1 2 -1 ;l _|1-4+2-3-1-7] |3
0 -5 3 . - |0-4—-5-34+3-7] |6
2x3 3x1 3 x1

Propiedades del producto matriz-vector
1) A(d + ¥) = Au + AU
2) A(at) = a(Ad)

El producto matriz-vector es un caso particular de producto matriz-matriz. En el Capitulo
1 habiamos visto que para toda terna de matrices A, B, C'y para todo escalar « del cuerpo
K, se cumplian las propiedades:

A-(B+C)=A-B+A-C

A-(aB)=a(A- B)

Demostraremos las propiedades 1 y 2 arriba mencionadas para el caso particular de una
matriz A de tres columnas: A = [ @) dy as ]
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Para multiplicar A por « el nimero de entradas de i debe ser igual al nimero de columnas
de A, y por tanto 3.

U1 VU1 u1 + U1 aul
U= |ug |, Uv=|wv|, U+T=|us+v2|, at=|aus
us V3 us3 + v3 aus
uy + vy
A(ﬁ—i— ’17) = [ ay dy ds ] U2 +v9 | = (u1 + 1}1)6_1:1 + (UQ + Ug)C_iQ + (U3 + v3)63 =
u3 + U3
(ulc_il + usds + U3C_I:3) + ('Ulc_il + vody + 1)36_1'3) = Au+ AY
aul
A(Oﬂ_[) = [ ay ds as ] auy | = (aul)(il + (Oé'UQ)EiQ + (OéUg)afg =
aus

a(uld’l + ugds + U363) = OJ(AU)

Ejemplo 2.12 Dados ¥, s, U3 escribe el vector 3v; — 5¥Us + TU3 como producto de una
matriz por un vector.

3 3
3’171—5’172—}—7’[73:[171172173][—5 = A% ; A:[171172173], T = [_5]
7 7

2.4 Sistemas lineales homogéneos

2.4.1 Definicion

Un sistema lineal es homogéneo si tiene la forma A, xnZnx1 = Omx1-

Un sistema AZ = 0 siempre tiene al menos la solucién Z = 0, que se conoce como solucién
nula o solucién trivial.

Para un SL de la forma AZ = 0, la cuestién es saber si el SL es determinado (s6lo la solucién
nula) o indeterminado. El sistema homogéneo AZ = 0 es compatible indeterminado si y
sélo si rg A < n.

2.4.2 Relacion entre la solucion de un SL no homogéneo y la del corres-
pondiente homogéneo

Teorema 2.3 Sea un sistema AZ = b compatible con una solucién particular p. Entonces
la solucion general de AT = b es & = p+ T, donde T, es la solucion general del sistema
homogéneo AZ = 0.

Demostracién:
Ap =10
Aip, =0
Sumando las dos ecuaciones: Ap+ A%, = b= AP+ @) = b= 7 =b+ F es la solucién
general de A¥ = 5, pués es solucién y tiene, a través de Ty, n - rango A pardametros libres.
|

Ejemplo 2.13 Determinar las soluciones generales de los siquientes sistemas:

3r1 +5x0 —4x3 = 0 3r1 +5x9 —4x3 = 7
I —3x1— 229 +4x3 = 0 II: ¢ —3x1 —2x9 +4x3 = —1
6rxr1 + o —8x3 = 0 6x1 + 9o —8xz3 = —4

I:
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3 5 —4 0 3 5 —4 0 35 -4 0
-3 -2 4 0| ~ 0 3 0 0] ~ 0 3 0 0
6 1 -8 0 0 -9 0 0 00 00

rg A = 2 < 8 = numero de incognitas, por tanto AZ tiene soluciones distintas de la trivial.
Podemos simplificar un poco mds la forma escalonada, obteniendo:

30 -4°0 3.7}1 —4.%‘3:0
01 00 - — 0
00 00 0 = 0

Resolvemos para las incognitas principales y obtenemos:

x1 =4/3 x3, o = 0 y x3 = x3. En notacion vectorial, la solucion general de AT = 0 tiene

la forma:
m]  [5s 3 3
F=|x9| =] 0 | =a3|0| =230 conv=|0
I3 T3 1 1

Todas las soluciones del sistema AZ =0 son maltiplos del vector U. La solucion trivial se
obtiene para x3 = 0. Geométricamente el conjunto de soluciones es una recta en R? que
pasa por 0 y que contiene a ©.

La ecuacion & = x30 o I =10 (cont € R), es la ecuacidn vectorial paramétrica de
una recta pasando por el origen.

II:

-3 -2 4 -1 0 1 0 0 T2 =

3 5 —4 7] [ 3 0 —4 —3] 3r1 — 43 = -3
~Y ~Y 2
6 1 -8 —4 0 0 0 0 0 =0

Resolvemos para las incognitas principales y obtenemos:

x1 = —1+4/3x3, xo = 2 y x3 pardmetro libre. En notacion vectorial, la solucion general
de AT = b tiene la forma:
I -1 + %l‘g -1 %
T=|xo| = 2 = 21 +x23 |0
[:173 I3 0 1 ]
P U

La solucion general es T =p+ax30 o T=p+tv (teR)

La solucion general del correspondiente sistema homogéneo (AZ =0 con la misma matriz
de coeficientes A) era ¥ =t (t€R) con el mismo vector U.

Por tanto la solucién de AT = b se obtiene afiadiendo a la solucién de AT =0 el vector v,
que es una solucion particular de AT = b (por ejemplo la correspondiente a tomar el valor
t =0 en la solucidn general T = p+ tv).

En la figura siguiente se describen geométricamente los lugares ocupados por las soluciones
de los sistemas AT = b y AZ = 0. No hay ninguna solucién comin a ambos. La solucidn
de AT = b es igual a la recta solucion de AZ = 0, trasladada por el vector p, siendo P
cualquier solucion particular de AT = b.
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p+tv AZ =1
i3 A7 =0

<L

(e

Ejemplo 2.14 Determina y describe geométricamente la solucion de los sistemas:
[I]: 10z —3xy —2z3 = 0
[II]:  10x1 — 3z —2x3 = a

[I] Es un sistema con una sola ecuacion y tres incégnitas. No hace falta utilizar la notacion
matricial. Tomando x1 como incognita principal, y xo, T3 como pardmetros libres

0+ 3xe + 223

1 10

por tanto, xr1 = 0.3z + 0.2x3, Yy x2, x3 pardmetros libres.

La solucion general expresada como vector es:

T 0.3x9 + 0.2x3 0.3z2 0.2x3
= |xz9| = o = X2 + 0 =
T3 T3 0 T3
0.3 0.2
2| 1 | +23| 0 (con xo y x3 pardmetros libres) [ID]
0 1
u 0l

Cualquier solucion del sistema se puede escribir como combinacion lineal de los vectores
u yv. Como i yvU no son proporcionales el conjunto de soluciones es un plano. El plano
contiene el origen.

La ecuacion [I], que es la ecuacion de un plano que contiene el origen, es lo que llamamos
ecuacion del plano en forma implicita. La ecuacion [Ib] es la ecuacion del plano en forma
vectorial paramétrica. La forma general de la ec. wvectorial paramétrica de un plano en
R? que pase por el origen se escribe asi :

T = s+ tv, (s,t € R @ y U mo proporcionales)

[I1] Despejando x:
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a+ 3ro + 23

= 10

por tanto, r1 = 0.1a + 0.3x2 + 0.2x3, 1y x2, T3 pardmetros libres.

La solucion general expresada como vector es:

0.1a + 0.3z2 4+ 0.223 0.1a 0.3z2 0.2z3
= T2 = 0 + T2 + 0 =
I3 0 0 T3

0.3 0.2
+ X2 +x3| 0
1

0.1a
0
0

—

p

U, U son los mismos vectores que en el sistema [I]. El vector p es una solucion particular
[I1], que se obtiene cuando xs = x3 = 0.

1 ] (con xo y x3 pardmetros libres) [IT0]
0

£
<L

La ecuacion [II] es la ecuacion en forma implicita de un plano. El plano pasa por el
origen si y sélo st a = 0. La ecuacion [IIb] es la ecuacion del plano en forma vectorial
paramétrica.

2.5 Resolucién de SL cuya matriz de coeficientes es inversible
2.5.1 Utilizando la inversa

Si A inversible estamos hablando de A cuadrada, es decir, de un sistema con igual nimero
de ecuaciones que de incognitas.

Sea el sistema A,Zpx1 = bpx1, con A inversible, entonces
A71AZ = A~'b, portanto = A"1b

Tenemos una tnica solucién, que vendra dada por la expresion anterior.

Se cumple el siguiente resultado general:

Teorema 2.4 Sea A, una matriz cuadrada de orden n, entonces A tiene inversa < AZ =
b es compatible determinado.

AnZ = b es comp. determ. < rg A, = n < (Capitulo 1) A tiene inversa

2.5.2 Método de Cramer

Consideremos el mismo sistema AZ = b, con A inversible de orden n.

Dados A y b denotamos Ay =[a ... b ... @]
Col. 4

A;(b) es la matriz que tiene en la columna i el vector b y las demés columnas como en A.

ail ai19 Lo ayg oo Qln ail a2 e b1 AT
a1 a2 ... QA2; ... QA9n — a1 a2 ... b2 ... Qon
A= . : : : Ai(b) = | . : . .
anl ap2 ... Gpi ... Gpn apl an2 ... by ... aun
Col. ¢

La solucién unica Z del sistema compatible AZ = b puede obtenerse como:
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|Ai(D)]
xTr; =
|A|
Demostracion: At
AT =b A'AT=AF = Ay
A
Desarrollandolo tenemos:
[ Z1] Ay Ay o A [0
T2 Ay Ay ... Ap| |22
: ) :
zi | JAl | A Az ... Awi | | b
Lz, ] | A1 Aoy ... Apn | b, |
1
T = W(Aubl + Agiba + ... 4 Apiby)
x; = ﬁx desarrollo del determinante de A;(b) por adjuntos de la columna i.
|4i(b)|
Tr; =
|A|

Ejemplo 2.15 Resolver el siguiente sistema por el método de Cramer.
r1 —2x9+x3=0
2{L‘2 — 8{L‘3 =38
—4x1 + 5x9 + 923 = —9

1 -2 1 0 -2 1
[Al=] 0 2 —8|=2 |Aua|=| 8 2 -8|=58
—4 5 9 -9 5 9
1 0 1 1 -2 0
|[Apl=] 0 8 —8|=232 |Agsl=] 0 2 8|=6
—4 -9 9 —4 5 =9
|Az1] 58
LA T 2
| Aol 32
TA T2
|Aus| 6
= :7:3
VTR

2.6 Resolucion de SL por métodos iterativos
2.6.1 Introduccion

Los sistemas de ecuaciones compatibles determinados se pueden resolver de dos maneras:
por célculo directo (por ejemplo por el método de eliminacién gaussiana, Gauss-Jordan,
haciendo uso de la inversa o por Cramer) o por un proceso iterativo que genera una se-
cuencia de vectores que se aproxima a la solucion exacta. Cuando la matriz de coeficientes
es grande y con muchos ceros los algoritmos iterativos son mas rapidos que los métodos
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directos y requieren menos memoria del ordenador. El proceso iterativo puede detenerse
tan pronto como la solucién aproximada sea lo suficientemente buena para el trabajo
practico. Sin embargo, los métodos iterativos también pueden fallar o ser muy lentos para
determinados problemas.

2.6.2 Marco general para la solucién iterativa del sistema Ar = b

A lo largo de esta seccion A es una matriz inversible, garantizando que la solucién es unica.
El objetivo de un algoritmo iterativo es producir una secuencia de vectores,

=0 =1 =k
IO, X, T

que converja a la solucién tunica de AZ = b. En otras palabras, las entradas de Z* serdn
tan proximas como se requiera a la soluciéon de AZ = B, con tal de que los valores de k

sean suficientemente altos.

Para describir un algoritmo recurrente que produzca #**1 a partir de Z* , podemos escribir

A = M — N para matrices M y N adecuadas, y reescribir la ecuaciéon AZ¥ = b como
(M — N)Z =b, es decir, MZ = NZ + b
Si una secuencia {#*} verifica

M+t = NzF + b (k=0,1,...) [1]
y la secuencia converge a algin vector Z*, entonces se puede demostrar que r* es la
solucién de AZ = b. (El vector de la izquierda de [1] tiende a M &, mientras que el vector

de la derecha de [1] tiende a NZ* + b. Esto implica que Mx* = NI* + 5, y por tanto
(M —N)Z*=by AZ* =b).

Para que la secuencia quede univocamente especificada en [1], M debe ser inversible.

Ademés debe escogerse M de forma que 2! sea facil de calcular.

A continuacién presentamos dos métodos iterativos con dos elecciones simples de la matriz
M (N viene determinada por la ecuacién N = M — A).

2.6.3 Método de Jabobi

Sea D la matriz diagonal formada por los elementos de la diagonal de A, es decir d;; = 0
sii # jydy = ay. El método de Jacobi toma M =Dy N =D — A. Ya que M tiene que
ser inversible, d;; # 0 para todo 7, por tanto el método exige que ninguno de los elementos
de la diagonal de A sea nulo.

[1] queda: D = (D — A7 +b (k=0,1,...) [ld]

Para un SL de 3 ecuaciones y tres incognitas

a1121 + ai2x2 + a13ry = by
a21T1 + agers + azzrs = by 2]
az1r1 + azowe + azzrs = b

del desarrollo de [la] se obtiene:

ail 0 0 J:]f+1 0 —a12 —ais x'f b1
0 a9 0 :L‘IQCJrl = | —a92 0 —a923 :L'IQ€ + | bo

0 0 ass $§+1 —a31 —asg 0 x3 b3



CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 53

=
k+1 __ k k
a1y = b1 — a12T9 — A137T3
k+1 _ k k
a22xy ' = by —a Ty — azTs
k+1 k k
a33x3+ = b3 — a31T1 — a32T9
: k+1.
y despejando las x; " :
k k
SRl b1 — a1275 — a1375
T =

ai
k k
k+1 b2 — a21T7] — a23T3
a?2 _—
a22

k k
k1 _ b3 — a2t — azprs

X
3
ass

La férmula de recurrencia [2a] se puede describir mediante la siguiente ecuacién general:

n

1
it =— b~ > agal]

Una manera mas sencilla de recordar la ley de recurrencia [2a] es despejar de
la primera ecuacién del sistema [2] la variable z;, de la segunda la variable z3 y
de la tercera la variable x3, y tener en cuenta que las variables de la izquierda
(las que se calculan) corresponden a la iteracién nueva, k + 1, mientras que las
de la derecha corresponden a la iteracion antigua, k.

Con frecuencia, la informacién sobre el problema real nos puede sugerir un valor para z°.
Si carecemos de informacién, por simplicidad tomamos 29 = 0.

2.6.4 Método Gauss-Seidel

Este método utiliza la férmula de recurrencia [1] siendo M la parte triangular inferior de
A. M tiene las mismas entradas que A en la diagonal y debajo de ella, y ceros sobre la
diagonal. Al igual que en el método de Jacobi, las entradas de la diagonal de A deben ser
todas no nulas, a fin de que M sea inversible.

Desarrollando el método para un SL de 3 ecuaciones y tres incognitas obtenemos:

ail 0 0 J‘Z—H 0 —a12 —ais l"f bl
1
a1 Q929 0 :L’2+ = 0 0 —asg :L’IQC + | by
k+1 k
asy aso ass 1‘3 0 0 1‘3 b3
=
k+1 _ k k
anz] T =by —apry — a3
k+1 k+1 k
a22x2+ = bg — a21x1+ — 42373
k+1 k+1 k+1
a33x3+ = bg - a31x1+ — a32x2+

k+1

y despejando las x; ™" :
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k k
Ght1 _ b= a1aT) — a1sTy
k1

ail
k+1 k
bz — a21% — 23T
:Ek+1 _ 1 343 [2b]
2
a2
k+1 k+1
k1 _ b3 —amay T — agwh

T
3
ass

La férmula de recurrencia [2b] se puede describir mediante la siguiente ecuacién general:

n

1 i—1
.I‘f—H = — [bl — Z aijx?“l — Z aijxﬂ
Qi j=1 j=i+1

Al igual que en el método de Jacobi, la ley de recurrencia [2b] se puede obtener
sin mds que despejar la variable z; de la primera ecuacién del sistema [2], la
variable z2, de la segunda y la variable x3 de la tercera. La diferencia respecto a
Jacobi es que al obtener la variable z;, las variables z; del segundo miembro con
J < i se toman de la iteracion en curso. Dicho de otra forma, en el método de
Jacobi se utilizan para cada iteracién los valores de z; de la iteracién anterior,
mientras que en el método de Gauss-Seidel se utilizan los ultimos valores
calculados, ya sea en la iteracién en curso o en la iteracién anterior.

Si carecemos de informacién que nos permita hacer una estimacién de z° tomamos por

—

simplicidad z° = 0.

2.6.5 Una condiciéon suficiente para la convergencia por los métodos de
Jacobi y Gauss-Seidel

No se puede garantizar que la secuencia de soluciones dadas por las expresiones [2a] (Ja-
cobi) y [2b] (Gauss-Seidel) sea convergente para cualquier sistema AZ = b con A inversible
y a;; # 0. No obstante existe una condicién simple (no necesaria) que garantiza la conver-
gencia por los dos métodos.

Se dice que una matriz es estrictamente diagonalmente dominante si el valor absoluto
de cada entrada de la diagonal principal es superior a la suma de los valores absolutos de las
restantes entradas de la misma fila. Se puede demostrar que una matriz A estrictamente
diagonalmente dominante tiene inversa y que las secuencias de Jacobi y Gauss-Seidel

convergen a la solucién tnica de AZ = b, para cualquier valor z°.

n
laig| > > eyl Vi=1,2,....n
J=1j#i

2.6.6 Ejemplos

Ejemplo 2.16 Aplicar el método de Jacobi para el sistema:
1027 + 20 —x3= 18
1 + 1529 + 23 =—12
—x1+x0 +20x3 =17
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Toma #(0) = (0,0,0) como aproximacion inicial de la solucion y realiza iteraciones hasta

que las diferencias en todas las entradas entre dos soluciones consecutivas sean menores
que 0.001.

La matriz de coeficientes es estrictamente diagonalmente dominante, por tanto el SL con-
verge tanto por Jacobi como por Gauss-Seidel.

El algoritmo recursivo se escribe en la forma:

10
1 —12—93’f — z§

2= 15

s T 20

Para k = 0 tomamos 3 = (29,29, 29) = (0,0,0)

Y calculamos:
=(18—-0+0)/10=18/10=1.8
x% (=12—-0-10)/15 = —12/15 = —0.8
3 (17+0 0)/20 =17/20 = 0.85
:> 7' = (1.8, -0.8,0.85)

A continuacidn.‘
= (18 — —0.8 +0.85)/10 = 1.965
xg = (—12 - 1.8 -0.85)/15 = —0.976667

§:(17+18——08)/20—098
= 72 = (1.965, —0.976667, 0.98)
Y asi sucesivamente para $3, 1'4, e
k T T2 I3 ASCl ACEQ ACCg
010 0 0
1] 1.8 -0.8 0.85
2| 1.965 -0.976667 | 0.98
3| 1.99567 | -0.996333 | 0.997083
41 1.99934 | -0.999517 | 0.9996
51 1.99991 | -0.999929 | 0.999943 | 0.00057 | -0.0004127 | 0.000542917

(29, 23, 23) = (1.99991, —0.999929, 0.999943)

Ejemplo 2.17 Aplicar el método de Gauss-Seidel al sistema anterior. Toma ¥ = (0,0,0)
como aprorimacion inicial de la solucion vy realiza iteraciones hasta que las diferencias en
todas las entradas entre dos soluciones consecutivas sean menores que 0.001.

El algoritmo recursivo tiene la forma:

1 10 .
g1 _ —12— ot~k

2= 15
k+1 17 + xk+1 l2€+1

3 20

Para k = 0 tomamos 2° = (21,2, 23) = (0,0,0)
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y calculamos:

r1 = (18 —=0+0)/10 = 18/10 = 1.8
3= (-12-1.8-0)/15= —13.8/15 = —0.92
r3 = (17 + 1.8 — —0.92)/20 = 19.72/20 = 0.986

= 7! = (1.8,-0.92,0.986)

A continuacion:

2?2 = (18 — —0.92 + 0.986)/10 = 19.906/10 = 1.9906

x

22 = (=12 — 1.9906 — 0.986)/15 = 14.9766/15 = —0.99844

= (17 + 1.9906 — —0.99844) /20 = 19.98904,/20 = 0.999452
= 7% = (1.9906, —0.99844, 0.999452)
Y

asi sucesivamente para £, T4, . . ..
k I T2 I3 Aa:l AJZQ A.Tg
010 0 0
11]1.8 -0.92 0.986
2| 1.9906 | -0.99844 | 0.999452
3| 1.99979 | -0.999949 | 0.999987
4| 1.99999 | -0.999999 | 1.0 0.0002044 | -0.00004929 | 0.0000126863

4 .4 4
(1'1,1'2,1‘3

) = (1.99999, —0.999999, 1.0)

56
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2.7 Ejercicios

Ejercicio 2.1 Discutir y resolver si es posible los siguientes sistemas:

z +2y — 3z + t = 2

T -y + 2z =2
20 —y — z — t =1 _
a) ey 42 — t =0 b){3x+2y—22—1

3z +2y —dz —3t = 1 3y —z =2
T + 2y — 3z =16t = 4 {x—y—l—2z—t=0
d)

C){ y + 2z -3t = 6 20 + 3y — 4z +2t = 0
-r —y + z + 9 =-2 3z + z —t =20

Ejercicio 2.2 Discutir y resolver, si es posible, el siguiente sistema, segun los distintos

valores del pardmetro a:

T+ y+ z+ t=1
—ar + y + z 4+ t =2
T —ay + z + ¢t =3
T+ y —az + t =4
5)

Ejercicio 2.3 Estudiar segin los valores de m el siguiente sistema.
6x + 18y —2mz = 0
{7:p — 2y — 4z =0
4 + 10y — 62 = 0

Ejercicio 2.4 Discutir y resolver si es posible, el siguiente sistema, sequn los valores de

k.

x4+ (k=2y — 2z =0

{(k—!—S)x + 2k-1)y — 2 =0
3z + 2y + 2 =0

Ejercicio 2.5 Calcular los valores de m y k para que el sistema sea compatible e indeter-
minado.
3r + y + kz =0

- y—- z =20
mer + y + z =0
z+my — z =0

Ejercicio 2.6 Calcular a para que sea compatible el siguiente sistema y resolverlo.

x + Yy = a
r — Yy =5
20t — y =8
3z + 4y =1

Ejercicio 2.7 Calcular a para que el siguiente sistema admita solucion distinta de la
trivial y resolverlo.
1+a)z +y +2 =0
T +y+z=20
2 — y —az = 0

Ejercicio 2.8 Resolver por el método de eliminacion gaussiana el siguiente sistema:

20 - 3.5y + 2z = 22.35
-5 + 3y + 3.3z = —9.08
122 + 7.8y +4.62 = 21.38
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Ejercicio 2.9 Resolver por el método de eliminacion gaussiana los siguientes sistemas.
Ndtese como los tres sistemas tienen la misma matriz de coeficientes A.

z+y +z2z +t =0 z4+y +z2z +t =717
r +y +2t = 0 T +y +2t = 8
DY 22 +2y +3- — 0 Y2 +25 +3- = 10
-z —y —2z +2t = 0 -z —y —2z 4+2t = 0
T4y +2z +t =17
r + vy +2t = 5
) 2¢ +2y + 3z = 10
- —y —2z +2t = 0

Ejercicio 2.10 Determinar a y b para que el vector (1,0,a,b) pueda expresarse como
combinacion lineal de (1,4,-5,2) y (1,2,3,—1).

Ejercicio 2.11 FEzxplica st las siguientes rectas tienen un punto de interseccion comun:

21 + 3x9 = —1, 621 + bxo = 0 y 221 — bxo = 7. FEn caso afirmativo determina las
coordenadas del punto interseccion.

Ejercicio 2.12 FEaxplica si las siguientes rectas tienen un punto de interseccion comun:
x1 —4dxo = 1, 221 —x1 = =3 y —x1 — 3x2 = 4. FEn caso afirmativo determina las
coordenadas del punto interseccion.

Ejercicio 2.13 En R? se consideran los planos I} : 22 —2y+az = 0 yIly: =3z 43y +
3z =0, donde a es un pardmetro. Determina el lugar geométrico de la interseccion de los
mismos en funcion del pardametro a.

Ejercicio 2.14 Se desea construir modularmente un edificio. El reparto de viviendas en
cada planta se escogerd de uno de los tres planes posibles. Cada planta del Plan A tiene
3 viviendas de 3 habitaciones, 7 de dos habitaciones y 8 de una habitacion. Cada planta
del Plan B tiene 4 viviendas de 8 habitaciones, 4 de 2 habitaciones y 8 de una habitacion.

Cada planta del Plan C tiene 5 viviendas de 3 habitaciones, 8 de 2 habitaciones y 9 de
una habitacion.

3
a) ; Que interpretacion darias al vector x = {7] ?
8

b) Escribe una combinacion lineal de vectores que exprese el total de viviendas de 3, 2 y 1
habitaciones del edificio.

c) ¢ Es posible disenar un edificio con exactamente 66 viviendas de 3 habitaciones, 74 de
dos habitaciones y 136 de una habitacion?. En caso afirmativo, 5 hay mds de una forma?.
FExplica la respuesta.

Ejercicio 2.15 Resuelve por el método de Gauss-Jordan y por el método de Cramer.
{4:731 — 929 + 223 = 5

2¢17 — 4x90 + 623 = 3
$1—$2+3l’3: 4

Ejercicio 2.16 Resolver el siguiente sistema por los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

4:6‘1 — X9 =1
—x1 + 4x0 — x3 =1
— X9 4+ 4dxz3 — x4 = 1

— I3 +4.’L‘4:1
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Ejercicio 2.17 Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de Jacobi con & =
0. Realiza iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas sean consistentes con una
tolerancia de 0.001 en cada entrada. Compara el nimero de iteraciones necesarias en los
métodos de Jacobi y Gauss-Seidel para que dos aproximaciones sucesivas sean consistentes
con esa tolerancia.

a) drx1 + 9 =T b) 10x1 — zo = 25
—x1 + bxo = —7 1 + 8ry = 43
3x1 + x2 =11
¢)¢ —x1 — brg + 223 =15
3T9 + Txg = 17

En el apartado a), teniendo en cuenta que la solucion exacta es x* = (2,1), calcula el error
relativo de x1 y x2, en tanto por ciento, en las soluctones correspondientes a la sequnda y
tercera iteracion.

Ejercicio 2.18 Ninguno de los dos métodos iterativos estudiados funciona para el sistema
que presentamos en este ejercicio. Compruébalo calculando las 3 primeras iteraciones para
Gauss-Seidel, tomando como solucion inicial el vector nulo. A continuacion reordena las
ecuaciones para que Gauss-Seidel funcione y calcula la solucion con este método. Com-
prueba que la solucion obtenida es correcta, calculando la solucion mediante un método
directo.

2x1 + 620 =4
51’1—1‘2:6

Ejercicio 2.19 Un problema importante en el estudio de la transferencia de calor es el
de determinar la distribucion de temperatura en estado estacionario de una placa delgada
cuando se conoce la temperatura en el borde. Supongase que la placa de la figura repre-
senta una seccion transversal de una barra metdlica, con flujo de calor despreciable en
la direccion perpendicular a la placa. Denotemos 11,15, ..., T las temperaturas de los 6
nodos interiores de la red de la figura. La temperatura en un nodo es aproximadamente
igual a la media de la temperatura de los 4 nodos mds cercanos, a la izda, encima, a la
derecha y por debajo. Por ejemplo:

(10420 + 1o + Ty)
4

a) Escribe el sistema cuya solucion nos da estimaciones de las temperaturas Th,Ts . .. Tg.
b) Resuelve el sistema por eliminacion gaussiana y usando un método iterativo.

T1: O4T1—T2—T4:30

20°  20° 20°
10° 1 2 3 40°
10° 4 ) 6 40°

20°  20° 20°
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Ejercicio 2.20 Encuentra una relacion entre by, by y bs que haga compatible el sistema
con la siguiente matriz ampliada:
2 5 =3 b
A= 4 7T —4 b
-6 -3 1 b3

Ejercicio 2.21 Supon que la matriz de coeficientes de un SL es de orden 3 X 5 y tiene 3
columnas pivotales. FExplica por qué el sistema es compatible.

Ejercicio 2.22 Continia la frase: 7St un sistema lineal es compatible, entonces la solucion
€S UNICA ST Y SO0 ST vuvvevieiaiieieiiaieiaiainn, 7

Ejercicio 2.23 Supon un conjunto de datos experimentales que puedan representarse
como puntos en un plano. Un polinomio interpolador de los datos es un polinomio
cuyo grdfico pasa por todos los puntos. En trabajos cientificos un polinomio de este tipo
puede usarse, por ejemplo, para estimar valores entre puntos conocidos. Otro uso es para
crear curvas para grdficos de ordenador. Un método para encontrar un polinomio interpo-
lador es resolver un sistema lineal.

Encuentra el polinomio interpolador p(t) = ag + a1t + ast? para los datos (1,12), (2,15),
(3,16). Es decir, encuentra ag, a1, az, tales que:

ag+ a1l + (1212 =12
ag + a12 + ap2% =15
ag+ a13 + a232 =16

Demuestra que la matriz

1 2 x12
A= |1 zo x2°|, conx; % x9 # x3 tiene rango 3.
1 T3 {/C32
1 3
Ejercicio 2.24 Dada la matriz A = |2 6|, encuentra a simple vista una solucion de
3 9

AZ =0 que no sea la solucion 0. (Pista: Que una combinacion lineal de las dos columnas
produzca el vector nulo).

Ejercicio 2.25 FEstudiar el tipo de solucion en funcion del pardmetro a
1T + 290 — x3 = 1

T + axg +3x3 = 2
221 + 322+ ax3 = 3

Ejercicio 2.26 FEstudiar el tipo de solucion en funcion del pardmetro A
Ax1 + 19 + x3 = 22
1 + X2 +Axz = A
T1 + x2+2ANx3 = 2
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Ejercicio 2.27 Determina la corriente en las mallas de la red de la Figura, sabiendo que
el sistema lineal correspondiente es:

111; — 31, = 30
30+ 6, —I;=5
— Iy +3[3 =25

e (1 240
> >

Ejercicio 2.28 Fjercicio tipo test. Considera el sistema de ecuaciones lineales:
r + y + 10z = 3
r + 6y + 2z =4
¢ + y + z = —4
La solucion correspondiente a la primera iteracion de Gauss-Seidel del sistema diagonal-

mente dominante equivalente al dado, tomando como solucion inicial (0,0,0) y redon-
deando a 3 cifras significativas (3 cifras contadas a partir del primer digito no nulo) es:

a) (—1.02,0.783,0.324) b) (—0.800,0.800, 0.300) ¢) (—0.800,0.667, 0.300)
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Ejercicio 2.29 Clasifica los sistemas lineales con las matrices ampliadas siguientes como
compatible determinado, compatible indeterminado o incompatible, en funcién de los pardmetros
a yb. Cuando un caso no se pueda dar escribe “nunca”. Cuando un caso se dé siempre,
independientemente del valor de a y b escribe “siempre”. Para los casos en los que obtengas
varios valores de pardametros, unelos explicitamente utilizando la conjugacion pertinente

“y” u “o” (las comas no valen).
1 3| 5 Compatible determinado........................
0 26 | b-— J Compatible indeterminado.....................
Incompatible........cooeeveiiiiiiiiiiiiieeees
1 4 6 | 2 Compatible determinado........................
0 1 a | 2 Compatible indeterminado.....................
0 0 b—1 | b-—1 Incompatible........cooevreiiiiiiiiiiii,

Compatible determinado........................
Compatible indeterminado.....................
Incompatible.......ccooiiiiiiiiiiii,

12 3] 1
0 a—1 4 | 2
0O 0 a—2 3

Compatible indeterminado.....................
Incompatible........coooeiiiiiiiiini,

Compatible determinado........................
Compatible indeterminado.....................
Incompatible.........cceeviiiiiiiiiiiin,

Compatible determinado........................
Compatible indeterminado.....................
Incompatible........ccooiiiiiiiiiiiiiii

{ Compatible determinado........................
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2.8 Soluciones

2.1

a‘) (x,y,z,t) = (27 17 17 ]—)

b) (l’,y, Z) = (17273)

c)

Q)

y + 2z — 3t =
- —y + z 4+ 9 =-2

1 2 -3 -16 4 1 2 -3 -16 4
0 1 2 -3 6 ~ 0 1 2 -3 6
-1 -1 1 9 =2 o 1 -2 -7 2
1 2 -3 -16 4 1 2 -3 -16 4
0 1 2 -3 6 ~ 0 1 2 -3 6
0o 0 4 -4 -4 0 O 1 1 1
{x+2y—32—16t:4

{x+2y—3z—16t: 4
6

y + 2z — 3t = 6
z +t =1
z=1-—1t
y=6+3t—-22=6+3t—2(1—t) =4+ 5t
x=4416t+32z—2y=4+16t+3(1 —t) —2(4+ 5t) =
4+16t4+3—-3t—8—10t = -1+ 3t

x=-1+3t T -1 3
y= 445t yl_| 4 y 5 teR
z=1-1 o 1 -1
1
Py t 0

La solucién también se puede expresar asi :

{(=1+3t,4+5t,1—t,t) / teR}

Sistema compatible e indeterminado.
Rango A = Rango A* =3 < 4 = ndmero de incégnitas

Realizar la comprobacion sustituyendo la solucién en el sistema inicial.

2¢ +3y — 4z +2t = 0
3x + 2z —t =0

1 -1 2 -1 0 1 -1 2 -1 0
2 3 -4 2 0 ~ 0 5 =8 4 0
3 0 1 -1 0 3 0 1 -1 0

1 -1 2 -1 0 1 -1 2 -1 0
~ 0 5 -8 4 0 ~ 0 —-15 24 -12 0

0o 3 -5 2 0 0 15 -25 10 O

{x—y+2z—t—0




CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 64

1 -1 2 -1 0
~ 0 5 =8 4 0

0 0 -1 -2 0

1 -1 2 -1 0
0 —-15 24 —-12 0
0 0 -1 -2 0

T —y+ 22 -1t =0
oy — 8z + 4t =0

—z — 2t =0 z= -2t
_catesr —a—te 200 [? p
-5 5 "5 Il =1 teR
z -2
r=t—2z24+y=t+4t -4t =1t t 1

La solucién también se puede expresar asi : { (t, —4t, —2t,t) / teR }

Sistema compatible e indeterminado.
Rango A = Rango A* =3 < 4 = ntmero de incégnitas

Realizar la comprobacién sustituyendo la solucién en el sistema inicial.

2.2 a = —11 compatible determinado, solucién: (1/10,1/5,3/10,2/5); a # —11 incompa-
tible

2.3 m = 5 compatible indeterminado, m # 5 compatible determinado.

2.4 k = 2 comp. indeterminado; k = —2 comp. indeterminado; k # 2 y k # —2 comp.

determinado. Para k = 2 la solucién es Z = A(1,—2,1), con A € R. Para k = —2 la
solucién es & = \(—1,—2,7), con A € R.

2.5 Comp. indeterminado < m = —1.
2.6 El sistema es compatible < a = 1. La solucién es (3, —2).

2.7 a = 1 comp. indeterminado; ¢ = 0 comp. indeterminado; a # 0y a # 1 comp.
determinado. Falta resolver.
2.8 (z,y,2) = (2.5,-3.7,4.4)

2.9

a) Compatible indeterminado. La solucién es ¥ = a(—1,1,0,0) / «a € R.
b) Compatible indeterminado. La solucién es ¥ = (2,0,2,3) + a(—1,1,0,0) / a € R.

¢) Incompatible.

210 a=11,b= -4
2.11 No existe ningtin punto comun
2.12 El punto comin es (—13/7,—5/7)

2.15 (21,29, 23) = (6.95,2.5, —0.15)
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2.16
4l’1 — T2 =1

—x1 +4xr9 — 23 =1
—x9+ 4y —x4 =1
—x3+4xrs =1
_1+-%'2 _1+x1+.%'3
4 B 4 ’

R P
N 4

_1+a:3

X1 , L2 €3 , T4

Método de Jacobi
1 T T3 T4
0 0 0 0
0.25 0.25 0.25 0.25
0.3125 | 0.375 | 0.375 | 0.3125
0.3438 | 0.4219 | 0.4219 | 0.3438
0.3555 | 0.4414 | 0.4414 | 0.3555
0.3604 | 0.4492 | 0.4492 | 0.3604
0.3623 | 0.4524 | 0.4524 | 0.3623
0.3631 | 0.4537 | 0.4537 | 0.3631
0.3634 | 0.4542 | 0.4542 | 0.3634
0.3636 | 0.4544 | 0.4544 | 0.3636
0.3636 | 0.4545 | 0.4545 | 0.3636

OO0 | U = | W N~ O]

—
)

Solucién: (0.3636, 0.4545, 0.4545, 0.3636) en 10* iteracién. Las siguientes iteraciones
dan el mismo valor utilizando 4 cifras significativas.

Método de Gauss-Seidel
I i) T3 T4

0 0 0 0
0.25 0.3125 | 0.3281 | 0.3320
0.3281 | 0.4140 | 0.4365 | 0.3591
0.3535 | 0.4475 | 0.4516 | 0.3629
0.3619 | 0.4534 | 0.4541 | 0.3635
0.3634 | 0.4544 | 0.4545 | 0.3636
0.3636 | 0.4545 | 0.4545 | 0.3636

Y| T | W N~ O]

Solucién: (0.3636, 0.4545, 0.4545, 0.3636) en 6 iteracion. Las siguientes iteraciones
dan el mismo valor utilizando 4 cifras significativas.

2.17a
{4331 +x9= 17
—x1 + dxo = —7 .’E1:74x2,x2: 7;‘$1

Método de Jacobi

k T i) A.%'l A:L'Q

00 0

1| 1.75 -1.4

2121 -1.05

3| 2.0125 | -0.98 0.0875 0.07

4 1 1.995 |-0.9975 | 0.0175 0.0175

5 1.9994 | -1.001 0.004375 | 0.0035

6 | 2.0002 | -1.0001 | 0.000875 | 0.000875

(29, 28) = (2.0002, —1.0001)
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Método de Gauss-Seidel

T T2 Axy Axo
0 0
1.75 -1.05

2.0125 | -0.9975

1.9994 | -1.0001 | 0.013125 0.002625

=W = O

2.0000 | -0.99999 | 0.00065625 | 0.00013125

(xf, 23) = (2.0000, —0.9999)

2.19

a) Escribir el sistema de ecuaciones

Ty

15

T3

T,=Ty; T5="1T5 1Tg=

Ty

20410+ T+ Ty
- 4
20+ T4+ T5+ T
- 4
20440+ T+ T
a 4

13

20+ 10+ T+ T

4
20+ + 15+ 1
Ty =
4
20+ 40 + T + Tj
T3 =
4
3T — Ty =30
=11+ 315, — T35 =20
— 15+ 375 =60
b) Eliminacién gaussiana
T, = 17.1429°
Ty = 21.4286°
T3 = 27.1429°
b) Gauss-Seidel
k Ty T T3 ATy | ATy ATs

10 10 23.333
13.333 | 18.889 | 26.296
16.296 | 20.864 | 26.955
16.955 | 21.303 | 27.101
17.101 | 21.401 | 27.134
17.134 | 21.422 | 27.141

Sy T W N =

3.33 | 8.89 | 2.96
2.96 | 1.98 | 0.66
0.66 | 0.44 | 0.15
0.15 | 0.097 | 0.032
0.03 | 0.02 | 0.007

Para una tolerancia de por ejemplo 1° C, la ultima iteracién necesaria seria la 4%.

2.20 5by —4by —b3 =0

66
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2.21 Pivotel * * * *
A= 0 Pivote2 * * *
0 0 Pivote3 * * g s

Si A tiene 3 pivotes, hay un elemento pivote en la tercera fila, y por tanto no hay ninguna
fila del tipo [0 0000 b ] con b# 0 en A*.

2.22 “Si un sistema lineal es compatible, entonces la solucién es tnica si y sdlo si el rango
de la matriz de coeficientes es igual al nimero de incégnitas.”

ag+ a12 + asd =15

2.23 { ap +ail +asl =12
ao+ a13 + a29 = 16

La solucién del sistema es (ao,a1,a2) = (7,6,—1). El polinomio interpolador es p(t) =
746t —t?

1 T1 .%'12 1 T $12 1 1 .7312
A= 1|1 o .’E22 ~ |0 To — I1 515'22 - $12 ~ |0 1 To + 21| ~
1 z3 $32 0 x3—m x32 — .%'12 0 1 x3+x1
1 x12 1 = z1?
0 1 @+x1|~|0 1 @2+m
0 0 r3 — T2 0 0 1
2.24 (-3,1)
1 3 0
-3(2|4+1(6]=1|0
3 9 0
2.27 1114 — 315 = 30
3L +6I,— Is = 5
— Ih+33 =-25

(I1, I, I3) = (3,1,—8) Amperios

2.28 T+ y + 10z = 3 Sr + y
xr + 6y + =4 ~ + 6y
y + +

z
z z
S5 + z = —4

8 8

+
_l’_
+

x=-4/5=—-0.8
y=4—-x—2)/6=(440.8)/6 =4.8/6 =0.8
z=B—-z—-y)/10=(3+0.8—-0.8)/10=3/10=0.3

La solucién es (—0.8,0.8,0.3), por tanto la respuesta b es la correcta.

La respuesta a es incorrecta, y corresponde a la soluciéon exacta redondeada a 3 cifras
significativas.

La respuesta c es incorrecta, y nos da la solucién de la primera iteracién con el método de
Jacobi (z = —4/5=-0.8, y=4/6 =2/3 =0.667, z =3/10 = 0.3).



CAPITULO 3

Espacios vectoriales

3.1 Definicion de espacio vectorial

Definiciéon 3.1 Un conjunto no vacio de elementos V' en el que estin definidas las opera-
ciones de suma (op. interna) y multiplicacion por escalares de un cuerpo K (op. externa),
cumpliendo las 10 propiedades siguientes, es un espacio vectorial sobre K.

Propiedades de la suma

1) Operacién cerrada: Vu,v € V, u+v eV
2) Asociativa: Y u,v,w € V, u+ (v +w) = u+ (v + w)
3) Elemento neutro: 3 0€V /u+0=u YueV
4) Conmutativa: YV u,v € V, u+v=v+u
5) Existencia de elemento opuesto:
VueV I —u/u+(—u)=0
Propiedades de la multiplicacion por escalares del cuerpo K
6) Cerrada: Vu e VyVa e K, aueV

7) Distributiva respecto de la suma de vectores: a(u+v) = av+ av Yu,v € V,Va € K

8) Distributiva respecto de la suma de escalares:
(a+PBu=au+pu YueV, Va,fekK
9) Asociativa respecto del producto por escalares:
a(fu) = (af)u Yu e V,Va,B € K
10) lu=wu
1 es el elemento neutro del producto en el cuerpo IK o elemento unidad del cuerpo.
También se denota como 1g

De la definicién de Espacio Vectorial se infieren las siguientes propiedades:

a)VueV 0u=0y

0 = elemento neutro de la suma de escalares = elemento nulo de IK
0y = elemento neutro de la suma de elementos de V' = elemento nulo de V'

b) VAe K X Oy =0y
c) =0y =A=0 0o u=0y

d)VAeK y YueV
(=A) u=— (du) = A—u)

68
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3.2 Ejemplos

3.2.1  (M,,xn,IR) sobre IR es espacio vectorial

El conjunto es el formado por matrices m X n con elementos reales. La operacién interna
es la suma de matrices reales, y la operacién externa es el producto de una matriz real
por un real. El conjunto y las operaciones fueron definidas en el Capitulo 1. El conjunto
formado por todas las matrices reales de orden m X n, con estas operaciones, es un espacio
vectorial sobre el cuerpo R.

Por ejemplo (Max2,R) es espacio vectorial sobre IR. Ilustramos 3 de las propiedades
(suma cerrada, elemento neutro de la suma y producto por escalar cerrado).

aiy  a12 b1 bio o
[am @J * [521 522]’ con azj, byj € R, € (Maxz, R)

[0 O] es el elemento neutro de la suma en (Max2, R)

0 0

a1l G129 Aaii )\012}
A - € (Maxo, R
LZQI azJ [)\0@1 a2 (M2, IR)

3.2.2  (M,,xn,R) sobre C no es espacio vectorial

En efecto, el producto de una matriz real por un escalar complejo con la parte imaginaria
no nula, no da como resultado una matriz real.

3.2.3 (M,,xn,C) sobre IR es espacio vectorial

El conjunto formado por todas las matrices de orden m x n, con elementos de C, es un
espacio vectorial sobre el cuerpo IR.

3.2.4 (M,,xn,C) sobre C es espacio vectorial

El conjunto formado por todas las matrices de orden m x n, con elementos de C, es un
espacio vectorial sobre el cuerpo C.

3.2.5 IR" sobre IR es espacio vectorial

Recordemos la definicion que habiamos dado de vectores como matrices columna.

Denotamos (Myx1,IR) = R". Por ser (M, xn,R) espacio vectorial sobre IR para todo m
y n, lo serd en particular para las matrices columna o vectores. Es decir, R" es espacio
vectorial sobre IR. Se expresa: (R™,+,-IR) espacio vectorial. La primera operacién
es la suma de elementos de IR™ y la segunda el producto de un elemento de R™ por un
elemento de IR.

Los elementos de IR™ se denominan vectores y en general se denotan con una letra
mindscula latina y con una flecha encima.

z
N
xTr =
Tn
Los elementos x1,x9,...,Z, se denominan primera, segunda, ...., enésima componente
de 7.

También se admite la notaciéon & = (1, z2,...,Ty)
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R? sobre R

Rh%ﬁﬂ / 21 €R, s €R).

-

Z, 2’ e R? MeR

/
- x - x
x—[ 1} con 1,22 € R x’—[ ,1} con zi,zh € R
xI9 .IQ
/ /
S, T T T+
Suma:aH—;E’:{ 1]—1—{ ,1]:[ ! }}G]R2
Z2 Ty .%'2—|—x2

Producto por un escalar: A% = A [m} = [A:Ul] e R?
i) )\.%‘2

IR? también se puede expresar asi : R? = {(z1,22) / 71 € R, 29 € R}.
Suma: (z1,z2) + (2, 2h) = (z1 + 2}, 22 + 2b)

Multiplicacién por un escalar: A\(x1,x2) = (Ax1, Aza)

El elemento neutro, también llamado vector nulo de IR2, es el vector (0,0).

El opuesto de un vector dado & = (z1,x2) es el vector —& = (—z1, —x2).

Descripcién geométrica de IR2

Consideremos un sistema de coordenadas rectangulares en el plano. Entonces cada vector

de R?, {il ], se puede identificar con un punto (r1,x2) en el plano. Por tanto podemos
2

interpretar IR? como el conjunto de todos los puntos en el plano.

La suma de dos vectores tiene una representacién geométrica interesante, verificindose el
siguiente resultado:

REGLA DEL PARALELOGRAMO: Si @ y ¥ € IR? se representan por puntos en el plano,
entonces a o + U le corresponde el cuarto vértice del paralelogramo cuyos otros vértices
son i, vy 0.

Ejemplo 3.1 Representar en un plano 4 = {2] , U= {_6} yu+v= {_4}

- =
u-+v

<
el

Ejemplo 3.2 Seq 4 = { 3} Representa graficamente los vectores i, 2, y —%ﬁ.

-1

—-2/3u

cl
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Para simplificar la notacién, también utilizamos la resta de vectores, y escribimos ¢ —
en lugar de 4 + —v. La figura muestra 4 — ¥ como suma de @ y —v.

<l

el

R3 sobre R

Los vectores de IR® son matrices columna 3 x 1 con tres entradas reales. Se representan
geométricamente por puntos en el espacio de coordenadas tridimensional.

3 2
Ejemplo 3.3 Sean v} = 1], = 2 |. Calcula 20) — s
—4 -3
6 2 4
201 — Uy = 21— 2| = 0
-8 -3 -5

3.2.6 (" sobre R es espacio vectorial

(Mnx1,C) = C"
El vector nulo es ahora (0 + 0i,...,0+0:) (con n entradas)

El elemento unidad es 1 € R (recordemos que el producto por escalar es op. externa)

3.2.7 (" es espacio vectorial sobre C

El vector nulo es (04 0i,...,0+0i) (con n entradas)
El elemento unidad es (14 0i) € C

3.3 El espacio vectorial IR" sobre IR

En esta seccién estudiaremos varios conceptos y teoremas relacionados, aplicados al es-
pacio vectorial R™ sobre IR, que incluyen: combinacién lineal de vectores, dependencia e
independencia lineal, sistema de generadores, base, coordenadas respecto a una base dada,
y ecuaciones de transformaciéon de coordenadas por cambio de base.

Para simplificar la notacién, designaremos este esp. vect. simplemente como IR", enten-
diendo que el cuerpo para la op. externa es IR. Todas las definiciones y resultados que
veremos a continuaciéon (dependencia lineal, base, dimension, etc) se podrian extender
facilmente a cualquier espacio vectorial V' sobre un cuerpo IK.
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3.3.1 Combinacién lineal

Definicién 3.2 Dado un conjunto de vectores {v1,0a,...,7,} de R"™, llamamos combi-
nacion lineal de estos vectores a cualquier vector ¥ € R"™ que se pueda escribir en la forma
U = 101 + U2 + ... + ¢y, con c1,¢2,...,¢5 € R.

A los escalares ci,ca, ... cp se les llama pesos o coeficientes de la combinacion lineal. Los
pesos pueden ser cualquier real, incluyendo el cero.

Son por ejemplo combinaciones lineales de los vectores ¢ y v los siguientes vectores:
- - 1- 1- - = - -
\/§U1 +v2 , 3U1 =301 + 0¥y , 0=0v; 4 07y
Ejemplo 3.4 En la figura se muestran combinaciones lineales seleccionadas de los vec-

tores v = (—1,1) y % = (2,1) € R?. Estima las combinaciones lineales de los vectores
U1 Yy U2 que generan a los vectores i y w.

el

<l

[

B + 1.2
371 + 0.575

—
u ~
~

Ejemplo 3.5 Sean @ = (1,-2,-5), @ = (2,5,6) y b = (7,4,—3) € R>. Determina si
b es combinacion lineal de dy y d. Es decir, determina si existen coeficientes x1, xo tales
que b = x1d1 + x2ds.

1 2 7
Comenzamos escribiendo la ec. vect. 1 | =2 | + 29 5] = [ 4]
-5 6 -3
al as b
x1 + 229 7
, que es lo mismo que: —2x1 + 572 | = 4
—5x1 4 6x9 -3
T1+2x0 =7
Por tanto hemos de resolver el SL: —2x1 + 529 =4
*5$1 + 6%2 =-3

Resolvemos el sistema transformando la matriz ampliada a la forma escalonada reducida
1 2 |7 1 2 |7 1 2 |7 1 0 |3

-2 5 | 4l~|0 9 18|~ |0 1 [2|~|0 1 |2

-5 6 |—-3 0 16 32 0 0 |0 0 0 10

La solucion es x1 = 3 y x9 = 2. Por tanto b es una combinacion lineal de ai y a3, con
coeficientes t1 = 3 y r9 = 2. Es decir,
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1 2 7
3|-2|+2|5| = 4
-5 6 -3

Recordemos del Cap. 2 que una ec. vect. dela forma: x;V; + X2V +... +XpVp = b
tiene la misma solucién que el SL cuya matriz ampliada es [ V; Vv ...Vp | .
Por tanto b es c.l. de { V4, V2 ,...,Vp } © [ V1 V2 ...V, | b | es compatible.

3.3.2 Dependencia e independencia lineal

Un conjunto de vectores {7, 7,...,7,} C R™ es linealmente dependiente (también
llamado “ligado”) si existen unos escalares (A1, A2,...,A,), no todos nulos, tales que

MO+ Xty 4.+ M\pT, =0 [1]
Expresado de otra forma, un conjunto de vectores {¥}, U2, ..., U} es linealmente depen-
diente si la ecuacion vectorial

AU+ AT + ...+ A\pTp = 0 tiene solucién distinta de la trivial.

Una ecuacién como [1], en la que no todos los coeficientes son nulos, se denomina relacién
de dependencia lineal entre los vectores ¥ . . . 7).

Un conjunto es linealmente independiente (también llamado “libre”) si y sélo si no
es linealmente dependiente. Expresado de otra forma, un conjunto {¥,0s,...,7,} es
linealmente independiente si la ecuacién vectorial

AU + AaT2 + ...+ Ayt = 0 tiene tnicamente la solucién trivial.
Decimos que los vectores de un conjunto son linealmente independientes cuando el conjunto

es linealmente independiente, y decimos que los vectores de un conjunto son linealmente
dependientes cuando el conjunto es linealmente dependiente.

Una ecuacion vectorial de la forma: x107 + 2202 + ... + 2 Up = 0 tiene la misma solucién
que el SL cuya matriz ampliada es [ ©] U ... 7, | 0]. El conjunto de vectores es libre si el
SL homogéneo es comp. det. (rango de la matriz [ ¥} 5 ... U] = p ) y ligado si el SL
homogéneo es comp. indeterminado (rango de la matriz [ 7; vo ... T, < p).

Algunos resultados sobre dependencia e independencia lineal

Obtencion de subconjuntos l.i. a partir de un conjunto l.d.

e En los conjuntos l.d. los vectores que hacen el SL indeterminado son los corres-
pondientes a columnas no pivotales. Si las eliminaramos dejando sélo las columnas
pivotales el SL pasaria a ser determinado, y los vectores originales de esas columnas
formarian un subconjunto L.i.

¢ El maximo nimero de vectores linealmente independientes dentro del conjunto {7, v, ..., Uy}
esigual al rg[ U1 ¥y ...T), |, es decir al niimero de columnas pivotales de [ U} ¥ ... T), |.

Otras propiedades

Teorema 3.1 Si un conjunto S = {¥,...,0,} contiene el vector 0, entonces el conjunto
es linealmente dependiente.

Demostracién: Supongamos que el vector nulo es ¥, entonces,
191 + 0¥ + ... + 093 = 0 y por tanto existe una combinacién lineal nula sin que todos los
coeficientes sean nulos.
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Otra forma de demostrarlo es que si el conjunto incluye el vector 0 el rango de la matriz
cuyas columnas sean los vectores serd menor que el niimero de vectores, pues 0 corresponde
a una columna nula |

Teorema 3.2 Si U # 0, entonces v es un conjunto libre.
Demostracion: cvr=0<c=0 |

Teorema 3.3 Si un conjunto S = {U1,...,7,} es ligado, un conjunto que se forme
anadiendo vectores a éste serd también ligado.

Demostracion:

Como el rango era menor que el numero de vectores, al aniadir un vector el rango seguird
siendo inferior al niimero total de vectores. |

Teorema 3.4 Si un conjunto contiene mds vectores que componentes tiene cada vector,
entonces el conjunto es linealmente dependiente.

Demostraciéon: Llamemos p al nimero de vectores y n al nimero de componentes.
Ademds p > n

La matriz [/ U5 . . . Up] es una matriz n x p. Como n < p, el rango serd como maximo n < p,
luego el conjunto es ligado. |

Teorema 3.5 Si un conjunto S = {¥1,...,0,} es linealmente independiente, todo subcon-
junto de éste es también linealmente independiente.

Demostracién: Hay tantas columnas pivotales como vectores, y si reducimos un
vector reducimos una columna pivotal. |

Teorema 3.6 Si un conjunto S = {v1,...,0,} es libre, mientras que el conjunto que se
obtiene anadiéndole un vector U411 es ya ligado, entonces Upy1 se puede expresar como
combinacion lineal del resto.

Demostracién: Consideremos el sistema lineal con matriz ampliada [ ... U | Upt1 .
El rango de la matriz de coeficientes es p, pues los p vectores son l.i., y el rango de la matriz
ampliada es p, puesto que el sistema pasa a ser ligado, luego el vector 41 no produce
columna pivotal adicional. Por tanto el sistema es compatible, y el vector de la tltima
columna es c.l. de los anteriores. |

Teorema 3.7 Un conjunto formado por dos vectores es linealmente dependiente si y sélo
st uno de ellos es multiplo del otro.

Ejemplo 3.6 Determina mediante inspeccion si los siguientes conjuntos son linealmente
dependientes.

17 127 3] [4 21 107 1 _i _2 1
a | T O] |11 b 3]0 1] e | o] ] gl @& |7
6/ Lo] 5] L8 51 Lo] L8 w!l s 6

El primer conjunto es l.d. porque tiene mds vectores que entradas tienen éstos. El seqgundo
conjunto es l.d. porque contiene el vector nulo. El tercer conjunto es l.i. porque los dos
vectores no son uno miltiplo del otro. El dltimo conjunto es l.i. porque esta formado por
un solo vector y no es el vector nulo.
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Caracterizacién de conjuntos linealmente dependientes

Teorema 3.8 Un conjunto S = {01,...,0,} de dos o mds vectores es linealmente de-
pendiente si al menos uno de los vectores de S es una combinacion lineal del resto y
reciprocamente.

Demostracién:

“=" Si el conjunto es 1.d., entonces existe una relacion de dependencia lineal. FEn la
relaciéon de dependencia lineal podré despejar al menos un vector.
“e" Si U = 101 + coll, entonces iU + coth — U3 = 0, y ya tenemos una relaciéon de
dependencia lineal, y por tanto el conjunto es ligado.

|
En un conjunto ligado los vectores de las columnas no pivotales se pueden
expresar como c.l. de los vectores de las columnas pivotales. En efecto, colocando
una columna no pivotal en el segundo miembro, tendriamos que matriz de coeficientes
(con sélo columnas pivotales) y matriz ampliada tendrian el mismo rango, luego el SL
seria compatible, y el vector del segundo miembro c.l. de los vectores del primer miembro.

El teorema anterior no nos dice que todo vector de un conjunto linealmente dependiente
pueda expresarse como combinacion lineal del resto.

Ejemplo: {(1,0,0),(0,1,0),(2,2,0),(0,0,1)}

El conjunto es linealmente dependiente:
2(1,0,0) +2(0,1,0) — 1(2,2,0) + 0(0,0,1) = (0,0,0)
(2,2,0) puede expresarse como combinacién lineal del resto:
(2,2,0) =2(1,0,0) + 2(0,1,0)
pero (0,0, 1) no puede expresarse como combinacién lineal del resto.

Ejemplo 3.7 Determinar si los vectores (1,0),(0,1) y (3,1) forman un conjunto libre o
lrgado.

Observamos que (3,1) = 3(1,0) + (0,1) por tanto concluimos directamente que el conjunto
es ligado.

También podemos ver que existe c.l. nula sin que los coeficientes sean todos nulos, sin
mds que colocar todos los vectores en el mismo lado de la igualdad:

3(170) + (Oa 1) - (37 1) = (07 0)
Los coeficientes son 3,1,—1, por tanto no todos nulos.

Ejemplo 3.8 Demostrar que los vectores (1,2), (3,1) forman un conjunto libre.

Tenemos que demostrar que la ec. x1U1 + xoUs = 0 tiene sélo solucion trivial, es decir el
SL es comp. det.

. [1 30
A‘{210}

|A| # 0 por tanto comp. det.

Ejemplo 3.9 Demostrar que los vectores (1,2,3), (4,5,6) forman un conjunto libre.
Tenemos que demostrar que la ec. x1U1 + xoth = 0 tiene sélo solucion trivial, es decir que
el SL es comp. det.
1 4 |0 1 4 |0 1 4 |0
A*=12 5 0]~[0 -3 |0 ~[0 -3 \0}
0 0 |0

3.6 |0 0 —6 |0
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rgA = 2 = numero de incdgnitas, por tanto comp. det. Los inicos coeficientes que
permiten obtener la c.l. 0 son 0,0

Ejemplo 3.10 Comprueba que el conjunto S de vectores de R? es linealmente dependi-
ente. Encuentra una relacion de dependencia lineal entre los vectores U1, Uy y U3, y obtén
un subconjunto de S con el mdzrimo niumero posible de vectores linealmente independientes.

1 4 2
S={v, v, U3} conth = |2, Uo=1|5|, vg=|1
3 6 0

Tenemos que ver si existe solucion no trivial de la ecuacion:

17 4 2 0 T + 4xo + 223 [0
1|2 +ax2 |5 +23|1]| =10 2] 21 + 522 +23 | = |0
3] 6 0 0 3z + 629 L0
Tomemos la matriz ampliada del sistema y resolvamoslo por eliminacion gaussiana:
(1 4 2 |0 1 4 2 10 1 4 2 107 1 4 2 10
A*=|2 5 1 |0|~|0O -3 =3 |0~ |0 =3 =3 |O|~]0O 1 1 10
13 6 0 |0 0 -6 —6 |0 0 0 0 |0l 0 O 0 |0
U1 Up Us

El SL es comp. indeterminado. Por tanto v, Vs, U3 son linealmente dependientes.

Para encontrar una relacion de dependencia lineal, resolvemos el sistema, tomando x1 y
To como incognitas principales y x3 como pardametro libre, obteniendo:

o = —I3
1 = —4r9 — 223 = 4r3 — 213 = 273
T, = 2x3
Por tanto: { r9 = —x3
I3 = X3

Una solucion no nula posible es (2,—1,1) y la relacion de dependencia lineal correspon-

diente es (ver [2]): |20y — Ta + T3 =0|.

Por ser el sistema indeterminado hay infinitas relaciones de dependencia lineal posibles.
Otra seria por ejemplo: 4y — 20U + 203 =0

De la relacion encuadrada deducimos que en este ejemplo cualquier vector puede expresarse
como c.l. de los otros dos. La razém es que en la relacion de dependencia lineal todos los
vectores aparecen multiplicados por niumeros distintos de cero, y por tanto podemos despejar
cualquiera de ellos.

Se puede comprobar que eliminando cualquiera de los tres vectores se obtiene un subcon-
Jjunto independiente.

o {U,Ua}: Ver las dos columnas pivotales en la eliminacion gaussiana realizada. Con
dos columnas pivotales y 2 incognitas el sist. es comp. det.

o {U,U3}: Si hubiésemos eliminado Ua, el tercer vector formaria columna pivotal.

o {U2,7Us}: Sabemos que este conjunto es l.i. porque un vector no es maltiplo del otro.
Para que U3 = avy, o = 2 para la primera componente y o = 5 para la sequnda, luego
no existe o que cumpla la ec. vectorial. Para demostrarlo con el sistema homogéneo:

2 4 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0

1 5 0] [1 5 0] ~ {0 3 O] ~ {0 3 0] es comp. det.

0 6 0]L0 6 O 0 6 0 0 0 O

A* =
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3.3.3 Sistema de generadores

Definicién 3.3 Un conjunto de vectores S = {¥1,0a,...0,} de R™ es un sistema de
generadores de R"™, si VU € R"™, U se puede expresar como combinacion lineal de los
vectores de S, es decir, existen A\, A2,... A\p € R/ MU + Aol + ...+ A\, =0 [1]

Expresado de otra forma: S = {0,%,,...0,} es s.g. de R" si V ¥ € R" el sistema lineal
[ Ua ... U, | U] es compatible.

Teorema 3.9 Sea un conjunto de vectores S = {U1,v2,...7,} que es un sistema de ge-
neradores de R"™. Entonces existe un subconjunto de S linealmente independiente y con
nidmero de vectores igual al rango de [ U1 Uy ... U, | que también genera R™.

Demostracion:

e Si el conjunto inicial es linealmente independiente, entonces el subconjunto Li. es el
propio conjunto inicial y el niimero de vectores Li. es p.

e Si el conjunto es l.d., entonces al menos un vector serd combinacion lineal del resto.
Supongamos que v sea c.l. del resto.
U1 = coUs + c3U3 + ... + CpUp
Sustituyendo ¥ en [1] obtenemos:

U= )\1(02172 +e3U3+...+ Cp'Up) + XU+ ...+ )\pﬁp = (/\102 + /\2)172 + ()\103 + /\3)173 +
oot (Alcp + )\p)Up

Por tanto {vb,...,7,} sigue generando R".

Hemos eliminado ¢7. Procediendo de este modo irfamos eliminando vectores hasta

que todos los vectores finales fueran linealmente independientes entre si . Asi
quedaria demostrado que el subconjunto 1. i. también genera IR™. El nimero
de vectores eliminados es p - g [U) U2 ... Tp).

[ |

Comentario: Tendremos dos tipos posibles de sistemas generadores S de R™: Si S es Li.
la expresién de v € R™ como c.l. de los vectores de S serd unica (los coeficientes serdan
unicos), si S es 1.d. ¥ se podra expresar de infinitas maneras como combinacién lineal de
los vectores. El teorema anterior permite extraer de un S.G.L.D. un S.G.L.I.. Ventaja:
minimo ntmero de vectores generadores y expresion de la c.l. tnica.

Ejemplo 3.11 Sea C = { (1,0,0), (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1) } un conjunto de vectores
generador de R3. Obtén un subconjunto C' de C que sea linealmente independiente y
sistema de generadores de R>.

En efecto el conjunto C es sistema de generadores de R® ya que el sistema
110 0 |z

0 1 1 0 |y| escompatible para cualquier (z,y,z) € R3
000 1 |z

rg[U1 Ua U3 U4] = 3 por tanto se ha de eliminar un vector para obtener un subconjunto l.i.
que sea a su vez sistema generador.

Eliminando U3 tendriamos un subconjunto linealmente independiente (rango igual a nimero
de vectores, 8) y generador de R2, pues el correspondiente sistema es compatible (rgA =
rgA* = 3). Luego una solucion posible es C' = { ¥y, Ua, Uy }
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Alternativamente, podriamos haber eliminado vo, queddndonos con el subconjunto C' =
{ @y, U3, U4 } que es linealmente independiente y generador de IR3.

No seria vdlido eliminar Uy, pues en este caso sélo podriamos generar vectores de la forma
(z,9,0). Si z#0 el sistema seria incompatible (rgA=2 y rgA*=3).

Podemos demostrar que si es posible eliminar U7 y quedarnos con el subconjunto C' =
{ o2, U3, U }.

100 |z 100 |z
110 |Jy|~|0 1 0 |y—=x
0 0 1 |z 001 |z

En efecto el subconjunto es linealmente independiente (rango igual a nimero de vectores,
3) y generador de R3, pues el correspondiente sistema es compatible (rgA = rgA* = 3)

3.3.4 Base

Un espacio vectorial contiene tipicamente un ntumero infinito de vectores, pero muchos
problemas relativos a espacios vectoriales se pueden analizar trabajando con un nimero
finito de vectores que generan el espacio vectorial. Los espacios vectoriales con un ntimero
finito de generadores se denominan espacios vectoriales de dimension finita. Hemos de-
ducido en el teorema anterior que el conjunto minimo de vectores generadores de IR" sera
un conjunto linealmente independiente.

Definicion 3.4 Un conjunto de vectores de IR"™ es base de R™ si el conjunto es sistema
de generadores de R"™ y linealmente independiente.

Teorema 3.10 Dada una matriz A, en R e inversible, las columnas de A son base de
R".
Demostracion:

A, inversible = rgA = n = sus columnas son linealmente independientes.

A, inversible = rgA=n = AZ¥ = b tiene solucién Vb € R" (rgA=rgA*=n), y por tanto
las columnas de A son sistema de generadores de R". |

Base canénica de R"

Un ejemplo de matriz asi es la matriz I, en IR, cuyas columnas se denotan como €1, €s,

o En.
1 0 0
. 0 . 1 . 0
€1 =1 . y €2 = | . 5 y €n = | .
0 0 1

Al conjunto {é1, é,...é,} se le denomina base estdndar o canénica de R".

{(1,0), (0,1)} es la base canénica de R?
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es la base canénica de R>

Teorema 3.11 Toda base de R"™ tiene exactamente n vectores.

Demostracién: Sea S = {#,0a,... %, } base de R"™.
Por ser el conjunto linealmente independiente r < n.

Supongamos r < n, por ejemplo r = n — 1, y consideremos el SL de matriz de coeficientes
A=1[0, Vo ... Up_1]. EISL [ A| b] tendrd la misma solucién que el mismo sistema
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en la forma escalonada reducida [ U | b ]. Como los n — 1 vectores son linealmente
independientes, por ser base, la matriz U tendra la formg:

[6?1 6?2_.).. é'n_l} :>[U| b/]:[gl 6?2 €n—1\ b,]
Tomando ¥ = €, tendremos que el vector de términos independientes no es combinacién
lineal del resto, y por tanto el sistema es incompatible. Ese V= €, correspondera a cierto
b e R"™, que no podréa ser generado por el conjunto { ¥; ¥ ... ¥, }. Llegarfamos a
ejemplos de sistemas incompatibles siempre que r < n y por tanto r = n. |

Definicién 3.5 La dimension del espacio vectorial R™, denotada como dimIR"™, es el
numero de vectores de cualquiera de sus bases.

De acuerdo con el teorema anterior su valor es n.

Reduccién de un conjunto s.g. para formar una base

De un conjunto s.g. se puede formar una base eliminando los vectores correspondientes a
las columnas no pivotales, pues el subconjunto obtenido es li. y s.g. (Teorema 3.9).

Ampliacién de un subconjunto l.i. para formar una base

Teorema 3.12 Dado un subconjunto S de R"™ l.i. y formado por p vectores, existen n—p
vectores tales que el conjunto {U1,Va,...Up, Upy1...0Un} es base de R™.

Otras propiedades

Teorema 3.13 Para que un conjunto libre S sea base de IR™, basta con que anadiéndole
cualquier vector de R"™ el conjunto pase de libre a ligado.

Demostracién: Si anadido un vector, el sistema pasa de libre a ligado, significa
que ese vector es combinacién lineal de los vectores de S. Luego como todo vector es c.l.
de los vectores de S, S es sistema de generadores, y como ademads es libre serd base. Es
obvio que S es sistema de generadores de los vectores incluidos en el propio conjunto. H

Teorema 3.14 o Teorema de la base. Cualquier subconjunto de vectores de R™ li-
nealmente independiente y con un numero de vectores igual a n es automdticamente una
base de R™. Asimismo, cualquier subconjunto de vectores de IR™ que sea sistema de
generadores y con n vectores es automdticamente base de H.

3.3.5 Coordenadas de un vector relativas a una base

La razén principal de elegir una base de un espacio vectorial en lugar de un sistema de
generadores es que cada elemento ¥ puede escribirse de una sola manera como combinacién
lineal de los elementos de la base.

Teorema 3.15 Sea B = {b1,...,b,} una base de R", entonces V& € R", & se puede
escribir de forma iunica como combinacion lineal de los vectores de la base.

Demostracién: Supongamos que & € IR" pueda ser expresado de dos maneras:
T=cibi+...+cpby, y Z=dibi+...+dpb,
restando ambas ecuaciones:

0= (c1—di)by + ...+ (cn — dp)by

y como bi,...,b, son linealmente independientes, por ser base, los coeficientes en la
ecuacién anterior son todos nulos, es decir,

c1—dy =0, ..., ¢, —d, =0, es decir,
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cj = dj para 1 < j < n, y por tanto las dos representaciones son iguales. |

Otra forma de verlo: | by ... l_;n | Z] es compatible determinado, compatible porque los l_);
forman un subconjunto s.g. y determinado por ser un subconjunto L.i.

Definicién 3.6 Sea B = {51, - ,gn} una base de R™. Para cada T € R", las coorde-
nadas de ¥ relativas a la base B son los coeficientes o pesos ci,ca,...cy,, tales que
T=c1b1 + ...+ by,

C1
Al vector | : | sele denomina vector de coordenadas de ¥ respecto a B, y se denota
c
i " c1
como [Z]p
[Z]p =
Cn
X1
En la notaciéon & = | : |, sin referirnos a una base dada, x; son las coordenadas de &
Ln

relativas a la base canénica de R".

Z como vector del espacio vectorial R™ tiene n coordenadas.

3.3.6 Matriz de cambio de base/coordenadas en un espacio vectorial

En esta seccion veremos como un cambio de base en un espacio vectorial se puede escribir
como una operacién producto matriz-vector, con P X wectorl = vector2, siendo vectorl
y vector2 las coordenadas en cada base, y P la matriz de cambio de base. Deduciremos
la expresién general tomando como ejemplo el espacio R>.

Sea Z € R? y dos bases B = {51,52,53} y B’ = {5;1,5;2,573}
Podemos escribir:

T = 1161 + 2oby + 23b3 a?’:x’ll)71+x’2()72+xgl?3
Igualando las expresiones anteriores:

2101 4 moby + w3by = 2\ b1 + ThVy + ahbls  [1]

Expresando los vectores de la \ primera base respecto de la segunda:
bl = allb + a21b 2 + CL3lb'
b2 = (112b 1+ a22b 2 + a32b’
b3 = ai3b/y + axslls + azsbls

Sustituyendo los b; en la ecuacién [1]

21b) + zoby + 56353 = »Tlallb |+ z1a91 Vs + z1a310'3 +
Loa1oby + oagbls + 36261325 5 4 w3a13b1 4 1agsbly + $1a33b’ =
($1a11 + xoaio + :Cgalg) b/ + (331(121 + L2022 + xgagg) b 2 +

(z1as1 + 2a32 + w3ass) Vs = xb/1 + ahbls + ahbs
/
T = T1a11 + T2012 + 23013 a1l  a12 Q13
/ — —
xh = T1a91 + Taa22 + w3023 2] [Z]p = | a1 a2 a3 | [Z]B
/
T3 = x1031 + 2032 + T3a033 asy az2 ass

ain a2 a3
[@]lp =P [Z]p [3] , con P= |as az as
asz;y as2 ass
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P=[b]p [ba]pr [bs]pr ]

P es la matriz cuadrada 3 x 3 tal que la columna j corresponde a las coordenadas de I;j
respecto de la base B’.

Llamamos a P matriz de cambio de coordenadas de la base B a la base B’. La
multiplicacién por la izda. por P transforma el vector de coordenadas [¥]p en [Z]p:.

P es inversible (el SL [2] es comp. det. ya que las coorden. respecto a cada base son
tinicas). Multiplicando [3] por P~! por la izquierda, obtenemos:

P [dly = s

P~ es la matriz que transforma las coordenadas relativas a la base B’ en las coordenadas
relativas a la base B. Las columnas de P son las coordenadas de los vectores de la base
B’ respecto de la base B.

Ejemplo 3.12 Consideremos el espacio R3, la base estindar {é1, €, &3} y una base B =
{b1,ba,b3}. Obtén las matrices de cambio de base entre la base B y la estindar.

T = PB[f]B, con PB = [ 51 52 53 ]
La matriz Pg corresponde a la transformacion de la base B a la base candnica.
Pyl =[ip

Pgl tiene como columnas las coordenadas de €1, €5 y €3 respecto de la base B.
> o - 2 - -1
Ejemplo 3.13 . Sea B = {b1, by} una base de R?, con by = [1] y by = { 1} Encuen-

tra las coordenadas de ¥ = [(ﬂ respecto de la base B. Obtén las matrices de cambio de

base de B a la estandar y de la estandar a B.

Las coordenadas c¢1 y co verifican: c1 [ﬂ + co {_H = [ﬂ
2 —1][c1] T[4 by by &
1 1_ Co - 5

bl b2 [f] B T

{2—14' {2—1 4} [2—14} [206] {103}
|7 lo =3 -6 0 1 2 0 1 2

La solucion del sistema es [@]B = [21} = [3}
2

Comprobacidén: ¥ = 351 —}-252 =3 [ﬂ 19 {_H — [g]

4 R ) . ,
5 son las coordenadas de T relativas a la base estindar de R? o coordenadas estdndar

v [a)=4[o] +o1]

Pg = ﬁ _H es la matriz tal que PglZlp =17
o [1/3 1/3 L 41 I3
Q=Pg = {1/3 2/3 Q7 = [Z]p, se puede comprobar que Q 51 = |9

(1/3,—1/3) son las coord. de & respecto de {b1,by} y (1/3,2/3) las coord. de & respecto
de {bl, bz}.
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3.4 Subespacios vectoriales de IR"

3.4.1 Defininicién

Definicion 3.7 Un subespacio de IR"™ sobre R es cualquier subconjunto H de R™ que
cumple las siguientes propiedades:

1)0eH

2)Viu,ve H iu+ve H

3)V @ e H ypara todo N\ € R, \i € H

La definicion establece que un subespacio contiene el elemento neutro de la suma, y que
tanto la suma como el producto por un escalar son cerradas.

Noétese como IR™ es un subespacio de si mismo, pues verifica las tres propiedades. Otro
subespacio de R" es el formado unicamente por el vector nulo, es decir H = {0}. A este
subespacio se le denomina subespacio cero.

Teorema 3.16 Todo subespacio vectorial H de IR™ es a su vez espacio vectorial.

Demostracion:

e Las propiedades de existencia de elemento neutro de la suma, suma cerrada y pro-
ducto por escalar cerrado (3,1 y 6) se deducen de la definicién de subespacio.

e Los vectores de H cumplen las propiedades conmutativa, asociativas, distributivas y
elemento neutro de la multiplicacién (2,4,7,8,9,10), ya que todos los vectores de R"™
las cumplen (IR™ es esp. vec.) y los vectores de H son vectores de R"™.

e H tiene elemento opuesto (5). En efecto si 4 € H, —1@ € H, ya que el producto por

escalar es cerrado, y —1d = —u
]
3.4.2 Subespacio generado
Definicién 3.8 Sea {0, v5,...,0,} un conjunto de vectores del esp. vect. R™. El con-
Junto de todas las combinaciones lineales de U1,va,...,U, se denomina subconjunto de
IR" generado por U1,0s,...,U, y se denota < U1, Vs, ..., Uy >.
Es decir, < v, 2,...,U, > es el conjunto de todos los vectores que se pueden escribir de
la forma
c1U1 + U2 + . .. + ¢, con ci,¢2,...,¢p € R.
Teorema 3.17 Si vy, ¥a, ..., U, pertenecen a R", entonces < Uy,v2,...,U, > €s un
subespacio de R"™.
Demostracién:
° 620171+0172+...+017p
° ﬁ:)\1171+>\2172+...+)\p17p
17:,“1171 +M2172 +... +/-Lp17p
U+ = (A 4 p1)v1 + (Ao + p2)va + ..+ (Ap + pp) U
° GZA151+A2172+...+Ap6p
ci = (C)\1)171 + (C)\Q)UQ + ...+ (C)\p)’t_)'p
]

A partir de ahora al “subconjunto generado” lo denominaremos “subespacio generado”.
Asi < U1, 7, ..., 1), > serd el subespacio generado por los vectores {¥, 02, ..., Up}.
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Descripcién geométrica de < 7> y < @,7 > en el esp. vect. R?

Sea ¥ un vector no nulo de R3. Entonces < @ > es el conjunto de todos los multiplos de
U (se entiende multiplicacién por escalares reales). Visualizamos < ¥ > como el conjunto
de los puntos de la recta de R?® que pasa a través de @ y de 0.

Si @ y U son vectores no nulos de IR3, y ¥ no es multiplo de #, entonces < 4,7 > es el
plano de R? que contiene @, ¥y 0. En particular < @,7 > contiene la recta de R® que
pasa por 0 y @ v la recta a través de 0 y .

Un plano pasando por el origen es un subespacio de IR3.
Una recta pasando por el origen es un subespacio de R>.

Un plano o una recta que no pasen por el origen no son subespacios de R? (no contienen
el vector (0,0,0)).

3.4.3 Ejemplos de subespacios. Ecuaciones paramétricas e implicitas
Ejemplo 3.14 Determina si U = {(x,2x) / € R} es subespacio vectorial de R2.

U es subespacio vectorial puesto que (0,0) € U, la suma es cerrada (z,2z) + (y,2y) =
(x+y,2(x+y)) € U y el producto por escalar es cerrado \(x,2x) = (Az,2\z) € U.

Geométricamente U es la recta en el plano XY que pasa por (0,0) y tiene pendiente 2. La
suma y la multiplicacion por escalar son cerrados, en efecto la suma de dos vectores de la
recta da como resultado un vector de la recta, y la multiplicacion de un vector de la recta
por un escalar da un vector en la misma recta.

Los vectores del conjunto U werifican la ecuacion lineal

y=2x o lo que eslomismo 2x—y=0
Por tanto los vectores ¥ = (z,y) € U, solucion de la ecuacion anterior, tienen la forma
vectorial paramétrica:

Z=a(l,2) con a € R, o lo que es lo mismo:
La ecuacion anterior puede expresarse mediante “las ecuaciones paramétricas” (una ecuacion
=«
y=2«
Yo que la ecuacion lineal carece de término constante, la ecuacion vectorial paramétrica
tampoco tiene término constante y por tanto el conjunto de vectores es un subespacio
generado.

para cada componente) asi: con a € R.
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U=<(1,2)>

El sistema de ecuaciones lineales que verifican los elementos (x,y) de U se llama “conjunto
de ecuaciones implicitas” o “forma implicita” del subespacio.

Ejemplo 3.15 Determina si U = {(x,1) / x € R} es subespacio vectorial de R2.

U estd formado por los vectores de R? con sequnda componente constante e igual a 1.
Geométricamente U es la recta de pendiente 0 que pasa por (0,1).

U no es subespacio pues no contiene el (0,0). Tampoco verifica que la suma y el producto
por un real sea cerrada. Por ejemplo (1,1) +(2,1) = (3,2) ¢ U, 3(1,1) = (3,3) ¢ U. El
incumplimiento de una de las condiciones es suficiente para afirmar que el conjunto no es
subespacio vectorial.

Ejemplo 3.16 Determina si U = {(z,z +3) / € R} es subespacio vectorial de R2.

U no es subespacio porque no contiene el (0,0).

Ejemplo 3.17 Determina si U = {(z,y,0) / z,y € R} es subespacio vectorial de R3.

U estd formado por los vectores de R? en el plano XY (con la componente z = 0).

(0,0,0) € U
(2,9,0) + (2',4,0) = (z + 2’y +4/,0) € U
AMz,y,0) = (Ax,\y,0) e U

U es subespacio vectorial de R>

Forma implicita: 2z =10
Forma vectorial paramétrica:  (x,y,0) =z (1,0,0) +y (0,1,0) / z,y € R

Como sub_espacio generado: U =< (1,0,0),(0,1,0) >
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Ejemplo 3.18 En R* di cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales
sobre R.

A :{ (31’1,1‘2,%’2 +$4,$4) / x; € ]R}
B:{ (xl,xg,x3,1:4) / .’L‘l'xgzoyl‘i E]R}

Conjunto A (vectores de R* en los que la 3% componente es suma de la 2% y 4%)
(0,0,0,0) € A. Se demuestra sin mds que tomar r1 = x9 = x4 =0

= (3z1, w2, 22 + T4, 24) € A con tal de que x1,x2,24 € R

= (3y1,Y2,Y2 + ya,y4) € A con tal de que y1,y2,y4 € R

+y = (321, w2, T2+ T4, T4) + (3Y1, Y2, Y2+ Y4, Ya) = (31 +3y1, T2 +y2, To+ 24 +y2+ys, T4+
ys) = (3(@1+y1), va+y2, (T2 +y2) +(Ta+ya), Ta+ys) € A pues x1+y1, T2+y2, va+ys € R
y la 3% componente es suma de la 2% y 4¢

T = (3x1,x9, 29 + x4,24) € A con tal de que x1,x2,74 € R AeR
AT = N(3x1, 22, Tat24, 24) = (A321, Aw2, AN(22+24), Axg) = (3(Ax1), AT2, Ao+ ALy, ATy) €
A pues \x1, A\xo, Axg € R y la 3% componente es suma de la 2% y 4%

Conjunto B (vectores de R* en los que el producto de la 1* y 2* componente es nulo)

(0,0,0,0) € B. Se demuestra sin mdas que tomar x1 = x9 = x3 = x4 = 0. En efecto se
cumple x1 -5 =0-0=0

T = (x1,m2,23,24) € B con tal de que x1,x9, 23,24 € R yx1-29 =10
¥ = (y1,Y2,¥3,94) € B con tal de que y1,y2,93,y4 €ER yy1-y2 =0

Consideremos la suma T +
T+ 4= (v1+y1, 72 + Y2, T3 + Y3, T4 + Ya4)
x1 +y1, 22 + Y2, 23 + Y3, x4 + y4 € R. Veremos si se cumple (1 4+ y1) - (x2 +y2) =0
(x1+y1) - (xo+ye)=a1-22o4+21 Y2+ y1-Ta+ Y1 Y2 =21 Y2+ Y1 - T2
Esta suma no tiene por que ser igual a 0. Lo vemos en el siguiente “contraejemplo”:
(1,0,0,0) + (0,1,0,0) = (1,1,0,0)
(1,0,0,0) € B, (0,1,0,0) € B pero (1,1,0,0) ¢ B

Como encontramos dos vectores de B cuya suma no pertenece a B podemos concluir que
B no es subespacio.

Ejemplo 3.19 Obtener las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio vectorial
de R® S =< (1,-2,-5),(2,5,6) >

T 1 2
T = [y] =a|-2|+0|5| /a,BeR eslaecuacion vectorial paramétrica
z -5 6

Vemos que tiene la misma forma que la de la resolucion de SLs homogéneos.

1 2
~10 9
0 0 |

La ecuacion implicita del subespacio vectorial < dy,ds > es 13z — 16y + 92 =10

T EeE<d,dey> < [d da | X] es compatible.
Denotando @ = (x,y, 2), el sistema a resolver es el siguiente:
1 2 |= 1 2 |z 1 2 |z
-2 5 |yl~0 9 |22+4+y|~|0 9 | 22 +y
-5 6 |z 0 16 |5x+z 0 0 |(bz+z2)—2@2z+y)
El SL es compatible & 13x — 16y + 92 =10
Por tanto < (1,-2,-5),(2,5,6) >= {(x,y,2) € R3/ 13z — 16y + 92 = 0}

Obsérvese como la ecuacion implicita es una E.L. homogénea.

| ©
| 22 +y

13x—16y+9z

9




CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 86

Ejemplo 3.20 Obtener las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio vectorial
de R® S =< (1,-2,-5) >

1
f:a[—2] / aeR
-5

< (1,—-2,-5) > es la recta que pasa por (0,0,0) y (1,—2,—5).

=«
FEcuaciones paramétricas: {y =20 /aelR
z = —bua

Eliminando el pardmetro a en las ec. anteriores obtenemos las ec. implicitas:

y=—2

z = —bx
También podriamos haber obtenido las ecuaciones impliticas por el método directo, re-
solviendo el SL:

1 |z 1 | =
-2 |y|~|0 |2z+4+y

-5 |z 0 |bz+=z

y+2x=0

El SL es compatible < { SO

y+2x=0

Por tanto < (1,—2,-5) >={ (z,y,2) € IR3/ {z +5r=0

}

La _ecuaciones implicitas o forma implicita del subespacio vectorial < @ > son/es:
{ y=—2x
z = —dT
Ejemplo 3.21 Obtener las ecuaciones paramétricas e implicitas del subespacio vectorial
de R® S =< (1,-2,-5),(2,5,6),(1,0,1) >

1 2 1
T=a|-2|+8|5|+7|0| /o,fB,7eR
-5 6 1

T €< dy,dy,ds > <& [dy dx ds | & ] es compatible. Denotando ¥ = (z,y,2), el sistema
a resolver es el siguiente:

1 21 |z 1 21 |z 1 2 1 E:
2 5 0 |y|~|0 9 2 [2z4+y|[~|0 9 2 [22+y
-5 6 1 |z 0 16 6 |52+z 0 0 % | 1z=loutoe

El SL es compatible V(x,y, z) € R3

Por tanto < (1,-2,-5),(2,5,6),(1,0,1) > = R?® = {(z,y,2)/z,y,2 € R}

Este subespacio coincide con R>. Tenemos tres pardmetros libres (las tres incdgnitas, que
son las tres componentes) y ninguna ecuacion implicita, pues no hay ninguna restriccion
que imponer.



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 87

3.4.4 Sistema generador, base y dimension de un subespacio

Las definiciones de sistema generador, base y dimension del espacio vectorial R se aplican
de la siguiente forma a un subespacio H de R":

e Un conjunto de vectores S = {1, 0s,...,0,} del subespacio vectorial H de R" es
un sistema de generadores de H, si Vi € H, U se puede expresar como combinacion
lineal de los vectores de S.

e Un conjunto de vectores S = {1,702, ...,0,} del subespacio vectorial H de R" es
base de H si es l.i. y s.g. de H. La dimensién del subespacio vectorial H, que se
denota como dimH, es el nimero de vectores de cualquier base de H, y dimH < n.
dimH =n < H=1R".

e Un subconjunto de H l.i. tendra como maximo dimH vectores y un subconjunto de
H s.g. de H tendra como minimo dimH vectores.

e La dimensién del subespacio {6} se define como cero. (El subespacio cero carece de
base porque el vector nulo forma un conjunto linealmente dependiente).

e De un sistema generador de H se puede obtener un subconjunto l.i. que sigue siendo
sistema generador de H (eliminando las columnas no pivotales). Expresado de otra
forma, a partir de un s.g. de H se puede obtener una base de H sin mas que eliminar
los vectores 1.d.

e Dado un subespacio H de dimensién d y un subconjunto S de H l.i. y formado por
p vectores, existen d — p vectores tales que el conjunto {¥', Vs, ... Up, Upt1,...,U4} €s
base de H.

e Cualquier subconjunto de vectores de H linealmente independiente y con un niimero
de vectores igual a dimH es autométicamente una base de H. Asimismo, cualquier
subconjunto de vectores de H que sea sistema de generadores de H y con un niimero
de vectores igual a dimH es automaticamente base de H.

e Todo subespacio H de R™ admite base.

e La transformacién de coordenadas de la base B del subespacio vectorial H, a la base
B’ de H, viene dada por la ecuacién: [Z]p = P [Z]g, con P = [ [bi]p [b2]p ... [bplp ],
siendo p = dimH. ATENCION: Z tiene n coordenadas candnicas como elemento de

R"™ y p coordenadas como elemento de H.

e La dimension de H es igual al minimo nimero de pardmetros que requiere la ex-
presion paramétrica de un vector genérico de H.

e El nimero de ecuaciones implicitas independientes del sub. vect. H es igual a n -
dim H.

Ejemplos:

Un plano que contenga el 0 en R® es un subespacio de dimensién 2 (2-dimensional) de
IR3, y una recta conteniendo el 0 es un subespacio de dimensién 1 (1-dimensional) de R3.

<(1,0,0),(0,1,0) >= H es sub. vec. de R? y se identifica geométricamente con el plano
XY del espacio tridimensional. El conjunto {(1,0,0),(0,1,0)} es base de H, pero no es
una base candnica, pues las bases candnicas sélo estdn definidas para los espacios IR"™, no
para los subespacios de éstos con dimensiéon menor que n.
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Ejemplo 3.22 Considera el subespacio H = {(x,y,2) € R3/z = 0} (es el plano XY ).
a) Determina si los siguientes subconjuntos de H son sistemas generadores de H y en caso
afirmativo expresa (7,6,0) € H como combinacion lineal de los vectores de esos conjuntos.
S ={(1,1,0)}, S ={(1,0,0),(0,1,0)}, S3 = {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}.

b) & Es alguno de los conjuntos base de H?. Determina respecto al conjunto que sea base,
las coordenadas de (7,6,0).

a)

e S; ={(1,1,0)} no es s.g. de H. Sélo genera los vectores de H que cumplen la
ecuacion adicional x = y.

(1 |z 1 | =z
Loy~ |0 [y—=
L0 |0 0 | 0

)
)

(7,6,0) = 7(1,0,0) +6(0,1,0)

Es la dnica forma posible de expresar (7,6,0) como c.l. de los vectores de Ss.

e S3=1{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} S7es s.g. de H.
10 1 \x]

01 1 |y
000 |0

Por ejemplo (7,6,0) = 7(1,0,0) 4+ 6(0,1,0) +0(1,1,0) ¢
(7,6,0) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 6(1,1,0) ¢
(7,6,0) = 5(1,0,0) + 4(0,1,0) + 2(1,1,0) , etc

Ezisten infinitas formas de expresar (7,6,0) como c.l. de los vectores de S3, ya que
el sistema lineal es compatible indeterminado.

b) Sy es base. Formas de verlo:

e FEs s.g. y conjunto Li. (un vector no es maltiplo de otro).

e La dimensién de H es 2, porque la del espacio principal R® es 8 y H estd definido
por una ecuacion implicita. Por tanto con tener dos vectores l.i. en H o dos vectores
que generen H ya tenemos garantizado que esos dos vectores son base.

Planteando la c.l. (7,6,0) = ¢1(1,0,0) + ¢2(0,1,0), los escalares ¢y y ca, Unicos, son las
coordenadas de T respecto a la base Ss.

[(7,6,0)]s, = [Z} son las coordenadas de (7,6,0) relativas a la base Ss.

OBSERVACION: Dado 7 € H, como vector del espacio vectorial IR® tiene 3 coorde-
nadas, pero como elemento del subespacio vectorial H el niimero de coordenadas serd igual
a la dimension de H. S es un s.g. de H y es l.i., por tanto la dimensién de H es 2. El
numero de coordenadas de los vectores de H respecto de una base de H es de 2.
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3 -1 3
Ejemplo 3.23 Sean v = [6 Uy = 0|,7= [12 y B = {t, 02} base de H =<
2 1 7

U1, Uy >.
a) Determina si & € H, y en caso afirmativo encuentra las coordenadas de & relativas a
B.

b) Obtén la/las ecuaciones implicitas del sub. vec. H y a partir de éstas una nueva base
B’ de H.
¢) Si ¥ € H, calcula sus coordenadas respecto de la nueva base B'.

Solucion

e ¥ € H sila ecuacion vectorial civ + coUs = & es compatible. En caso afirmativo,
los escalares c1 y co serian las coordenadas de & respecto a la base B.

3 -1 3
c1 |6 +c| O] =112
2 1 7
3 -1 | 3 6 0 |12 1 0 |2 1 0 | 2
A =16 0o |12 ~|3 -1 | 3|~1]3 -1 |3|~]|0 -1 | -3
2 1 |7 2 1 |7 2 1 |7 0 1 | 3
10 |2
~ |0 1 |3]| escompatible, conci=2yco=3,
0 0 |0

[Z]p = [iﬂ son las coordenadas de T relativas a la base B.

Si hubiéramos planteado la matriz ampliada [ Vo U1 | &) la eliminacion gaussiana
seria mds facil pues la primera columna es (—1,0,1), pero habrd que acordarse al
despejar que en la primera columna tengo la incognita co y en la sequnda la c1.

Al dar las coordenadas hay que dar los valores ordenadados como en la base: sila

base viene ordenada {1, v}, las coordenadas estardn ordenadas cy, ca.

Comentario sobre las coordenadas de ¥ respecto de la base B de H y
respecto de la base canénica de R?3:

3 3
= {12] € H; {12] = 20 + 30y con {V1, 2} base de H
7 7

3 3 -1
{12] =26 +3 0]
7 2 1
3 3
= {12] e R? 12 | = 3¢é1 + 12¢€; + 7é3 con {€1, €2, €3} base de R?
7 L7
M3 1 0 1
12| =30 4+12 1| +7]|0
L7 ] 0 0 1

Las componentes de T (3,12,7) son sus coordenadas respecto a la base estdndar de
R3, también denominadas coordenadas estindar.
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e Planteamos que un vector genérico (x,y, z) esté generado por la base.

-1 3 |z -1 3 |z -1 3 | =
06 |y|~| 06 |y |~| 06 | vy
1 2 |z 0 5 |z4=x 0 0 ]%—i—z—kx

Ec. implicita: —5y + 6z + 6x = 0 o por ejemplo z = %y — .
Ejemplo de base B' = {(1,0,—1),(0,6,5)}
El conjunto es Li. pues para tener la c.l. nula (0,0,0) hace falta:

que el primer coeficiente sea cero para que la 1a componente sea cero
y que el seqgundo coeficiente sea cero para que la 2a componente sea cero

1 0 |3 1 0 |3 10 | 3
e | 0 6 [12|~| 0 6 |12 0 6 | 12 ~
-1 5 |7 0 5 |10 0 0 | —5/6x12+10=0
61:3,C2:2
715 = (3,2)

3.4.5 Interseccién, suma y suma directa de dos subespacios

Definiciéon 3.9 Sean H y F subespacios de R"™, se define interseccion de H y F ast :
HONF={ueR"/ weH y ueF}

Teorema 3.18 La interseccion de dos subespacios H y F' de R"™ es un subespacio vectorial
de R".

Nota: En el caso de que los subespacios H y F' vengan dados por ecuaciones implicitas,
la ecuacién implicita (o ecuaciones implicitas) del subespacio interseccién serd la unién de
todas ellas, una vez eliminadas aquellas que sean ”combinacién lineal” de otras.

Por otra parte, es obvio que dim(H N F') < dim H y dim(H N F) < dim F.

Ejemplo 3.24 H C R®= {(x,y,2) / 2 =0} =< (1,0,0),(0,1,0) > Plano XY
FCR3={(x,y,2) /] y=0} =< (1,0,0),(0,0,1) > Plano XZ
HOAFcR3={(z,y,2) /y=0, 2=0} =< (1,0,0) > Eje X

Ejemplo 3.25 G CR?®={(z,y,2) /y=0, 2=0} =< (1,0,0) > Eje X
TCcR3={(z,y,2) J2=0, 2=0} =< (0,1,0) > FEje Y
GNT CR®={(z,y,2) /2=0, y=0, z=0} ={(0,0,0)}

Ejemplo 3.26 F C R?® = {(z,y,2) / 2 =0} =< (1,0,0),(0,1,0) > Plano XY
S c R3 =< (a,b,c) > con a,b, c constantes, ¢ # 0 Recta no incluida
en el Plano XY
FNScR3={(0,0,0)}

Definicion 3.10 Sean H y F subespacios de R", se define suma de H y F ast :

Teorema 3.19 La suma de dos subespacios H y F de R™ es un subespacio vectorial de
R"™. En efecto H+ F =< HUF >



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 91

0JO: H+F#HUF

(se puede analizar por ejemplo tomando H : Plano XY y F : Plano Y Z. La suma es R?
pero la unién de H y F no es R>.

Analicemos H + F =< H|JF >: El segundo miembro de la igualdad lo forman todas las
combinaciones lineales que se pueden obtener tomando vectores de H y de F. Sl tomamos
las c.l. que podemos hacer con los vectores hl, hQ, . h de H y los vectores fl, fg, ..

de F, es obvio que cada una de ellas corresponde a la suma de un vector de H con un
vector de F'.

Nota: La unién de las bases de H y F' es sistema generador del subespacio suma. Para
obtener la base eliminariamos los vectores linealmente dependientes.

Es obvio que dim(H + F') > dim H y dim(H + F) > dim F.

Ejemplo 3.27 H CcR3 = {(z,y,2) / =0} =< (1,0,0),(0,1,0) > Plano XY
FCR?={(z,y,2) /| y=0} =< (1,0,0),(0,0,1) > Plano XZ
H+F ={(z,y,0)+ («,0,7) = (z,y,2)} = R?

Es inmediato comprobar que la unién de las bases de F y H genera R3.

1 01 0 =«
EISL |0 1 0 0 y/| esen efecto compatible para todo vector 7 € R3.
0 00 1 =2

Observamos que en este caso el SL es compatible indeterminado, y por tanto (z,y,z) € R3
se podrd expresar de infinitas formas como suma de un vector de F' y un vector de H. Por
ejemplo (1,1,1) = (1,1,0) + (0,0,1) con (1,1,0) € F y (0,0,1) € H

(1,1,1) = (0,1,0) + (1,0,1) con (0,1,0) € F y (1,0,1) € H

Descomposicion @ € R? = iy + iy con @, € H y iy € F no es unica.

En este caso la dimension del espacio suma es menor que la suma de las dimensiones. La
union de la base de F' y la base de H no es un conjunto l.i. ‘ dimFNH =1 ‘

Ejemplo 3.28 G CR3={(z,y,2) /y=0, z=0} =< (1,0,0) > Eje X
TCcR3={(z,y,2) /Jz=0, 2=0} =< (0,1,0) > Eje Y
G+T={(2,0,0)+(0,y,0) = (z,4,0)} = {(z,9,2) / =0}
Plano XY

1 0 =z
Es inmediato comprobar que G + T= Plano XY de R3. En efecto el SL [O 1 y] es
0 0 0
compatible para todo vector (z,y,0) € R3

Observamos ademds que en este caso el SL es compatible determinado, y por tanto (z,y,0)
se expresa de forma tnica como suma de un vector de G y un vector de T (x,0,0) +
(0,y,0). Ndtese que la dimension del espacio suma es igual a la suma de las dimensiones.

La razon es que la union de las bases de G y T es un conjunto l.i. ‘ dimGNT = 0‘.

Ejemplo 3.29 F c R?®={(z,y,2) / 2 =0} =< (1,0,0),(0,1,0) > Plano XY

S Cc R3 =< (a,b,c) > con a,b,c constantes, c # 0 Recta no incluida
en el Plano XY

F+S={(z,9,0)+ (a,b,# 0)A\} = {(z,5,2)} = R3

1 0 a z

0 1 b y] es compatible para todo vector ¥ € R3.

0 0 ¢c#0 =z

En efecto el SL
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SL compatible det., y por tanto (x,y,z) € R? se expresa de forma tnica como suma de
un vector de F' y un vector de S. La dimension del espacio suma es iqual a la suma de
las dimensiones. La union de las bases de F' y S es un conjunto l.i. ‘ dimF (S = 0‘.

Los ejemplos anteriores sugieren la siguiente definicién:

Definicion 3.11 Se dice que la suma H + F es directa si para cada @ € H + F existen
iUy € H, 1y € F tnicos, tales que 4 = 11 + Us. Se denota HEP F.

Otraformadeexpresarlo Slu—u1+uQ—u1+u2, con i1 € H, uleH o € Fy
uQGF entOHCGSU1—u1yU2_u2

Teorema 3.20 Sean H y F dos subespacios vectoriales de R™. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) La suma H + F es directa

2) Si iy + Us :6, con iy € H y iy € F, entonces iy = uls =0

3) El conjunto {i,us} con Uy # 0€H yiy #+ 0 € F es linealmente independiente. Se
dice también que los subespacios H y F' son linealmente independientes.

4) HNF = {0}

Demostracion:

e 1=2 obvia

e 2=1 C’onsideremosﬁ1+ﬁg—zzl+2;2, con i € H, 171 €H,iyeF yJQ € F.
Entonces (i — Jl) + (g — Jg) =0, perteneczenda el pmmer sumando a H y el
segundo a F. Por la propiedad 2) W, — u'y = =0y iy — u o =0, y por tanto @) = u 1
y Uy = u'o, es decir, la suma es directa.

e 2 = 3 Considero la combinacion lineal oiiy + Bida = 0 con el primer vector
perteneciente a H, el sequndo perteneciente a F', y ninguno de ellos nulos. Por
2) esto implica que

aty =0 y Bis =0, y como los vectores no son nulos, entonces o = 3 =0, es decir,
los vectores son linealmente independientes.

e 3 =2 Consideramos @, + @y = 0 con el primer vector perteneciente a H y el
sequndo a F. Ya que los vectores son linealmente independientes la unica c.l. nula
se tiene cuando todos los escalares son nulos o cuando todos los vectores son nulos.
Aqui los escalares son 1 y 1, por tanto @y y U han de ser nulos.

e2=4 SeaniceHyadeF. SigcF, entonces—t€F yi+—ud=0 esla suma
de un vector de H y un vector de F. Por 2), al ser la suma nula cada uno de ellos
es nulo, por tanto @ =0

e 4 =2  Sean dos vectores iy € H y o € F tales que U1 + tia = 0. Reordenando
la ecuacion obtenemos iy = —iia, y por tanto Uy pertenece al espacio interseccion.
Como este subespacio es el subespacio nulo, U1 = Uy = 0.

]

Teorema 3.21 ‘ dim(H@®F) = dimH + dz’mF‘ (Al unir una base de H y una base de F
obtenemos una base de H @ F')

Demostracién: Una base de los vectores de la forma o + 6, es decir, tomando el
vector nulo en F' seria una base de H, By. Una base de los vectores de la forma 0+ i,
es decir, tomando el vector nulo en H seria la base de F', Br. Uniendo las dos bases
generariamos todos los vectores de H + F. Para que las dos bases unidas sean base del
subespacio suma hay que extraer los vectores linealmente dependientes. Pero al ser la



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 93

suma de H y F directa, todo vector de Br es l.i. de todos los vectores de H, por tanto
no tenemos que eliminar ningin vector y B = By |J Br.

La dimensién del subespacio suma es igual al niimero de vectores en la base By mas
el nimero de vectores de la base Bp, por tanto dim(H @ F') = dimH + dimF'. |

Teorema 3.22 ‘dz’m(H +F) + dim (HNF) = dimH + dz’mF‘

Definicion 3.12 Sea H un subespacio vectorial de R"™. Diremos que G es un subespacio
vectorial complementario de H si R" = HP G

Teorema 3.23 Todo subespacio vectorial H de IR™ admite complementario.

Ejemplo 3.30 Determina los subespacios vectoriales de R? A+ B y AN\ B, siendo A y
B los subespacios de R? siguientes:

A={(21,0) /21 €R} eseleje X deR?

B=1{(0,29) /22 € R} eselejeY deR?

A+B:{ (xl,azg) / 1 € R, 2o G]R}
En efecto (z1,x2) = (21,0) + (0,22) con (x1,0) € A y (0,22) € B
Por tanto A+ B = R?

Ejemplo de vector de A+ B = (7,6) = (7,0) + (0, 6)
Ejemplo de vectores de A: (7,0),(—4,0),(1/3,0)
Ejemplo de vectores de B: (0,4),(0,—200.2), (0, —4/7)

ANB ={(0,0)}

3.4.6 Suma directa de p subespacios

Se dice que la suma de los subespacios Vi, Va, ..., V, de R"™ es directa y se escribe
ViV @ ...V, sicualquier vector de dicha suma puede expresarse de una unica
forma como suma de vectores de V1, Va, ... V), esto es, si:

U +ﬁ2++ﬁp =y +u’2+...+u’p con u;, u'; €V, i=1,...,p

= u=u; 1= 1,...,p
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
e La suma es directa
° ﬁl+....+ﬁp:6, con u; € V; = ; zﬁparai: 1,...,p
e Cualquier conjunto {, ..., 4y} con @; € V; u; # 0 (un vector de cada subespacio y

no nulo) es linealmente independiente

Las demostraciones son analogas a las presentadas para la suma directa de dos subespacios.

Observacion: Cuando el niimero de subespacios de la suma es mayor que dos, suma directa
implica interseccién nula, pero no al revés. Por ejemplo las tres rectas generadas por
(1,0,0), (1,1,0) y (1,2,0) en R? tienen interseccién nula y su suma no es directa, ya que
los tres vectores no son linealmente independientes (generan (x,y,0)).

o dimVj + dimVs + ...+ dimV, =dim (Vi @ Vo P... P V})
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3.5 Ejercicios

Dependencia lineal, sistema generador, base v cambio de base en IR"

Ejercicio 3.1 Dados tres vectores v1 = (1,1,0,m), U2 = (3, —1,n,—1), U3 = (=3,5,m, —4).
Hallar m y n de forma que los tres vectores sean linealmente dependientes.

Ejercicio 3.2 Dados tres vectores linealmente independientes {1, s, U3} demostrar que
el sistema de tres vectores {u1 + Uz, U1 +Us, Ua +Us} es también linealmente independiente.

Ejercicio 3.3 Dados {01, 02,7U3} linealmente independientes, comprobar si el conjunto
{01 — Vo, U3 — U1, U2 — U3} es o no linealmente independiente.

Ejercicio 3.4 Sean {iy,s,....,U,} n vectores linealmente independientes.
Probar que los vectores {v1, Vs, ...., Uy} definidos como

7
U=y
k=1
para i = {1,2,...,n} son también linealmente independientes.

Ejercicio 3.5 Demuestra que A tiene rango 2 analizando las relaciones de dependencia
lineal entre sus columnas
17 —28 45 11 39
24 —-37 61 13 50
A=125 -7 32 —-18 -11
31 12 19 —-43 -—-55
42 13 29 -55 —68

Ejercicio 3.6 Considerando el espacio vectorial R*, se pide:

a) Averiguar si los 4 wvectores v1 = (1,0,0,—1), o = (0,1,1,0), v5 = (2,1,1,—-2) y
g4 = (1,—1,—1,—1) son linealmente independientes,

b) Si no lo fueran, encontrar una relacion de dependencia entre ellos.

Ejercicio 3.7 Sean los siguientes vectores de R*: (1,1,0,0), (0,0,1,1), (1,0,0,1) y
(0,1,0,1). Comprobar que forman una base de R* y expresar en ella el vector (2,5, —1,1).

Ejercicio 3.8 Se considera el espacio vectorial R*. Hallar:
i) una base de R* que contenga el vector (1,2,1,1)
ii) una base de R* que contenga a los vectores (1,1,0,2) y (1,—1,2,0)

Ejercicio 3.9 Probar que los vectores (2,1,1), (1,3,1), (=2,1,3) forman una base de R3.
Hallar las coordenadas del vector (1,1,2) en esta base.

Ejercicio 3.10 Extender el sistema (1,1,—1,1), (1,1,0,1), (1,2,1,1) para formar una
base de R*.

Ejercicio 3.11 Sean las siguientes bases de R3: B = {(2,0,0),(0,3,0),(0,0,2)} y B’ =
{(-1,0,0),(0,4,0),(0,1,2)}. Sabiendo que un vector v tiene coordenadas (1,6,2) respecto
a la base B, determina sus coordenadas respecto a la base B'. Obtén P tal que P[v]p =
[0]

Ejercicio 3.12 Encuentra el vector X correspondiente a las coordenadas dadas y la base

dada:

o= {L[4]) e[
oo-{) L [l L
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Ejercicio 3.13 FEncuentra el vector de coordenadas [Z¥]p de T respecto a la base dada.
Obtén P tal que PT = [¥]p

oo={[L] ] -]

L) [

Ejercicio 3.14 En el espacio vectorial C* se pide:

a) Demostrar que los vectores U1 = (1,2i,—1i), Vo = (2,14 1,1) y U3 = (—1,1, —i) consti-
tuyen una base.

b) Hallar las coordenadas del vector w = (1,2,0) respecto de dicha base.

Subespacios de IR™: base, forma impicita, cambio de base, interseccién y suma

Ejercicio 3.15 Determina el lugar geométrico de los subespacios de R® de dimension
0,1,2 y 3.

Ejercicio 3.16 En R* di cuales de los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.

C = { (1’1,:132,5113,.%4) / 2rx1 4+ 4xy = 0,/$Z‘ € ]R}
D ={ (z1,x2,x3,24) | x1 + 224 =17, /z; € R}

Ejercicio 3.17 En R* sea el siquiente conjunto:
A= { (x1,x2,373,x4) / 1+ X9 = 13 — m,/azi S ]R}
Comprobar que es un subespacio vectorial. Hallar una base y su dimension.

Ejercicio 3.18 Considera el conjunto S = {¥], U, U3, Uy, U5} C RS, con @y = (1,2, -1,2,0,—1),

vy = (2,4,-1,0,1,-2), U3 = (4,8, —-1,—4,3,—4), v4 = (1,0,0,—1,0,0) y U5 = (1,—6,1,—-2,—2,3)}.
a) Eztrae un subconjunto li. de S con el mdximo nimero posible de vectores.

b) Expresa los vectores eliminados como c.l. de los vectores del subconjunto l.i. del
apartado anterior.

c) Obtén una base de < S > y la dimension de < S >.

Ejercicio 3.19 FEncuentra una base del subespacio generado por los vectores Uy, Ua, U3,

¥y, Us.
F 1 01 -3 1 2
)| 0 1| | -4 |-3 1
Y4sl| 20| 1|]-8]|"|-6
L 2] L-3 6 7 9
17 -2 6 5 0
0 1| |-1]| |-3 3
Dol <l 2|0 8] -1
L1 1] L-1] [-4 1

1 0 —7 3
Ejercicio 3.20 Considera las bases B = { [1] , [1 } y B = {{—3] , [ 8]} de un
0 2 8 10

subespacio vectorial H de R®. Calcula las coordenadas del vector [¥]p = [i] respecto de

la base B'. Determina P tal que P[Z|p = [Z]p

Ejercicio 3.21 Obtén la ecuacion o ecuaciones que relacione/n las componentes x, y,
z de los vectores de < v1,U2 >, con U1 = (2,—1,4) y Uy = (4,1,6). Otra forma de
expresarlo: obtener la ec. o ecs implicitas de < Uy , Uy >.



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 96

Ejercicio 3.22 Obtén una base del subespacio de R3: Tl = {(x,y,2) / 20—y + 32 =0}

Ejercicio 3.23 FEl conjunto de soluciones del sistema lineal homogéneo:
z—3y+z2z=0
{—2x+2y—32:()
dr — 8y + 52z =0

es subespacio vectorial de R3. Determina una base del mismo.

Ejercicio 3.24 Busca un sistema generador del subespacio F de R?® cuya ecuacion paramétrica
es: x =AN+2u+30, y=A—pu, z=—X\—0. Di si los vectores (5,—1,—1) y (0,0, —1)
pertenecen o no a F.

Ejercicio 3.25 Busca la ecuacion implicita del subespacio F de R* cuya ecuacion paramétrica
es:x=A+0+0,y=A—0,2=0+0yt=X+3+0. () 3,0 pardmetros).

Ejercicio 3.26 Obtén la forma implicita de H =< (1,1,0,0),(1,2,—-1,1) >

Ejercicio 3.27 Obtén la ec. paramétrica de F subespacio vectorial de R® sabiendo que
sus ecuactones implicitas son:

r+y+z2=0
r— y+z2=0

Ejercicio 3.28 Hallar el vector o conjunto de vectores comunes a los conjuntos generados
por los vectores {(1,2,3),(3,2,1)} y por {(1,0,1),(3,4,3)}.

Ejercicio 3.29 Obtén las ecuaciones implicitas de Vi =< (1,2,3),(3,2,1) >, de V5 =<
(1,0,1),(3,4,3) > y de Vi Va.(Observa que Vi (N Va es el mismo subespacio vectorial que
el que habia que determinar en el Ejercicio 3.28).

Ejercicio 3.30 Sean los vectores (4,—5,7), (3,-3,4), (1,1,—-2) y (2,—1,1). Hallar un
sistema minimo de generadores del subespacio generado por ellos. Estidiese si dicho subes-
pacio es el mismo que el generado por los vectores (1,—2,3), (3,0,—1).

Ejercicio 3.31 Dado R* consideramos el conjunto F = {(z,y,2,t) € R* ] x—y+2z+t =
0}.

a) Probar que es un subespacio vectorial de R*

b) Hallar una base y la dimension de F

¢) Hallar la dimension y una base de un subespacio complementario de F, denotdndolo F’
d) Descomponer v = (2,1,3,0) € R* como suma de un vector de F y un vector de F'.

Ejercicio 3.32 Argumenta si es posible expresar el vector ¥ = (3,8,40) como suma de un
vector Z1 del plano 11: 3z — Ty — z = 0 y un vector Zy de la recta r : {(2,4, )\ / A € R}.
En caso de que sea posible calcula Z| y Z5.

Ejercicio 3.33 Se consideran los siguientes subespacios de R®: U = {(x,y,2)/x+y+2z =
0}, V={(z,y,2)/x =y =0} y W = {(z,y,2)/z = z}. Demostrar que: a) R* =U +V,
b)) RE=U+W , ¢) R®=V +W y decir cudndo es directa la suma.

Ejercicio 3.34 Considera el espacio vectorial R® y su base estdndar {€1,€2,e3}. Sea
Ly el subespacio vectorial generado por @y = €1 y dy = €2. a) Determina si Ly es un
subespacio complementario de Ly, siendo Lo el subespacio generado por @3 = €1 + €s + €3.
b) Descompdn Z = 3€) + 2¢€; + 3€3 de modo que Z = 2} + Z5 con 2y € L1 y Z2 € Lo.
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Ejercicio 3.35 Sean U y V las rectas siguientes:
U=<(1,0,-1)>,V=<(1,2,3) >

a) Calcula U + 'V y describe que lugar geométrico representa
b) Argumenta si la suma anterior es o no suma directa

Ejercicio 3.36 Sean U, V y W las rectas siguientes:
U=<(1,0,-1)>,V=<(1,2,3) >, W =< (-1,4,a) >
a) Calcula U+V +W y describe el lugar geométrico representa, en funcion del pardmetro

a
b) Argumenta si la suma anterior es o no suma directa, en funcion del pardmetro a.

Ejercicio 3.37 Obtén una base del subespacio vectorial H de R*.
H={(a, 8, 26+7+6 7+35)eR* / a,8,7,0 € R}
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3.6 Soluciones

3.1 El conjunto es 1.d. si el rango es menor que 3. Para determinar el rango vamos a
realizar la eliminacion gaussiana de la matriz cuyas columnas son los tres vectores dados.

ro1 3 -3 1 3 -3 1 3 -3

1 -1 5 0 —4 8 0 1 -2

0 n m| "~ 0 n m ~ 0 n m ~
L m -1 —4 0 -3m—1 3m—4 0 -3m—1 3m—4
o1 3 -3 1 3 -3

0 1 -2 _ 0 1 -2

0 0 2n +m 10 0 2n4m
L 0 0 —2B3m+1)+3m—4 0 0 -3m—6

Rango2 & 2n+m =0y —3m—-6=0
Rango2 &m=-2yn=1

3.2. Consideremos el conjunto {w; + iy, U] + U3, Uz + Uz }. Los tres vectores que lo forman
son linealm. indep. si y sélo si la iinica combinacién lineal de ellos igual a 0 es aquella en
la que todos los coeficientes son 0.

Consideremos una combinacién lineal con pesos A1, A2, A3 que sea igual al vector nulo.
A1 (@1 + 1) + Ao (@ + @3) + Mg (G2 + ii3) = 0
(A1 + X2)iiy + (A1 + A3)iia + (Ao + A3)ils = 0

Por ser {u}, t2, W3} un conjunto l.i., los escalares seran nulos, es decir:

A1+ X =0
AM+A3=0
A+ A3=0

Resolviendo el sistema se obtiene A\; = 0, Ao = 0y A3 = 0, y el conjunto {u; + 2, U1 +
U3, Us + ﬁg} es l.i.

3.3

Consideremos el conjunto {U; — ¥, U3 — ¥, Uy — U3}. Los tres vectores que lo forman son
linealm. indep. si y sélo si toda combinacién lineal de ellos igual a 0 implica que los
coeficientes han de ser todos 0.

Consideremos una combinacién lineal con pesos A1, A2, A3 que sea igual al vector nulo.
)\1(271 — 172) + )\2(173 — 771) + )\3(772 — 173) = 6
(M = X2)T1 + (=M1 + As)Ta + (ha — A3) T3 =0
Por ser {Uy, U2, U3} un conjunto l.i., los escalares serdan nulos, es decir:
Al =X =0
A1+ A3=0
A—A3=0

Resolviendo el sistema se encuentra que éste es compatible indeterminado, con un parametro.
Todos los vectores de la forma (A, A, A) son solucién.

Comprobacién: (@ — Ta) 4+ AT — T ) + N (T — T3) = Ay — Ay + Az — A\T) + ATy — ATz = 0
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3.5
17 =28 45 11 39
24 =37 61 13 50
A=125 -7 32 —-18 -11
31 12 19 —-43 -55
42 13 29 —-55 —68

Denotando a las columnas como vectores ¥y, Ua, U3, U4, Us €l rango de A serd igual al nimero
de estos vectores que forman un conjunto 1.i.

Observamos como 93 = ¥/ — . Luego el conjunto Li. que incluya ¢} y va, debe excluir

U3. U1 ¥ U forman un conjunto l.i. pues uno no es multiplo de otro.

El nuevo conjunto de vectores (columnas) es:

17 —-28 11 39
24 =37 13 50
25 -7 —-18 -—11
31 12 —43 —-55
42 13 —55 —68
Observamos como ¥4 = —v7 — Ua. Luego el conjunto l.i. que incluya v y ¥, debe excluir

v4. Eliminamos entonces vy, y el nuevo conjunto es:

17 —-28 39

24 =37 50

25 -7 -11

31 12 -55

42 13 —68
Observamos como v5 = —9] — 292. Luego el conjunto l.i. que incluya v y 2, debe excluir
¥5. Eliminamos entonces ¥5, y el nuevo conjunto es:

17 —28

24 =37

25 =7

31 12

42 13

Donde todos los vectores son ya Li. Como tenemos 2, rgA=2.

3.6

Para determinar si los vectores son l.i. basta con calcular el rango de la matriz cuyas
columnas son esos vectores. El conjunto es l.i. si y sélo si rg = ntmero de vectores. No
obstante, vamos a considerar el SL homogéneo [ ¥ v i3 Uy | 0 ], va que en caso de que
el SL sea 1.d. se nos pide calcular una relacién de dependencia lineal. Anadir la columna
de ceros no nos supone ademds ningin trabajo, pues las operaciones elementales por filas
para calcular el rango no le afectan (la columna siempre quedard como una columna nula).

10 2 1|0 10 2 110 10 2 110
01 1 -1 1|0 01 1 -1 ]0 01 1 -1 |0
01 1 -1 1]o] ] o1 1 -=11]0]/"]00 0 010
-1 0 -2 -1 |0 00 0 0|0 00 0 0 |0

A la vista de la matriz escalonada se deduce que los vectores ¢ y U2 son l.i. (corresponden
a columnas pivotales en la forma escalonada), y que los vectores 93 y ¥4 son combinacién
lineal de ¥, y U2 (no corresponden a columnas pivotales en la forma escalonada).
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Resolviendo el sistema encontraremos las relaciones de dependencia lineal:
{)\1+2)\3+/\4=0
A+A3—X=0

= A= —A3+ M A= —2X3— N\

Los posibles coeficientes que dan combinacién lineal nula tienen la forma:
(=2X3 = Ag, = A3+ Mg, A3, M) / A3, A €R

Haciendo A3 = 0 y A4 = 0 tendriamos la solucién trivial. Una relacién de dependencia
lineal no puede tener todos los coeficientes nulos; tomaremos por ejemplo A3 =0y Ay = 1,
para despejar U en funcién de ¢ y ¥i. Se obtienen los coeficientes (—1,1,0, 1) y la relacién
de dependencia lineal

O+ B+ =0 [T = 0 — B
para despejar U3 en funcién de ¥ y v consideramos la relacién de dependencia lineal con
A3 =1y Ay =0 = coeficientes (—2,—1,1,0) = —2¢) — th + 5 =0 =

3.7. Para demostrar que el conjunto es base demostraremos que el siguiente SL es com-
patible determinado. (z,y, z,t) es el vector genérico de R*

1010 |z 10 1 0 |=x
g |t 001yl o1 0 0 |«
o100 |z 00 —1 1 |«

01 1 1 |¢ 00 0 2 |=x

rgA = rgA*=4=ntmero de inciégnitas por tanto el sistema es C.D., y el conjunto de
vectores {(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1),(0,1,0,1)} es base.

Otra forma de comprobar que el SL es compatible determinado es demostrando que el
determinante de la matriz A es distinto de cero.

1 0 1 0
1 0 0 1
=10 1 0 0
01 1 1
Desarrollando el determinante por adjuntos de la 3 fila, tendremos:
1 10
Al= =11 0 1|=(-1)-(-2)=2
0 1 1

Para encontrar las coordenadas del vector (2,5, —1,1) en esta base, debemos resolver el
sistema de matriz ampliada:

1010 | 2 10 1 0 | 2
. (1 001 | 5 0 1 0 |—1
A* = 0100 |—1 00 -1 1 | 3 Las coordenadas son
01 1 1 | 1 00 0 2 | 5
(5/27_17_1/275/2)

Comprobacién:  5/2(1,1,0,0) — (0,0,1,1) —1/2(1,0,0,1) + 5/2(0,1,0,1) = (0,0,0,0)
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3.8

i) Podemos demostrar que el conjunto formado por las cuatro columnas de la matriz de
coeficientes del siguiente SL es base, ya que el SL es compatible determinado. (x,y, z,t)
es el vector genérico de R,

Uy Up U Uy

10 01 |z

010 2 |y

001 1 |z

00 0 1 |t

El conjunto formado por { #1 @ @3 ©4} es Li. y s.g. de R por tanto es base de R*
B ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(1,2,1,1)}

—

ii)

S

oo oSt
oo r ogt
Dl\D»L»—l

N O = =

rg [ U1 Uy U3 4] =4, por tanto los cuatro vectores forman base de R*
B = {(17 0,0,0), (O, 1, 0,0), (1, -1, 2, 0)7 (1, 1,0, 2)}

3.9 Resultado: Es base. Las coordenadas son (17/18,—1/9,7/18)

111 |a 111 |a 111 |a

3.10 112 |bf |00 1 [b-a 01 2 Ja+c
’ -1 0 1 |c 01 2 |a+ec 0 01 |b—ua
11 |d 000 |doa 000 |dea

Las columnas de la matriz son base de R* si y sélo si d — a # 0.

Podriamos ampliar el sistema por ejemplo con el vector (0,0,0,1).

3.11

(2 0 0 1 2
0 3 0|(6]|=|18|=0
L0 0 2] [2 4

Y a continuacion resolvemos:

—1 0 0 2 —2
0 4 1 18] , obteniendo [x]p = [ 4 ]
0 0 2 4 2

Hemos considerado dos bases B y B’ de R? y a partir de las coordenadas de un vector,
relativas a B, hemos obtenido las coordenadas del mismo vector, respecto a B’.

El problema pide determinar la matriz P tal que P[¥]p = [Z]p/

P es la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la base B
respecto a la base B’. Para obtener las 3 columnas habria que resolver los 3 sistemas
lineales correspondientes, cuyas matrices ampliadas son:

[5711772573151] [571??2573@] [1)711)725’3]53}
R 20 0
P=[[]p [bo]p [bs]p ]=| 0 3/4 —1/4
0 O 1



CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES 102

En este ejercicio podemos obtener la matriz de cambio de base mediante un método més
sencillo. En efecto, ya que estamos considerando un espacio vectorial en el que una posible
base es la base candnica, podemos considerar la transformaciéon de coordenadas de B a
B’ como la composicién de dos transformaciones: de B a la candnica y de la candnica a
B’. Hemos visto que las matrices de transformacién entre una base y la canénica son muy
sencillas de obtener.

2 00
f:PB[f]B COHPB: 0 3 O]
0 0 2
-1 0 0
¥ = Pp/[Z]pr con Pg = 0 4 1
0 0 2

De donde: Pg[i]p = Pyli]p v Pg'Psld)s = [@]p

-1 0 0 2 00 -2 0
Por tanto la matriz de pasoes P = Pg'Pg=| 0 1/4 —-1/8| |0 3 0|=| 0 3/4
0

0 1/2 0 0 2 0 0
1 -2
Se puede comprobar que P |6 | = | 4
2 2

3.12
a) 5(3,—5) 4 3(—4,6) = (15,—25) + (—12,18) = (3, -7)
b) 3(1,—4,3) + (—1)(4, —7,0) = (3,-12,9) + (—4,7,0) = (1, —5,9)

3.13
€1+ 2cp = -2
a) Cl(l, —3) + 02(2a _5) = (_2’ 1) { —3c1 —Hey =1
. ' 1 2 _—9 1 2 =2
La matriz ampliada es: {_3 5 1} ~ { 0 1 —5}

Cy = —57 Cl1 = -2 — 2(—5) =38
Comprobacién:  8(1,—3) — 5(2,—-5) = (8,—24) + (—10,25) = (—2,1)

Vamos a determinar la matriz de cambio de base de 7 a [Z]p.

1 2}
-3 =5

Pglf: [.’L‘]B

i

La matriz de paso es P = Pgl = { 3 1

Se puede comprobar que P {_12 } = [_85]

b) Se resuelve como el anterior. La diferencia es que hay que resolver un SL comm =n = 3
e invertir una matriz de orden 3. [¥]p = (5,—1,0).
La matriz es P = Pg ! siendo Pg la matriz que tiene por columnas los vectores de la base

1 -3 2 -17 15 1
-1 4 -2 P=prg'=| 1 1 0
3

9 4 21/2 9 —1/2

Pp =
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3.16

Conjunto C
(0,0,0,0) € C. En efecto, tomando x1 = x9 =23 =24 =0, 221 + 424 =0

= (21,2, 23,24) € C con tal de que x1,29,23,24 € R y 221 + 424 =0

= (y1,92,y3,y4) € C con tal de que y1,y2,y3,y4 € R y 2y; +4ys =0

+ 7= (x14+y1, %2 + Y2, 73 + Y3, T4 + Y1)

2(x1 +y1) +4(xs +ys) = 221 + 424 + 2y1 + 4y4 = 0+ 0 =0, por tanto ¥+ 5 € C

AelR A= ()\2131, )\1'2, A3, /\1‘4)
2 Axy + 4 xy = A(2x1 + 424) = A0 = 0, por tanto AT € C

ST SRR

Conjunto D

(0,0,0,0) ¢ D, puesto que en este caso 1 = 0,29 = 0,23 = 0y x4 = 0, y por tanto
1 +2x4=04+0#£7

Por tanto el conjunto D no es subespacio vectorial

3.17

(0,0,0,0) € A. Paraello x1 = o = x3 = x4 = 0, y en este caso se cumple ] +x9 = 3 —14
pues 0+0=0-0.

T = (x1,22,23,24) € A con tal de que z1,29,23,24 € Ay 1 + 2 = T3 — X4
Y= (y1,Y2,Y3,ya) € A con tal de que y1,%2,¥3, 4 E R e y1 +y2 = y3 — y4
T+y=(x1+y1, T2+ Y2, 23+ Y3, T4 + y4)

T+ Yyt xo+y2) =21+ 22+ Y1 +y2 = 23— x4+ (Y3 — ya) = 23+ y3 — (x4 +ya) por tanto
r+yeA

AeR A= ()\xl, AT, AT3, /\IL’4)
Ar1 + Axe = A(x1 + x2) = A3 — 14) = A\x3 — A1y, por tanto AT € A

La ecuacion que define los vectores de A se puede escribir como

T4y = —T1 — T2+ T3
Por tanto un vector genérico de A tendra la siguiente forma:
I
U= 2 /l’l,l’g,l'gER
3
—T1 — T2 + X3
1 0 0
- 0 1 0
U =1x1 0 + 29 0 + x3 1
-1 -1 1

El conjunto formado por los vectores (1,0,0,-1), (0,1,0,-1) y (0,0,1,1) es sist. gen. de A.

Comprobemos si el conjunto es l.i.

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0
o o 1|7l o o 1|70 o 1/ ]o0o o0 1
1 -1 1 0 -1 1 0 0 1 0 0 0

El rango de A es 3, por tanto el conjunto es l.i. y base. dimA=3.
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3.18
"1 2 4 1 101 [ 1 2 4 1 1 0
2 4 8 0 -6 0 0O 0 0 -2 -8 0
1 -1 -1 0 1 0 0o 1 3 1 20
2 0 -4 -1 20|70 -4 12 -3 -4 0|"
0 1 3 0 -2 0 0o 1 3 2 0
-1 -2 -4 0 30/ Lo 0o 0 1 4 0]
1 2 4 1 101 [1 2 4 1 1 0]
0 1 3 1 2 0 0 1 3 1 20
g |0 00 1 40 Lo 00 1 40
0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 00
0 0 0 —1 —4 0 0 0 0 0 00
0o 0 0 1 40/ [0 0 0 0 0 0]

Es sencillo llegar hasta la forma escalonada reducida (pivotes unidad y ceros por encima
de los mismos), y el sistema equivalente quedard mucho mas sencillo.

1 2 4 0 -3 0 1 0 -2 0 10
0 1 3 0 -2 0 0 1 3 0 -2 0
o000 1 40l o0 0 1 40
0O 0 0 0 00 0O 0 0 0 00
0O 0 0 0 00 0O 0 0 0 00
0o 0o 0o 0o o0o0 [0 0O 0O O 0 O

Subconjunto Li., B = {¥1, U, U4}. Es base de S, por tanto: S =< ¥y, v, Uy >.
S =<(1,2,-1,2,0,-1),(2,4,-1,0,1,-2),(1,0,0,—1,0,0) >

Al resolver el SL vemos que es indeterminado, y que por tanto hay infinitas relaciones de

dependencia lineal (cada relacién corresponde a una solucién).
c1 = 2c3 + ¢35

co = —3c3 + 2¢y
Solucion general: ¢ c3 = c3

Cq = —465

C5 = Cs

La solucién con c3 = 1y ¢5 = 0 es (2,—-3,1,0,0) y permite despejar i3 como c.l. del
subconjunto L.i.:
201 — 33U + U3 =0 = | 173:—2171—1—3172‘

La solucién con c3 = 0y ¢5 = 1 es (1,2,0,—4,1) y permite despejar 5 como c.l. del
subconjunto L.i.:
U + 20Uy — 404 + 05 =0 = |175 = -1 —22724-4174‘
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3.19 a. Al buscar una base de un espacio generado ya sabemos que el conjunto de vectores
es s.g. Para que sea l.i. sélo hay que eliminar los vectores 1.d.

1 0 -3 1 2 1 0 -3 1 2 1 0 -3 1 2
0 1 -4 -3 1 0 1 -4 -3 1 01 -4 -3 1
-3 2 1 -8 —6| |0 2 -8 —5 0 0 0 0 1 -2
L 2 -3 6 7 9 0 -3 12 5 5 00 0 -4 8

T 0 -3 1 2
01 -4 -3 1
0 0 O 1 -2

L0 0 0 0 O

Las colunas pivotales son la primera, segunda y cuarta, por tanto el tercer y el quinto
vector son l.d. (no anaden dimensién, no generan nada que no pueda ser generado sin
ellos). Una base del espacio generado es la formada por los vectores que coinciden con las
columnas pivotales, es decir: B = {(1,0,-3,2),(0,1,2,-3),(1,-3,-8,7)}

Si hubiéramos escogido otro orden para los vectores, las posiciones de las columnas piv-
otales podrian variar, y obtendriamos otra base distinta (pero siempre de 3 vectores).

3.20
9 1 0 2
A partir de [Z]p = 4} obtengamos T: r=2|1|+4 =16
0 2 8

A continuacién escribimos Z en la base B’, solucionando el sistema de matriz ampliada:

-7 3 2 1 =3/7 =2/7 1 =3/7 =2/7 7T -3 -2
A*=|1-3 8 6|~ |-3 8 6 ~ |0 47/7 36/7| ~ |0 47 36
8§ 10 8 8 10 8 0 47/7 36/7 0o 0 0
Despejando:
y = 36/47

Tw =3 x 36/47 — 2 ; x = (14/47)/7 = 2/47

Comprobacién:  2/47(—7,—3,8) + 36/47(3,8,10) = (2,6,8) [5]3,2[326/ /4477}

Nos piden determinar la matriz de transformacién P[¥]p = [Z]p/

P=1[b]p [b2)p ]

by
-7 3 17 [-7 3 -1
-3 8 1|~ 0 47 4] co =4/4T ¢ = —5/47 [EI]B'_[_E//EH
L s 10 0] Lo o0 o0

ba
—7 3 0] [-7 3 0
—3 8 1|~ 0 47 7] cy =T/AT ¢ = 3/47 [EQ]B,:[%EH
L8 102] Lo 00

=V o]

[ 2/47

~5/47 3/47} {2] = [36/47]

Comprobacién: [ a/a7 7/47] |4
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3.22

r=x T T 1 0
{y:2x+3z {y]: 20 +3z| =2 (2| +2|3
z=2z z z 0 1

El conjunto {(1,2,0),(0,3,1)} es linealmente independiente (un vector no es miltiplo del
otro) y sistema generador de todo (z,y, z) € II, por tanto es base de II

3.25
r=A+0+6 x 1 1 1
y=A-p vyl |1 —1 0
z2=0+0 2z =A 0 +8 1 +0 1
t=A+53+160 t 1 1 1

El conjunto {(1,1,0,1),(1,—1,1,1),(1,0,1,1)} es sistema generador de F', pues todo ele-
mento de F' debe ser combinacion lineal de esos vectores, con coeficientes A, 3y 6.

A continuacién buscamos la ecuacién implicita del subespacio, es decir las ecuaciones (no
pardmetricas) que han de verificar las componentes z, y, z, t para que (z,y, z,t) pertenezca
a L.

Un vector (z,vy, z,t) pertenece a F' si el SL con la siguiente matriz ampliada es compatible:

1 1 1 =z

1 -1 0 y

0 1 1 =z

11 1 ¢

Realizando la eliminacién gaussiana obtenemos:
1 1 1 x 1 1 1 T
0 -2 -1 y—=x 0 1 1 z
1o 1 1z | T]o o0 1 2:4y—=

0 0 0 t—= 0 0 0 t—ux

El SL es compatible si y sélo si t — z = 0. Por tanto la ecuacién implicita de F' es x = t.
Podriamos simplificar la forma paramétrica de F' asi :

F={(z,y,2,7) € RY/z,y,2 e R}
Hemos confirmado que en efecto tenemos tres parametros libres.

A la vista de la dltima matriz ampliada se deduce que {(1,1,0,1),(1,-1,1,1),(1,0,1,1)}

forman base de F', pues tienen rango 3, y por tanto ademas de ser sistema generador son
linealmente independientes.
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3.28

(z,y,2) = a(1,2,3) + 5(3,2,1)
(z,y,2) = A(1,0,1) + u(3,4,3)

(z,y,2) es un vector comun si se puede escribir en las dos formas anteriores, es decir, si
dados los coeficientes a y 3, existen coeficientes A y u tales que

a(1,2,3) + 8(3,2,1) = A(1,0,1) + u(3,4,3)

Esta ec. vectorial, con tres componentes, se puede escribir como un sistema lineal de 3
ecuaciones y 4 incégnitas:
a+38=A+3u
{ 2004206 = 4u
3o+ B =A+3u

Al sistema lineal le corresponde la matriz ampliadas:

1 3 -1 -3 0 1 3 -1 -3 0
2 2 0 —4 0] ~ L [ 0 -2 1 1 0
3 1 -1 -3 0 0 o0 1 -1 0

Ultima ecuacién = \ = I

Segunda ecuacién = =20+ A+ pu=0= -20=-2A=F=A=pu

Tercera ecuacion = a+ 30— A —-3u=0=a=-3u+pu+3u=pn

El sistema es compatible indeterminado, con un parametro libre y solucion general o =

8 = A = u. Denotando el pardmetro como «, los vectores comunes tienen la forma:
(r,y,2) =a(1,2,3) + a(3,2,1) = a(4,4,4) JaeR

Un vector comun sera cualquiera de la forma (o, o, a).

3.29
Vi =<(1,2,3),(3,2,1) > es un plano, II;, pues los vectores son 1.i.
Vo =< (1,0,1), (3, 4 ,3) > es un plano, Il pues los vectores son L.i.
1 3 |z 1 3 |z 1 3 |z
2 2 |jy|~|0 -4 Jy—2z|~|0 4 |—y+22
3 1 |z 0 -8 |z—3z 0 0 |—2y+4x+2—-3z

Ecuacién implicita de I : x — 2y +2 =0

1 3 |z 1 3 |z
0 4 |y|~|0 4 |y
1 3 |z 0 0 |z—2

Ecuacion implicita de Iy : z = x

r—2y+2z=0

Z=X

Lugarcomfm,VlﬂVg:{ sz —2yt+r=0=>2x—-2y=0=>z=yy

r =z

Ecuaciones implicitas de IIL NIl : x =y = z

La ecuacion paramétrica de 1I; () Il seria por ejemplo:
I NIy ={a(1,1,1)}/a € R}
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3.30

Para seleccionar un subconjunto de vectores linealmente independientes construyo una ma-
triz cuyas columnas sean todos los vectores, y determino cuales corresponden a columnas
pivotales en la eliminacién gaussiana.

Para simplificar los cdlculos ordeno los vectores de forma que los que tengan mas “unos”
estén situados en las primeras columnas.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 -1 -3 -5|{~|0 -3 -6 -9|~|0 -3 -6 -9
-2 1 4 7 0 5 10 15 0 0 0 0

Un sistema minimo de generadores puede ser: {(1,1,-2),(2,—-1,1)}

A continuacién se pregunta si el espacio vectorial < (1,1, —2),(2,—1,1) >, que denotare-
mos como Vj coincide con < (1,—2,3),(3,0,—1) >, que denotaremos como V»

Partimos de un vector ' € V5, que por tanto tendra la forma:

t+3u
v=| —2t /t,u e R
3t —u
r+ 2s
Este vector ¢ pertenecerd a V7 si existen r,s € R tales que v = r—s |. Es decir,
—2r+s
r+2s=1t+3u
v €V siel SL { r—s=—2t es compatible
—2r+s=3t—u
r S t i

1 2 -1 =310 1 2 -1 =310 1 2 -1 =3 )0
1 -1 2 0 [0o|~|0 =3 3 3 |0o|~|0 1 -1 =1 |0
—2 1 =3 1 0 0 5 =5 =5 [0 00 0 0 |0

El sistema es compatible para todo par de pardmetros (¢,u) por tanto todo vector de Vs
estd incluido también en Vi, y podemos escribir Vo C Vi. En particular, la solucién de
(r,s) para (t,u) dados es:

s=t+u
r=-2s+t+3u=-2t-2u+t+3u=—-t+u

De la misma forma se podria razonar que V) C V5 (tomando 7 y s como parametros libres).
De los resultados Vo C Vi y Vi C V5 se deduce que Vi = V5

Otra forma de resolver el problema es demostrar que (1,—-2,3) € V; y que (3,0,—1) € V4.
Por ser los dos vectores de V7, ser linealmente independientes, y ser dos en total (igual a
la dimensién de Vi), también forman base de V. Por tanto los dos vectores generan el
mismo subespacio vectorial que los cuatro vectores iniciales.

3.31

a) F es subespacio, por ser un subconjunto de IR* definido por un S.L. homogéneo, es
decir, por una forma impicita.
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r=y—2z—t T 1 -2 -1
b) z=2z 1 Y0 T2 1 +i 0
t=t t 0 0 1

El conjunto {(1,1,0,0),(-2,0,1,0),(—1,0,0,1)} es sistema generador de F. Ademés se
puede ver facilmente en la ecuacion anterior que el conjunto es l.i. pues la tnica solucién
del SL homogéneo [ @] @ @3 | 0] es la trivial. En efecto para obtener el vector (0,0, 0,0),
deducimos que los tres coeficientes ¥,z y t tienen que ser nulos.

Por tanto el conjunto es base de F'y la dimension de F es 3.

¢) Subespacio suplementario o complementario de F' es un subespacio que sumado a F' me
dé el espacio R*, y de forma que esa suma sea directa, es decir que la interseccién entre
ambos subespacios sea el vector 0. El subespacio suplementario F’ tendrd dimensién 1
(4—3 = 1) y por tanto estard generado por un sélo vector. Ese vector no puede pertenecer
a F'. En la ecuacion vectorial anterior vemos que un vector de la forma (a, 0,0, 0) con a # 0
no pertenece a F. Por tanto puedo tomar por ejemplo F' =< (1,0,0,0) >.

La unién de este vector con los 3 vectores base de F forman base de IR*

a g v 6

11 -2 -1 |2
01 0 0 |1 . B - - -
d) Resolvemos el SL 00 1 R obteniendo d =0, vy=3,6=1,a=7
0 0 O 1 10
1 1 —2 —1
- -0 1 0 0
v="17 0 +1 0 +3 1 +0 0
0 0 0 1
————
eF €EF
U =171+ U 61:(7,0,0,0)€F, R 172:(—5,1,3,0)617’
3.32

II: 3z — 7y — z = 0. Deducimos la base a partir de la ecuacién implicita z = 3z — Ty,
a:1 = (17 07 3)
ay = (0,1,-7)
recta r: {(2,4,7)\ / A € R}. Base de r, b= (2,4,7)
II y r hacen suma directa, puesto que la unién de sus bases es un conjunto linealmente
independiente. La unién de sus bases { @1, @2, b } es un conjunto de tres vectores, por
tanto es base de R3.

Tenemos entonces que todo vector de R? se podré escribir como: | =a @ +3 da+7 b

donde‘a(il—l—ﬁ&’gzé’leﬂ‘ y 75:,5’267“

En particular se podra expresar asi el vector ¥ = (3,8,40). Los vectores Z] y Z» son unicos
puesto que las coordenadas de un vector respecto de una base son tnicas.

a [y
1 0 2 |3

Resolvemos el SL [O 1 4 |8 ] , obteniendo o = —3, § = —4 y v = 3, por tanto
3 =7 7 |40

71 =-3(1,0,3) —4(0,1,—7) = (=3,-4,19) v % =3(2,4,7) = (6,12,21)
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3.33

x
U= Y =z

[~z —y

1
0
-1

0
1 ]/x,yE]ResunplanoBU:{gl by }
-1

+y

[0 0
V= 0] :z[0] /zEResunarectaBV:{gg}

| 2 1
T 1 0
W=ly|=x|0]|+y Jz,y € R es un plano By = { bs b5 }
T 1 0

U + V es el subespacio de R? < 51, 52, 53 >

< 51, 52, 53 > = IR? porque se puede demostrar que los tres vectores de R® son 1i., y
por tanto generan todo R3.
Es suma directa porque la dimension de la suma es igual a la suma de las dimensiones.

U + W es el subespacio de R? < 51, gg, 54, 55 >

Sabemos que la suma no es directa porque dimU=2, dimW=2 y dim(U + W) < 3 ya que
en el conjunto {b1, b2, by, b5} puede haber como mucho 3 vectores l.i. Si probamos que
rg=3, ya hemos demostrado que U + W = R?

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1|{~f0 1 O 1|~]0 1 0 1
-1 -1 1 0 0 -1 2 0 0 0 2 1

y queda demostrado que el rango es 3.

V 4+ W es el subespacio de R? < 53, 54, 55 >
El determinante de [ b3 by b5 | es distinto de cero, por tanto los tres vectores son li. y
V 4+ W = R2. Ademés la suma es directa, pues dim V + W = dimV + dimW

3.34
I =< 51, 52 >
Lo=< &1 +ée+é3 >

a) Lo es complementario de Ly si L1 @ Ly = R3, 0 lo que es lo mismo si L; + Ly tiene
dimension 3. Si la suma tiene dimensién 3 ya estd demostrado que la suma es directa pues
d1m(L1 + LQ) = dimLq + dimZLs.

En la siguiente matriz colocamos por columnas: 1) el primer vector generador de Lj, 2)
el segundo vector generador de L1, 3) el vector generador de Lo.

1 0 1
[0 1 1]
0 01

Los tres vectores forman un conjunto Li., rg=3, por tanto Lo es complementario de Lj.

1 100 |oO
0 1 1 ~o~ |01 0 -1
00 1 001 |3

o= 0,6——1 vy=3
Z= —1dy + 3d3 = (0,—1,0) + (3,3,3) = (3,2,3)
7= (0,—1,0) celiy Zo = (3,3,3) € Lo



CAPIiTULO 4

Aplicaciones lineales

4.1 Introduccién

Definicion 4.1 Una aplicacion f del espacio vectorial V sobre IK en el espacio vectorial
W sobre el mismo cuerpo K es una regla que asigna a cada elemento w € V un elemento
w = f(u) de W. Al espacio vectorial V se le denomina dominio de f, y al espacio vectorial
W' codominio de f. También se utilizan los nombres simples de espacio vectorial inicial
para el dominio y espacio vectorial final para el codominio.
Se utiliza la notacion f: V — W

v— w = f(v)

Definicién 4.2 Imf ={we W / w= f(u), conu e V}.
Imf es el conjunto formado por todos los vectores del espacio final que tienen antecedente.

4.2 Aplicaciones lineales. Definicién, propiedades y ejem-
plos

Definiciéon 4.3 Una aplicacién f: V —— W es lineal si y sélo si:
flutw)=flu)+ f(v) Vu,veV
fOu) =Af(u) YueV,VAelK

Para las aplicaciones lineales se utilizan al menos otros dos nombres: transformaciones
lineales y homomorfismos. Cuando el espacio inicial y el espacio final coinciden las apli-
caciones lineales también se designan como endomorfismos.

Propiedades de las aplicaciones lineales
1) f(Oy) = Ow
Dem. f(Oy) = f(Ou) =0f(u) = Ow
2) fAu+ pv) = Af(u) + pf(v)
Dem.  f(Au-+pv) = fOu) + F(uv) = Af(u) + pf (o)
Principio de superposicién, sin mas que aplicar 2) repetidas veces:
flarv + cava + ...+ cpup) = c1f(v1) + caf (v2) + ...+ cpf(vp)

EN LO QUE SIGUE TRATAREMOS EXCLUSIVAMENTE APLICACIONES LINEA-
LES DE R™ EN R¥, SOBRE EL CUERPO R

f:R* +— R™

I — y=f(@)

111
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Ejemplo 4.1 Contraccion
f:R?*+— R? definida por f(Z) =7Z con 0 <r <1

Ej. f(Z) = 0.2 Z. Asigna a un vector otro de igual direccion y sentido pero de norma
menor por un factor 0.2

Ejemplo 4.2 Dilatacion
f:R?+— R? definida por f(Z) =rZ conr > 1

Ej. f(¥) = 30 Z. Asigna a un vector otro de igual direccion y sentido pero de norma
mayor por un factor 30

4.3 Aplicaciéon lineal sobreyectiva, inyectiva, biyectiva

e f:IR" —— IR™ es sobreyectiva si cada ¥ € R™ es imagen de al menos un ¥ € R"™.
Es decir, si para cada ¢ € IR™ existe al menos una solucién de la ecuacién f(Z) = ¢

f no es sobreyectiva cuando existe algin ¥ € IR™ tal que la ecuacién f(Z) = ¢ no
tiene solucidn.

A una aplicacién lineal sobreyectiva también se le puede denominar aplicacién lineal
sobre, suprayectiva o exhaustiva.

e f:IR" — IR™ es inyectiva si cada i € R™ es imagen de como mucho un ¥ € R"™.
Es decir, si para cada § € R™ la ecuacién f(Z) = ¢ o bien no tiene solucién o tiene
solucién unica.

f:IR™ — IR™ no es inyectiva cuando algin € IR™ es imagen de méas de un vector
de R™.

e f:IR" — IR™ es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva. Cada § € R™
tiene un unico antecedente 7 tal que f(Z) = ¥.

4.4 Matriz estandar asociada a una aplicacion lineal

Una matriz real A,,x, define una aplicacién lineal f : R™ — R"™ que vendré dada por:
f(@) =9 =A%

En el Capitulo 2 sobre Sistemas de Ecuaciones Lineales habiamos tratado la ecuacién
AZ = ¢ para determinar, dados A;xn ¥ Ymx1, la solucién Z,. La ecuaciéon AZ = ¢
también se puede entender desde otro punto de vista, pensando en A como un objeto que
actia sobre ¥ € IR"™, multiplicindose a él por la izquierda, para producir un nuevo vector
AZ € R™. La ecuacion A¥ = jj significa que A actuando sobre Z produce 3. Podemos
pensar en A actuando sobre otros vectores de IR™ y en este sentido entenderiamos A como
una aplicacion lineal, que a cada Z € IR" le hace corresponder un § = AZ € R™.

Reciprocamente, veremos en el siguiente teorema que para toda aplicacion lineal f de R"™
en R™ existe una matriz tnica A tal que f(Z) = AZ, siendo & un vector cualquiera de
IR™. Dicho de otra manera, toda aplicacién lineal f : IR™ — R"™ se puede escribir como
un producto matriz-vector, es decir,

y=[f(@) =A%

Umx1 = Amxn Tnxi siendo A;,xn una matriz real y tnica
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Apxn se denomina matriz estdndar de la aplicacién lineal f. Hace corresponder
al vector de coordenadas ¥ relativas a la base estandar de R"™, el vector de coordenadas
f(Z) = y relativas a la base estandar de R™.

Ejemplo 4.3 Sea f la aplicacion lineal de R* en R? definida como f(F) = AT con
A= {4 -3 1 3]. Determina f(1,1,1,1), f(1,4,-1,3), £(0,0,0,0) y f(z1,x2, T3, 24).

2 0 5 1
1 1
4 =3 1 3)|1]| [5 4 =3 1 3] 4| _Jo
2 0 5 1)|1] |8 2 0 5 1)]|-1]" |0
1 3

f(1717171):(578) f(1747_173) = (070) f(0707070):(070)
Obtengamos ahora la imagen de un vector genérico & = (x1, X2, X3, x4):

X1
4 -3 1 3 x2 | [4x1 — 3w2 + 23 + 314
x3 | 2x1 4+ dxr3 + x4
T4

Denotando f(&) =, tenemos que las componentes de ij € R? son:

{y1 =4x1 — 3xo + x3 + 324
Yo = 2x1 + dx3 + x4

Las ecuaciones de este SL se denominan Ecuaciones de la Aplicacién Lineal. (No
son mds que el conjunto de las ecuaciones del SL AZ = 7)

Las ecuaciones (tantas como la dimension del codominio) permiten obtener las coordenadas
canonicas de la imagen a partir de las coordenadas candnicas del antecedente.

La aplicacion puede venir dada por la matriz asociada A, por las ecuaciones de la aplicacion
lineal, o mediante la siguiente expresion:
f(x1, e, x3,24) = (421 — 322 + 23 + 324 , 2271 + HT3 + T4)

Comentario: Vemos que esta aplicacion proporciona la misma imagen (0,0) para dos vec-
tores de R* distintos, por tanto f no es inyectiva. Vamos a determinar de una forma
sistemdtica si la aplicacion es inyectiva o no y si es sobreyectiva o no.

4 -3 1 3 \yl
2 0 5 1 |y
es sobreyectiva, porque todos los vectores del espacio final son imagen de algin vector del
espacio inicial 4 -3 1 3 |um 4 _3 1 3 m

{2 05 1 |y2] - [0 3/2 —~9/2 ~1/2 |y2—y1/2]

rgA = rgA*=2 por tanto compatible, y por tanto sobreyectiva

Si el sistema { ] es compatible para todo vector (yi1,y2) la aplicacion

La aplicacion es inyectiva st los vectores del espacio final tienen como mdximo un an-

4 -3 1 3 ’yl}es

tecedente (por tanto uno o ninguno), es decir, si el sistema
2 0 5 1 ’ Y2

incompatible o compatible determinado.

El sistema anterior es compatible indeterminado Y(y1,y2) por tanto la aplicacion no es
inyectiva.
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Teorema 4.1 Sea f : R™ —— IR™ wuna aplicacion lineal. FEntonces existe una unica

matriz A tal que VZ € R"™ ¢ = f(Z) = AZ. En efecto A es la matriz m x n cuya columna
J es el vector f(€}), donde €; es la columna j de la matriz identidad de orden n.

A=[f(@) f(e)... f(en)]

Demostracion:
F=a161 + 208 + ... ¥ 0y T=y1€1 2o+ A Y
Hemos utilizado la notacién con ’prima’ para la base candnica de IR™ para distinguirla de
la base canénica de R™, ya que el ntimero de entradas de los vectores €; de R™ y €1 de
R™ es diferente.
f(@) Z_’f(:zlé'l —1; To€y + ...+ gngn) = xlf(@) + l‘zf_gé}) +...+ xn_f(é’n) =
z1(arie’s + ane’s + ..+ am1€m) + z2(a12¢’s + az€’s + .. 4 amae’m) + ...
—i—a:n(alne’l + asp€o + ...+ a@ne’m) = (anl‘l +appxo + ...+ a1na:n)e’1—t
(agixl +agws +... + a%nxn)e/g + .o 4 (a1 + ameza + - oo+ Appn) €y, =
yre'1 +yo€lo + ...+ Yme'm

Por tanto:

a11r1 +apres+ ...+ apTn = Y1 ain a2 ... Qin z1 Y1

a21T1 + a22%9 + ...+ Q2pTyp = Y2 N a1 a2 ... Q2p T2 | | Y2

Om1T1 + am2Z2 + ... + GmnTn = Ym Aml Am2 .- Qmn Ty, Um,
€1

o o = T2 S o

[f(e1) f(e)... fen) ]| . | =AT=7 u

xn

Apxn se denomina matriz estandar de la aplicacidon lineal f, pues hace corresponder
a las coordenadas de ¥ relativas a la base estandar de R", las coordenadas de f(Z) = ¢
relativas a la base estandar de R™. Las ecuaciones de la aplicacién lineal son el conjunto
de las m ecuaciones incluidas en la ecuaciéon matricial ¥ = AZ. Fijdndonos en que A =
[ f(€1) f(€2)... f(€,) ] nos damos cuenta de que en una aplicacién lineal, si conocemos
la imagen de una base conocemos la imagen de cualquier vector.

Ejemplo 4.4 Considera la aplicacion lineal f de R? en R tal que f(&1) = (5,-7,2) y
f(&y) = (=3,8,0). Encuentra f(Z) para un vector arbitrario & € R?, las ecuaciones de la
aplicacion lineal y la matriz A tal que § = f(¥) = AZ. Analiza si f es inyectiva y si es
sobreyectiva.

= I 1 0 - —
Tr = =T 0 + 29 1 = T1€1 + T262

5)
-7
2

= f(Z) =x1f(€1) + 22f(E2) = 21

Y1 5 -3
H _ {_7 8] =]
Yo 2 0]

5 -3
-7 8] (queda comprobado que A =[f(e1) f(€2)])
2 0

+ 29
0 2x1+0

-3 51’1 — 31’2
8| =|—Tz1 + 8x2

Por tanto A =

y1 = dr1 — 312
Las ecuaciones de la aplicacion lineal son: {yg = —T7x1 + 8x2
ys = 211
La imagen de T también la puedo expresar asi: f(z1,22) = (b1 — 3w, —Tx1+8x2,221)
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Dado un vector & de coordenadas (x1,x2), su imagen es la combinacion lineal de los
vectores (5,—7,2), (—3,8,0) con coeficientes x1, x2. Ya que los vectores imagen son las
combinaciones lineales de dos vectores, los vectores imagen se encontrardn en un plano de
R3, no en todo R3, por tanto la a.l. no es sobreyectiva. Nétese rgA=2.

Ya que rgA es 2 y en las ecuaciones de la a.l. tenemos dos incognitas, la aplicacion serd
inyectiva: cada vector del conjunto imagen tiene un unico antecedente.

Podriamos calcular la ecuacion implicita del plano formado por los vectores imagen.

5 =3 |wn 5 =3 | il
-7 8 |y2|~|0 19/5 | 7/5y1 + Y2

2 0 |ys 0 0 | —16/19 y1 —6/19 y2 + y3

FEcuacion implicita —16 y; — 6 yo +19 y3 =0

Ejemplo 4.5 Encuentra la matriz estandar A correspondiente a la aplicacion dilatacion
dada por f(¥) = 3%, para T € R2.

. . 3] o o 0 3 0
ﬂel):gel:[o_ f(€2):32:{3] A:{o 3}
Comprobacion:

_,_30_1'1_31'1_ xl__,_ _
AT = [0 3} _332] B {3372] =7 [962} =37=f@)
1 -3
Ejemplo 4.6 Considera la matriz A = 3 5] .y la aplicacién lineal f:R? — R3
-1 7

con f(%) = A%

a) Encuentra la imagen de i = (2,—1) bajo la aplicacion lineal f.
b) Encuentra un ¥ € R? cuya imagen sea b= (3,2,-5).

c) ¢Hay mds de un & cuya imagen por [ sea b?.

d) Determina si ¢ = (3,2,5) tiene antecedente.

1 -3 9 5
N 5] H:[ 1]
-1 7 -9
1 -3 3 1 -3
b) [ 3 5] {xl] = [ 2 Hay que resolver el sistema de matriz ampliada { 3 5
Z2
-1 7 -5 -1 7
1 -3 | 3
Un sistema equivalente en la forma escalonada es: [O 2 |—=1]. ElLSL es compatible
0 0 | 0

determinado, con solucion o = —1/2 y x1 =3/2. ¥ = (3/2,—1/2)
¢) S6lo hay un T cuya imagen sea b, y es & = (3/2,—1/2)

1 -3 | 3
d) Hay que resolver el sistema de matriz ampliada [ 3 5 | 2 Un sistema equi-
-1 7 |5
1 -3 | 3
valente en la forma escalonada es: [0 2 |-1 El SL es incompatible, por tanto
0 0 |-5

c¢ Imf

Comentario: La aplicacion lineal no es sobreyectiva, ya que existen elementos de R® como
por ejemplo € que no tienen antecedente.
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4.5 Ncleo e imagen de una aplicacion lineal

Definicién 4.4 Se denomina micleo de una aplicacién lineal f : R" — R™, y se
denota Kerf, al conjunto Kerf={Z¥ € R" / f(&)=0}.

Definicién 4.5 Se denomina espacio nulo de una matriz A,,«, en R, y se denota
KerA, al conjunto KerA ={Z € R" /| AZ =0}

Ker f = Ker A, siendo A la matriz estandar asociada a f

Teorema 4.2 Kerf con f: R™ — IR™ es un subespacio vectorial de R™. Equivalente-
mente, KerA, con A € (Myxn,R), es un subespacio vectorial de R™.

Demostracién:
1) 0 € Kerf pues f(0) =0
2) Sean @y v € Kerf
f@+7) =f@) +f(@0)=0+0=0= ad+7eKerf
3) Sean i € Kerf y A € R
fOMD) = Af(@) = A0 =0 = \i € Kerf

También podriamos haber realizado la demostraciéon considerando la matriz A en vez de
la aplicacién lineal f.
1) 0 € KerA pues A0 =0
2) Sean 4 y v € KerA
AT+ 7) = AT+ AT=0+0=0 = 7+ 7 € KerA
3) Sean @ € KerAy A e R
ANT) = MAT) = A0 =0 = \i € KerA |

Definicion 4.6 Se denomina imagen de f, con f : R™ — R™, y se denota Imf, al
conjunto Imf = {f(¥) /| #e€ R"}.

Definicién 4.7 Se denomina espacio de columnas de una matriz A € (M,,xn, R)
al espacio vectorial generado por las columnas de A, es decir, el conjunto de todas las
combinaciones lineales de las columnas de A. Se denota como ColA.

A=[a @ ... @] Cold = <a,ds, ..., a4 >

f(@) = f(z1€1 + 2262 + ... + 20€n) = 21f(€1) + 22f(€2) + ... + 20 f(ER)
Por tanto Imf = < f(é1), f(€2),..., f(€,) >=ColA, pués A = [f(€1), f(€2),..., f(E)]

4.6 Bases de Kerf e Imf

Consideremos una aplicacién lineal f : R"™ —— IR™, con matriz asociada A. Hemos
visto en la seccién anterior como Kerf e Imf son subespacios vectoriales de R"™ y IR™
respectivamente. En esta seccién vamos a determinar las dimensiones de Kerf e Imf
y veremos como ambas se relacionan mediante el denominado Teorema del Rango o
Teorema de las Dimensiones.

SeaA:[c_il 52 (_l‘n}

eIm f=Col A=< dy dy ... d >. Eliminando los vectores linealmente depen-
dientes obtendremos una base de Imf. ‘dim Im f =rg A‘
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e Kerf son los € R™ tales que AZ = 0.

‘dim Kerf =n - rgA‘ = numero de parametros libres

* rgA=n < AZ =0 es CD
En este caso Kerf = {0} y dim Kerf=0

*rgA <n< AZ =0es CI

dim Ker f = n - rgA = nimero de parametros libres

De aqui inferimos el Teorema del Rango o Teorema de las Dimensiones

Teorema 4.3 Sea la aplicacion lineal f: R™ — IR™, entonces

|dim R" = dim Kerf + dim Imf|

‘n = dim KerA + rg A‘

El teorema se puede enunciar para aplicaciones lineales entre dos espacios vectoriales
cualesquiera V' 'y W en la siguiente forma:

Teorema 4.4 Sea la aplicacion lineal f:V —— W, entonces dim V = dim Kerf + dim
Imf

Ejemplo 4.7 Obtén el nicleo y la imagen de la aplicacion lineal f de R® en R? con
-3 6 -1 1 -7
1 -2 2 3 -1 .
3x5

2 —4 ) 8§ —4

matriz estandar asociada A =

e Los vectores de Kerf son los {Z € R® | AZ =0}
3 6 -1 1 -7 |0 1 2 2 3 -1 |0

1 =2 23 -1 |0|~|-3 6 -1 1 -7 |0
2 4 58 -4 |0 2 4 5 8 —4 |0
(1 -2 2 3 -1 1|0 1 -2 2 3 -1 |0

~lo 0 5 10 —10 |o|~|0 0 1 2 —2 |0
0 0 1 2 -2 |o O 0 0 0 0 ]0
1 -2 0 -1 3 |0

~lo0 0 1 2 -2 |o
0 0 0 0 0 |0
* *

Las columnas senaladas con * son columnas pivotales.

r1 = 2x9 + x4 — 35

Ty = Tg 1 2 1 -3
T3 = —2x4 + 275 L2 1 0 0

- T3 | = To Ol +x4 | —2| +x5 2
= 24 0 1 0
T5 = Ts x5 0 0 1

IS
<y
g
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Kerf =< u,v,w >

Los vectores @, T, son linealmente independientes pués T =0 < xo = 24 = x5 = 0
(no hay mds que fijarse en las entradas 2, 4 y 5)

B={u,U,%w} es una base de Kerf. Del teorema del rango ya podiamos deducir que
dim Ker f = 8 pues dim Kerf =5-rqA =5-2=23

° Imf:COZA:< ay dy ... ds >

Para obtener la base de Imf hay que eliminar del conjunto { @y da ... ds } los
vectores l.d. El subconjunto mdzximo de vectores l.i. lo podemos obtener tomando las
columnas de A di y ds, pués son columnas pivotales en una forma escalonada por
filas de la matriz. da, 44 y ds son c.l. de @y y as.

B’={(-3,1,2),(—1,2,5)} es una base de Imf.
Imf =< (-3,1,2),(-1,2,5) >  dim Imf = rgA = 2

e Otra forma de obtener Imf. Los vectores de Imf son los {ff € R® | AZ =7 tiene
solucién }. Denotando como (y1,y2,ys) las coordenadas estandar del vector imagen,
el SL que debe tener solucion es el de matriz ampliada:

-3 6 -1 1 -7 ’ Y1 1 -2 2 3 -1 | Y2
A= 1 -2 2 3 -1 |p|~|-3 6 -1 1 -7 |y|~
2

—4 5 8 —4 |uy3 2 —4 5 8 —4 |y

1 -2 2 3 -1 | Yo 1 -2 2 3 -1 | Yo

0 0 5 10 —10 |y +3ys N[o 01 2 -2 | (y1 + 3y2)/5

0 0 1 2 =2 | —2p+ys 0 0 0 0 0 |(-y1—3y2)/5—2y2+ys
1 -2 2 3 —1 | o

0 01 2 -2 | (y1 4 3y2)/5 ]

[0 0 0 0 0 |(—y1—13y2+5y3)/5

El SL es compatible si y sdlo sz" —y1 —13y2 + 5y3 =0

, es decir, siys = (y1+13y2)/5

n 1 0
Y2 ] =1 [ 0 1 }
(y1 + 13y2)/5 1/5 13/5

Una base de Imf podria ser la C' = {(1,0,1/5),(0,1,13/5)}
Imf =< (1,0,1/5), (0,1,13/5) >

Las soluciones son vectores de la forma + o

Comentario: Este método nos ha permitido obtener la forma implicita del subespa-
cto Imf, que viene dado por la ecuacion encuadrada arriba. Una forma mds sencilla
de obtener la forma impicita de Imf seria exigir que el siguiente SL fuera compati-
ble, en el que los generadores de Imf considerados no son los cinco iniciales sino el
subconjunto l.i.

-1 =3 |[wn -1 -3 | y1
2 1 |y|~~| 0 =5 | y2 + 211

5 2 |uys 0 0 | —y1—13y2+5y3

AF =

Los dos vectores base de I'mf se han reordenado para facilitar las operaciones en la
eliminacion gaussiana.
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Teorema 4.5 Sea f : IR™ — R™ una aplicacion lineal con matriz asociada A. Entonces
f es inyectiva < Ker f = {0} < rgA = n. (La dltima equivalencia se infiere directamente
del Teorema del Rango).

Demostracion:

[ es inyectiva = Ker f ={0}

£(0) = 0 por ser f aplicacion lineal

Por ser inyectiva si f(Z) = 0 = & = 0, pues no puede haber més antecedentes, aparte
del anterior, por tanto Kerf={0}

Ker f ={0} = f es inyectiva
Supongamos i, ¥ € R" tales que f(u) = f(?)
fd—7) = f(d)— f(¥) =0=d—0=0 (pues Kerf = {0}) = 4 =7 = f es inyectiva.
|

Teorema 4.6 Sea f : R™ —— IR™ una aplicacion lineal con matriz asociada A. Entonces
f es sobreyectiva < Im f = ColA =IR™ < dim Imf =rg A =m

Conclusiones

f:IR"™ — IR™ aplicacién lineal con matriz asociada A,,x., e€s:
- inyectiva < rgA =n
- sobreyectiva < rgA = m.

En el caso particular n = m la aplicacién es inyectiva y sobreyectiva o no es ni inyectiva
ni sobreyectiva.

1 —4 8 1
Ejemplo 4.8 Sea f : R* — R3, con matriz asociada A = |0 2 —1 3. Deter-
0 0 0 5

mina si [ es inyectiva y si f es sobreyectiva.

e La aplicacion es sobreyectiva si Vb € R? el sistema AT = b tiene solucion.

1 —4 8 171|™ 1
FEl sistema es | 0 2 -1 3 ? = | Y2
0 0 0 5 3 Y3

x4

1 —4 8 1
y la matriz ampliada | 0 2 =1 3 o
0 0 0 5 uys

rg A= rg A* = 3, por tanto el sistema es compatible para cualquier terna (y1,y2,Ys3),
por tanto f sobreyectiva.

e La aplicacion es inyectiva St cada b € R3 es como mucho 1magen de un vector de
R*. Hemos visto que todo b e R? tiene antecedente, por tanto tenemos que ver i
hay un o infinitos antecedentes. Como el nimero de columnas pivotales (3) es menor
que el nimero de incdgnitas (4), queda un pardmetro libre, y por tanto tenemos un
sistema compatible indeterminado, con infinitas soluciones. Luego f no es inyectiva.

e Respuesta teniendo en cuenta el rango de A.
rgA = 3 = dimR® = Sobreyectiva
rgA = 3 # dimR* = No inyectiva



CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES 120

Ejemplo 4.9 Sea f(x1,29) = (3x1 + 2 , by + Txe , 21+ 322) de R? en R3. Demues-
tra que f es inyectiva. sEs f sobreyectiva?. Encuentra una base para Imf. Obtén las
ecuaciones implicitas de la imagen.

3 1
£(1,0) = (3,5,1), £(0,1) = (1,7,3) A= |5 1;
1 3
3 1 3x1 + x9
1
5 7 LU]: 9x1 + Txo
1 3]t T1 4 32

e Las columnas de A son linealmente independientes por tanto f es inectiva. rgA=2

o f es sobreyectiva si Imf = ColA =R3. dim Im f = rg A = 2. Por tanto f no es

sobreyectiva.
3 1 . 3 1
o f(xy,29)= |5 7 [‘Tl} =x1 |5 | +x2|T]| conz1, 20 €R
1 3] 1 2

Por tanto B = {(3,5,1),(1,7,3)} es una base de Im f.

(Como las columnas de A son Li. directamente forman la base de Imf).

e FEc. implicitas.

31 wn
El SL con matriz ampliada A* = |5 7 y2] tiene que ser compatible.
L 3 ys

Resolviendo por eliminacion gaussiana:

1 3 ys 1 3 Y3
5 7 52|~ |0 -8 y2—5y3

3 1 0 -8 —3ys+un

1 3 Y3
A* ~ ~ 0 -8 Yz — 5y3

0 0 y1—y2+2y3

El sistema es compatible < y1 — y2 + 2y3 = 0, y por tanto, no para cualquier vector
(y1,y2,y3). Las columnas de A no generan R> y por tanto la aplicacion no es
sobreyectiva.

Y1 —Y2+2y3 =0
A partir de la ecuacion implicita podriamos obtener otras bases de Imf:

y1 — Y2 +2y3 =0 = y1 = y2 — 2y3

Yo — 2y3 1 -2
Im f = Y2 conys,y3 €ER =y | 1| +ys| 0| conyz, y3 €R
Y3 0 1

Base! = {(1,1,0),(-2,0,1)}

4.7 Matriz asociada a la composicion de aplicaciones linea-

les
g:RP— R" Bpxp g9(¥) = B¥
f*R"—R™  Apxn f(Z%) = A%

fog:RP— R™ f(g(¥)) = A.BZ la matriz asociada a f 0 g es (A.B)mxp

Nota como las matrices se escriben en el mismo orden que las funciones.



CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES 121

4.8 Aplicaciones lineales inversibles

Definicién 4.8 Una aplicacion lineal f : R™ — IR"™ se dice que es inversible si existe
una aplicacion lineal s : R™ — IR™ tal que:

s(f(@) =7 VieR"
f(s(@) =% VieR"

Si s existe, s es unica. A la aplicacion lineal s, que es la inversa de f se le denota como
f—l

Teorema 4.7 Sea f una aplicacion lineal de R™ en R™ y sea A la matriz asociada a f.
Entonces f es inversible < A es inversible. En este caso la matriz asociada a f~' es A™1,
es decir, f~1(Z) = A71%.

4.9 Matriz asociada a una aplicacién lineal (bases cualesquiera)

Sea f:R" — R™ una aplicacion lineal.

B:{gl, 52, cee by } base de R"

B = {571, b_;g,..., v, } base de R™
Entonces existe una tnica matriz F tal que F[Z]p = [¢]p'. En efecto F es la matriz m x n
cuya columna j son las coordenadas del vector f(u;) respecto de la base B’.

-

F=[[f0)]p [fG)]p - [fbu)]p ]

Demos_t'racién_:‘ .

fzclb1+62b2+...+cnbn

F(@) =W+ g+ ...+ b

f(f) :qf(clgl —t 6252 + ...+ Cl}gn) = le(gL) + Cgf(_gg) + ...+ Cnf_ggn) =
cr(andy +anb's +... 4 amibp) + c2(a12b's + axb's + ...+ amablp) + ...
+en(anb't + agmb's + ...+ apnb'm) = (a1101 + ar2ea + ... + a1ncn)V1+
(agic1 + agaca + ... + agney)b/a + ...+ (amic1 + amac2 + .. + Amn )b =
AL+ by + .+

Por tanto:

ai1c1 +aiecy + ...+ apcy, = Cll aip a2 ... Qin C1 Ci1

as1C1 + a99cy + ...+ aoncn, = 0/2 N a1 az2 ... Q2p 2| Co

Am1C1 + Qm2C2 + ... + GmpCp = C;n Aml Am2 ... Gmn Cn C;n
C1 &

— - - Co 6/2 S
[P [fb)lsr - [fb)]s | .| =| [ | = Flis=[p

Cn c,

Ejemplo 4.10 Sea f : R — R? una aplicacién lineal y B = {iiy, i, i3} base de R3.
Escribe la matriz asociada a f respecto de esta base (en espacio inicial y final) sabiendo

ue: - - -
1 fliy) = iy + 3

f(ta) = 1y + iz + 23
f(l_l:g) = 2U + 2uy + 2u3

0 1 2
1 1 2
1 2 2
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4.10 Relaciéon entre las matrices asociadas a una aplicacién
lineal, respecto a bases distintas

4.10.1 A de canodnica a canénica, F de B a B’

Sea f:IR" — IR™
T f(@) =F=AF 1

Z son las coordenadas respecto a la base éstandar de IR"
f(&) = ¢/ son las coordenadas respecto a la base éstandar de R™
A es la matriz estandar de la aplicacion lineal

Supongamos dos bases distintas de las estdndar, B = {51,52, . ,gn} para R" y B’ =
(01,85, ...0m) para R™.

Z = Pglflg  Pg=[bibs...0by]
7= Pplilp Pg=[U1bs... 0]
La ec. [1] se transforma a:
Py [flgr = A Pg [Zp
[flp = Pg' A Pg [#]p y definiendo F = Pz A Pg
Wl =F [ [2]

Hemos obtenido una ecuacién similar a [1]. La diferencia estd en que:
[Z] B es el vector de coordenadas de & respecto a la base B de R"
[¢] B es el vector de coordenadas de ¥ respecto a la base B’ de R™
F es la matriz asociada a la aplicacién lineal f, respecto a las bases B 'y B’.

Vedmoslo en un esquema: ff R* ————— R™
F-m-—- —
A
Pg 1 T Pp
#s ————— [l
F

Pp tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la base B respecto de la base
canénica. Ppg/ tiene por columnas las coordenadas de los vectores de la base B’ respecto
de la base canonica.

A=Pp FPg'! F=Py' APg

4.10.2 El caso mas general: Fde BaB’, Rde Ca(C

A continuaciéon veremos la relacién entre las matrices asociadas a dos pares de bases
cualesquiera.

[x]c = P [z]p P es la matriz de cambio de base de B a C' en R™. Sus columnas son las
coordenadas de los vectores de B respecto a la base C.

[Wler = Q [ylpr Q@ es la matriz de cambio de base de B’ a C' en R™. Sus columnas son
las coordenadas de los vectores de B’ respecto de la base C.
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RP[z]p=0Q [yp
Q'RPllp=lylp = F=Q'RP

Vedmoslo en un esquema: f: R ———— R™
[7]p — — T [9]5
Pl Il P 1Q" F=Q'RP
[Zlo == ——— o
R

Ejemplo 4.11 Sea g de R? en R? una aplicacion lineal tal que su matriz asociada res-
pecto a la base B = {(1,3),(2,5)}, tanto para el espacio inicial como para el final, es
R 4 -2

2 -1
a) Calcular la matriz asociada a g respecto de la base candnica.

b) Calcula la imagen del vector @ = (6,15) expresando el resultado respecto de la base
canonica.

a) Hay que calcular la matriz A tal que AZ = 7§

1)

Sabemos que R[Z|p = [§|p, con R = {2 1

Para obtener una ecuacion que relacione A y R debemos expresar T e §f en funcion de [Z]p
e [yl o reciprocamente.

¥ = P[Z|p , con P = {1 2}

3 5
y=Pljs
Por tanto AP[Z]g = Pljls v P 'AP[#]s =[5
P'AP=R = A= PRP!

e RS 1 [ A B
Z L:ﬁé ;g]{f;]::{:;g}
A i f(a@)

Otro método: obtencion de la imagen utilizando la matriz R

Primero tenemos que expresar (6,15) en la base B, resolviendo el siguiente sistema:

1 2 6 1 2 6
3 5 15 0 -1 -3
La solucion es (0,3), por tanto las coordenadas de (6,15) respecto a la base B son [i|p =

(0,3)

Tomando la matriz R: R [0} = [_g
[ [f(@)]s=[¥]B

y expresando [§]p = [:g] respecto a la base candnica tenemos:

7=r@=-o|;|-3]2] = | 555
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Ejemplo 4.12 Se considera la aplicacion lineal f de R* en R? cuya matriz estdndar aso-
2 0 1 3

3 0 2 1
2 1 0 -1
a la base estindar de R* y la base {(1,0,2),(0,1,3),(1,2,2)} de R3.

ciada es A = . Determina la matriz asoctada a la aplicacion respecto

2 0 1 37 [x1 hn
3 0 2 1 2 | = | Y2 AT = gj
_2 1 0 -1 T3 Ys

Tenemos que calcular R tal que RT =1

[ Y1 1 0 17w
v | =10 1 2| |9
A

Ly3 2 3 2
AT =Pj§ = P 'A¥7=49§ = R=P'A

<y

1 01 2/3 —1/2  1/6
P=10 1 2 P—1:[2/3 0 1/3]
2 3 2 /3  1/2 —1/6
/6 1/6 —1/3 4/3
R=P1'A=|-2/3 1/3 -2/3 -7/3|; Ri=17

11/6 —1/6 4/3  5/3

Ejemplo 4.13 Se considera la aplicacion lineal f de R? en R3, definida por:

(1,1,0) — (0,—3,-2)

(3,0,—-2) — (1,4,-5)

(0,—-2,2) — (1,—4,0)
Determina la matriz asociada a la aplicacién lineal respecto a la base estdndar de R> (en
dominio y codominio).

En primer lugar veremos que el conjunto B = {(1,1,0),(3,0,-2),(0,—2,2)} forma una
base.

1 3 0
1 0 —=2|=—10 por tanto los tres vectores forman una base. Denotamos esos vectores
0o -2 2

como Uy, Uy Yy Us.
T = 56/11_[1 + 56/21_[2 + xgﬁg
f(@) = 2 fir) +ay f () +a5 f(Ud3) = 21(0,3, —2)+a5(1,4, =5)+x5(1, —4,0) = (y1,92,¥3)

Expresando el sistema matricialmente obtenemos:

0 1 1 x) Y1
-3 4 -4 | = |y
-2 =5 0 xh Y3

Llamando Q a la matriz de la izquierda tenemos Q[Z|p = §

Para obtener la matriz A tal que AT = § debemos escribir la ecuacion que relaciona [¥]p

vy 1 3 0
P[f]B:f COHP:[ﬁlﬁzﬁg]: 1 0 -2
0 -2 2

7= Q[Z]s = QP~'%, por tanto la matriz asociada en la base estindar es A = QP!
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0 1 1 1 3 017" 2/5 —=2/5 1/10
A=QPt=|-3 4 —4||1 0 -2| =]|-6/5 —-9/5 —19/5
-2 =5 0 0o -2 2 -9/5 —-1/5 —1/5
1 0
Podemos comprobar por ejemplo como A | 1| = {3]
0 -2

Ejemplo 4.14 Sea la aplicacion lineal g : R? — R? tal que:
9(1,0,0) = (3,-1)
9(0,1,0) = (0,4)
9(07 07 1) = (_27 5)

con todos los vectores referidos a la base candnica.

a) Determina la matriz A asociada a la aplicacion lineal respecto de la bases candnicas.

b) Determina la matriz F asociada a la aplicacion lineal respecto de las bases B =
{(1,3,0),(1,0,2),(0,4,-2)} de R® y B' = {(2,1), (4,3)} de R%

o[ 50 2] e =19 9(@) o)
b)
g R? ———-—-— RR?
[f]can - - — Lﬁ]can
P 1 rTQ et R=Q'AP
W~ — [
1 1 0
2 4 _ 3/2 -2
P=|3 0 4 Q= Q=
10 H -
., [-35/2 —39/2 —6
@ IAP_{ 19/2  19/2 4]

4.11 Matrices equivalentes

Definicién 4.9 Se dice que dos matrices Amxn Y Gmxn SOn equivalentes, si existen dos
matrices inversibles P, y Qm tales que A = PGQ

Teorema 4.8 Dos matrices equivalentes por filas son equivalentes.
Demostracion: Apxn es equivalente por filas a Gy, xp, = existen Ey, Fo, ... E,

matrices elementales de orden m tales que A = F1Fs... E,G

El producto de matrices elementales es una matriz inversible. Denotando E1Fs ... E, = P
tenemos que A = PG = PGI, siendo I la matriz identidad de orden n.

A = PGI con P e I inversibles y por tanto A es equivalente a G. |

Teorema 4.9 Dos matrices son equivalentes entre si si y sélo si definen la misma apli-
cacion lineal respecto a bases distintas.
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Demostracion:
ff R" —————— R™
(7 == ——— [
A
Q | L Pt 7P
[f}*// —_— [m*m
G
A [z]s = [ylv
G el = [yl

A =P G Q, siendo P la matriz de cambio de base de ¥ a *' y Q la matriz de cambio de
base de * a [ |

4.12 Endomorfismos y matrices semejantes

Definicion 4.10 Se dice que dos matrices A, y G, son semejantes si 3 P inversible
tal que A se puede factorizar de la forma A = PGP~'. Si dos matrices son semejantes,
es obvio que también son equivalentes.

Teorema 4.10 Dos matrices A, y G, correspondientes a la misma aplicacion lineal en
distintas bases, utilizando en cada caso una misma base en el espacio inicial y final, son
semejantes.

Demostraciéon: Denotemos por A y GG, respectivamente, las matrices asociadas a f
respecto de la base C (inicial y final) y respecto de la base C’ (inicial y final). La relacién
entre A y G se puede deducir del siguiente esquema:s:

f: R" ———— R"
[Zlc — = ——— [yl
A
Pt | T P A=PG P!
[T]cr — — ——— [Ylo
G

4.13 Matriz diagonalizable

Definicion 4.11 Se dice que una matriz A, es diagonalizable si A es semejante a una
matriz diagonal, es decir, si existen una matriz inversible P y una matriz diagonal D tales
que A= PDP~!.



CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

127

4.14 Geometria de algunas aplicaciones lineales en el plano

I) Rotacién en el plano, respecto de un punto fijo, (0,0), de un angulo S.

|

cos/3
—senf

senﬂ}

cos3

Ejemplo: Rotacién respecto de (0,0) del cuadrado de vértices (0,0),(1,0),(1,1) y (0,1), un

angulo /3

[ cos(w/3)  sen(w/3) 7 [1] 1/2 }

| —sen(r/3) cos(m/3)| 0] ~ | —v3/2

[ cos(m/3)  sen(w/3)7[0] \/§/2}

| —sen(mw/3) cos(m/3)] [1] | 1/2

[ cos(m/3) sen(w/3)][1 ‘1/2+\/§/2]

| —sen(mw/3)  cos(m/3) 11/2 —+/3/2
of : 8. A

12
= | _/32

Matriz estandar asociada

V3/2
1/2
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IT) Reflexiones
. 1 0 1 0= T
e Respecto del eje X A—[O _J [0 _1] {y}_{—y}
{ flei) =&
flez) = —é
Para un vector genérico (z,y), f(x€1 + yé3) = —zé| + yés. (La primera coordenada
canonica cambia de signo, la segunda se queda igual).
. -1 0 -1 0] [=x —x
e Respecto del eje Y A—[ 0 1} [0 1] [y}_{ y}

{ flel) = —é

f(e3) =é

Para un vector genérico (z,y), f(x€1 + yé3) = xéy — yés. (La segunda coordenada
canonica cambia de signo, la primera se queda igual).

2 2
15 15
i == i+ —
I I
| |
0.5 | 0.5 |
| |
I I
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5F -1.51
-2 -2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2

La reflexién respecto del eje X (eje Y) también se conoce como ”simetria ortogonal”

respecto del eje X (eje Y).
< L -1 0 -1 0]|z|] [—-=
o Reflexién respecto del eje origen A = [ } { 0 _J {y} = [—y]

0 -1
o
1.5¢F
1l N 2
I
|
0.5r |
|
I
ok 0 3
3 0
-0.5
1t
2 1
-15
ol




CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES 129

I1T) Expansién/contraccién

) 1 0 1 0] [z T
Vertical a=[o 1] o #)1y)=15)

. k 0 k O0]l[=x kx
Horizontal A= [O 1] [O 1} [y} = { y }

. . k 0 k 0][x kx
Vertical y horizontal A = [0 k’} [0 k:’] [y} = [k’y}

k > 1 es expansion y 0 < k < 1 es compresion.

En la ultima matriz si k = k' la expansién o compresion es igual en los dos ejes.

Se muestran graficos correspondientes a 1) Una expansién vertical, 2) Una compresién
horizontal y 3) Una expansién horizontal y vertical con la misma escala en ambas dire-
cciones

2.5r

21

1.5r

)

0.5F
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IV) “Shear” o cizalladura. Todas las lineas paralelas a una linea fija se trasladan paralela-
mente a la linea fija por una cantidad proporcional a la distancia entre la linea y la linea
fija. Las lineas a lados contrarios se desplazan en sentidos contrarios.

. 1 k 1 k] [z x+k
“shear” horizontal A= = Yy
0 1 0 1]y Y
2 B 2
15- shear horizontal 1 15t shear horizontal
k>0 k<0
B 1 b ir " - 1
I
05 1 4 05 |
|
: ‘
0 = 0 L
-0.5 1 -05
—1F B -1
-15 4 -15
-2k b -2
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2
. 1 0 1 0]« T
“shear” vertical A= =
E 1 E 1]y kx +y
2.5F B
oL
2r 1 15k shear vertical
15 shear vertical ] k<0
k>0 ] |
I
ir 1 i |
| 0.5r |
|
0.5r : B |
| ofF
I
or i
-0.5
-0.5 i
qb
qb |
_15 L
_15h |
ol
_2 |5 |
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4.15 Ejercicios

Ejercicio 4.1 Determinar si las aplicaciones f(z) =5z y g(z) =5x+3,deR en R y
sobre el cuerpo R, son o no aplicaciones lineales.

Ejercicio 4.2 Determina si la aplicacion f : R3 — R2, definida por f(x1,x2,x3) =
(z1,23) es o no aplicacion lineal.

Ejercicio 4.3 Sea la aplicacion lineal f : R? — R, definida por f(x1,x9) = 221 — 329 .
Hallar el nicleo de la aplicacion lineal.

Ejercicio 4.4 Considera la aplicacion f : R? — R?2, definida por f(x1,x2) = (321, 3x1+
x2) . Comprobar que es una aplicacion lineal y hallar el nicleo.

Ejercicio 4.5 Demostrar que la aplicacion lineal f : R? — R3, definida por f(x1,x2) =
(1 + x2,21,21 — x2) es inyectiva y no suprayectiva.

Ejercicio 4.6 Sea la aplicacién lineal f : R — R?, definida por:

(1,0,0) — (2,1)

(0,1,0) — (0,1)

(0,0,1) — (1,1)
Hallar la imagen de R® para esta aplicacion lineal, las ecuaciones de la aplicacion lineal
y el nicleo.

Ejercicio 4.7 Sea la aplicacién lineal f : R? — R3, definida por:

(1,0,0) — (1,1,-1)

(0,1,0) — (1,—1,1)

(0,0,1) — (1,-3,3)
Hallar el nicleo e imagen de f, las dimensiones del nicleo e imagen, y una base para cada
uno de ellos.

Ejercicio 4.8 Sea la aplicacion lineal f : R® — R3, definida por:
(1,0,0) — (1,1,0)
(0,1,0) — (0,1,1)
(0,0,1) — (1,1,1)

Demuestra que f es inyectiva y suprayectiva.

Ejercicio 4.9 Considera las siguientes aplicaciones lineales:
f(xvy) = (x—y,3:c,2y) IRQ'—>IR3
g(z,y) = (x,z+y,x —y,y) R? — R4
h(z,y,2,t) = (x —t,x+y+2zy—2) RIr—R?
Demuestra que f =hog

Ejercicio 4.10 Dada la aplicacion lineal f : R® — R3, definida por:
(1,0,0) — (1,1,1)
(0,1,0) — (2,0,-3)
(0,0,1) — (0,0,4)
a) Hallar la matriz correspondiente a la aplicacion lineal
b) Hallar la imagen de (2,—3,5)
¢) Hallar el vector cuya imagen es (2,—5,4)

Ejercicio 4.11 Considera la aplicacion lineal cuya matriz asociada respecto a las bases
1 3 -1
0 1 1
1 4 0

candnicas es A = . Determinar Imf y una base del mismo.
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Ejercicio 4.12 Sea f la aplicacion lineal f : R* — R3, definida por:
fL,L,L1)=(1L,11)
f(1,1 1 1)=(1,1,-1)
(17 ’ ) (1 -1 _1)
f(a,— 1 ,—1)=(— 1,—1,—1)
Determina la matrzz asociada a la aplicacion lineal respecto de las bases canonicas.

Ejercicio 4.13 Construye, si es posible, una aplicacion lineal con las condiciones pedidas
en cada uno de los casos siguientes:

a) una aplicacion lineal inyectiva de R* en R3

b) una aplicacion lineal sobreyectiva de R* en R3

¢) una aplicacion lineal de R* en R® cuyo rango sea 5

d) una aplicacion lineal de R5 en R* tal que dim Kerf = 3

Ejercicio 4.14 Sea B la base de R? dada por los vectores {(1,0,1),(2,1,1),(0,1,2)}. Se
considera la aplicacion lineal f -V = R3 — W = R3, definida por:

f(1,0,1) = (4,-2,1)

f(2,1,1) = (11,2, -1)

£(0,1,2) =(1,2,-1)
donde todos los vectores estan expresados en la base candnica.
a) Halla la matriz M de la aplicacion f respecto de la base B en V' y de la base candnica
en W.
b) Halla la matriz A de la aplicacion f respecto de la base candnica en V. y W.
c¢) Halla las dimensiones de Kerf e Imf, y utiliza lo obtenido para justificar que f no es
biyectiva.
d) Calcula Kerf e Imf

1 -2
Ejercicio 4.15 Sea L = [2 1 ] la matriz asociada o la aplicacion lineal L de R? en
1 1

R3, respecto de las bases candnicas de R? y R3 respectivamente. Determina la matriz
asoctada a L respecto:

a) Las bases S = {(1,-1),(0,1)} y T'={(1,1,0),(0,1,1),(1,-1,1)}

b) La base canonica en R? y la base T en R3

¢) La base S en R? y la base candnica en R>

2 4
1 2
la propia matriz A). Suponiendo que A representa una transformacion lineal referida a
las bases candnicas de R?, la matriz F corresponderd a la misma transformacion lineal
respecto a otra base B (la misma en espacio inicial y final). Determina esa base B.

Ejercicio 4.16 Obtén una matriz F' semejante a la matriz A = (que no sea
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Ejercicio 4.17 Dadas las siguientes aplicaciones lineales de R3 en R? en las que se hace
referencia a la base candnica { €1, €, €3} o ala base B = { iy, s, U3}, indica qué matriz
asociada F' se infiere de forma inmediata (marcando el recuadro con una X ) y cual es esa
matriz (rellena con nimeros los puntos suspensivos)

fler) =é1 + e O Fr=y r 7
a){f(@)—é O Flis =9 F—
F(@) = -1 + & O FlZls = VB I . ]
O FZ=ylB
f(t) = 3ua + 3 O Fi=y I 1
b) {f(772):—5ﬁ1+2ﬁ3 O Flilp =y F =
f(_)g) = —{1 + Uy — U3 U F['ﬂB = [?j]B L .. ]
O F7Z=[yls
f(er) = 3y + u3 O Fi=y r 1
C){f(52):ﬁ1—2uz O Flilp =9 F=
f(_»g) = —Us L F['ﬂB = [?j]B L ]
O Fi=[y]s
f(iy) = —2¢€1 + & — é3 O FZ=y r 7
d) {f(ﬁg) = &) — 26 O Flalp =9 F =
flis) = —é, O F#p = [y I ]
O FZ=[yls

Ejercicio 4.18 Simetria ortogonal respecto a una recta que pasa por el origen
Considérese en R? la simetria ortogonal respecto de la recta generada por el vector (3,1).

a) Determina la matriz M asociada a este endomorfismo respecto de la base B = {(3,1),(1,—3)}
b) Determina la matriz A asociada respecto de la base candnica.

¢) Determina la imagen del vector ¥ = (4,3) (el vector T estd en base candnica, y la
imagen de & también hay que darla en base candnica).

Ejercicio 4.19 Simetria oblicua respecto a una recta que pasa por el origen

Sea f la aplicacion lineal f : R? — R2, definida por la matriz A =1/3 {_41 ﬂ

respecto de la base candnica de R?. Encontrar la matriz que representa dicha aplicacion
respecto de la base B = {(1,2),(—1,1)}. ¢ Cual es el significado geométrico de dicha
aplicacion?.

Ejercicio 4.20 Determina la ecuacion de la recta cuyos puntos permanecen fijos en la

transformacion lineal 3r+y y—x
9(z.y) = (5 "5)

¢ Cual es la matriz asociada a esta aplicacion lineal, respecto de la base candnica?.

3 1
0 1
a) Representa grdficamente la transformacion por f de un cuadrado de vértices (—1,—1),

b) Demuestra que f se puede escribir como la composicion de una dilatacion segin el eje X
y una cizalladura segin el eje X, siendo las correspondientes matrices de transformacion:

k 0 k 0] [z kx
r=lo v G VG-
1 K 1 K[z x+ Ky
/ __ —
m=lo v Qo G-
Calcula los coeficientes de dilatacion k y de cizalladura k' para los casos A = TT' y

A=T'T.

Ejercicio 4.21 Considera el endomorfismo f en IR? con matriz asociada A = [
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c¢) Demuestra que la transformacion f deja fijos los puntos de una recta y obtén la ecuacion
implicita de dicha recta.

Ejercicio 4.22 Considerando el endomorfismo de R? dado por un giro de 90 grados en
sentido antihorario, obtener su matriz:

a) en base candnica
b) en base {(1,1),(1,—-1)}

Ejercicio 4.23 Considerando el endomorfismo de R® dado por una simetria ortogonal
respecto al plano YZ , obtener su matriz:

a) en base candnica

b) en base {(2,0,0),(0,3,0),(0,0,4)}

Ejercicio 4.24 FEncontrar la matriz asociada a la transformacion lineal en el plano, co-
rrespondiente a una cizalla horizontal de dngulo 30° respecto de la vertical.

Ejercicio 4.25 Encontrar la matriz asociada a la transformacion lineal en R3 cuya trans-
formacion geométrica es la siguiente:

e Dilatacion por un factor 2 segun el eje X

o (lizalladura de los planos paralelos ol X Z de dngulo 30 grados hacia y positivo.
Ejercicio 4.26 Calcula la imagen del subespacio vectorial H de R® dado por la ecuacion
1 2 3
0 2 3]

0 1 1

z = 2y, mediante la transformacion lineal A =

Ejercicio 4.27 Demuestra que dos matrices semejantes tienen el mismo determinante.

Ejercicio 4.28 Simetria oblicua. a) Obtén el punto simétrico de ¥ = (8,5) respecto de
la recta v con vector director iy = (5,2) segun la direccion paralela a la recta s de vector
director iy = (1, 3).

b) Obtén la matriz de la aplicacion lineal anterior respecto de la base candnica.

c) Comprueba el resultado a) utilizando la matriz del apartado b).
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Ejercicio 4.29 EnIR? se consideran los subespacios U =< (1,1,1) > y W = z+y-+z = 0.
Determina un endomorfismo f en R? de forma que Kerf=U e Imf=W

Ejercicio 4.30 Dada la aplicacion lineal f : R* — R, definida por f(z,y,2,t) =z +
ay + bz + t, obtener los valores de a y b para que la dimension de Kerf sea 3.

Ejercicio 4.31 Dado un endomorfismo f de R3, el conjunto B = {(2,1,1),(—1,1,0)}
es una base del subespacio imagen de f. Argumentar que tipo de aplicacion es. Obtener
las ecuaciones de una aplicacion cuyo espacio imagen sea el gemerado por B, asi como su
nicleo y matriz asociada.

Ejercicio 4.32 Sea f un dendomorfismo en R? tal que f(¢1) = (1,0,0), f(&) = (1,0,3)
y f(e3) = (0,¢,2). Determina Kerf en funcion del pardmetro c.

Ejercicio 4.33 Sea la aplicacion lineal f : R* — R®, definida de la siguiente forma:
f(z1, 22,23, 74) = (a1 + T2, 71 + ax3, T2 + 74)

Se pide:
a) Valores de a para los cuales f es inyectiva
b) Valores de a para los cuales f es sobreyectiva

c¢) Base del nicleo de f en funcion de a, y para el caso particular a = 2

Tr1 = 0
d) Sea V el subespacio de R* definido por las ecuaciones implicitas {373 =0 . Cal-
T +x3 = 0

cular las ecuaciones implicitas de f(V') para a =0
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4.16 Soluciones

4.1
a) f(x1+x2) =5(x1 +22) = 521 + 512 = f(21) + f(22)
f()\:L‘l) = 5()\$1) = 5)\{[:1 = )\51’1 = )\f(l‘l)

Por tanto f(z) es lineal.

b) f(z1+x2) =5(x1 +x2) +3 =5z +5ra+ 3
f(x1) + f(x2) = 521 + 3+ 522 + 3

Los segundos miembros no son iguales puesto que 3 # 6, y por tanto la aplicacién no es
lineal.

4.3
f(xl,xg):2x1—31:220<:>:c2:2/3 X1
Kerf={z; (1,2/3) / =1 € R}

Otra forma de expresar el nicleo: Ker f =< (1,2/3) >
dim Kerf=1

4.5

f(x1,29) = (21 + 22, 1,21 — 22) = (0,0,0) &
x1+x9=0
5[51:0
Xr1 — T2 =0

Kerf = {(0,0)}, por tanto la aplicacién lineal es inyectiva.

La matriz asociada a la aplicacién lineal es de orden 3 x 2 por tanto dim Imf =rg A < 2
< 3, por tanto no sobreyectiva.

4.6
A:ﬁ (1) H dimIm f =rg A=2 Imf=R>
fenman =2 01 T 2wt
L2, T3) =1 | 4 xz =y + 20+ 2
3

2z1+z3 =10

Las ecuaciones de la aplicacién lineal son:
T1+ T2+ X3 = Y2

Nicleo de la aplicacién lineal:

{21’1+:L’3:0

x1+x2+23=0

x1=—1/2 x3

xo=—-x1—x3=1/2 3 —23=—1/2 23

Ker f = {(_1/27 _1/27 1) T3 / x3 € R}
dim Kerf=1, y queda comprobado que dimR? = rgA + dim Kerf (3=2+1)
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4.7
Ker f

1 1 1 |0 1 1 1 1|0 11 1 |07]F
1 -1 -3 |0 ~|0 -2 —4 |O|~|0 1 2 |O
-1 1 3 10 0 2 4 |0 0 0 0 |O
Tog=—223, T1 = —Xo —T3=2T3— T3 =23

Kerf = {(z3,—2 z3,23) / xz3 € R}

dim Kerf = 1, Base={(1,-2,1)}

Im f

A la vista de la matriz * tenemos que en A la tercera columna es c.l. de las dos primeras,
por tanto una base de Imf puede ser Base={(1,1,—1),(1,-1,1)}

Otra forma de obtener una base de Imf seria la siguiente:

1 1 1 |yl 1 1 1 | oy 111 |yl
1 —1 -3 [y2|~|0 -2 —4 | —yl+y2|~]0 1 2 |1/2(y1 -2
-1 1 3 |y3 0 2 4 | yl+y3 0 0 O | y2 + y3

El sistema tiene solucién si y sélo si (esta es la ecuacién implicita).
Imf ={(y1,y2,-y2) / yl,y2 € R}
dim Imf =rg A =2 Base={(1,0,0),(0,1,-1)}

4.8
1 0 1
A=(1 1 1 A continuacién aplicamos eliminacién gaussiana por filas para calcular
0 1 1
el rango.
1 0 1 1 0 1
rgA=rg|0 1 0| =rg|{0 1 0f=3
01 1 0 0 1

rgA=dimensién del espacio inicial, por tanto inyectiva

rgA=dimensién del espacio final, por tanto sobreyectiva
4.9

g9(z,y) = (z, 2 +y,z—y,y)

h(g(z,y)) = h((z, 2 +y, 2 —y,y)) = (r—y, r+r+y+r—y,c+y—(r—y)) = (r—y,32,2y) =
f(z,y)

De otra forma, se puede comprobar que A, A, = Ay
1 0

10 0 -1 L 1 -1
Ap=111 1 0 A= |1 A;=13 0
01 -1 0 0 2

0 1
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4.12

Una aplicacién lineal queda perfectamente definida por las imagenes de una base del
espacio inicial. Comprobemos que {(1,1,1,1),(1,1,1,-1),(1,1,—-1,—-1),(1,—1,—1,-1)}
forman base de R*.

Escribimos la matriz P que tiene como columnas esos vectores, y realizamos la eliminacién
gaussiana:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
p_ 1 1 1 -1 N 0 0 0 -2 N 0 -2 -2 =2
11 -1 -1 0O 0 -2 =2 0 0 -2 =2
1 -1 -1 -1 0 -2 -2 =2 0 0 0 -2

rgP=4 y dimR*=4, por tanto las columnas de P son base de IR*.

Denotando los vectores como 1, ¥y, U3, U1, tenemos que cualquier Z € R* se podré expresar
como c.l. de esa base:

) U1 + ahUy + 2503 + 2,04

g = f(Z) = 20 f(01)+ay f (O2)+as f(Us)+ay f(Ua) = [ (1) f(02) f(U3) f(V4)][Z] = M[Z]p

1 1 1 -1
M={1 1 -1 -1
1

-1 -1 -1

8y
I

Por tanto la matriz asociada a la aplicacion lineal respecto de las bases candnicas es
1/2 0 0 1/2

0 1 0 0
MPl=M 0 0 /2 -1/2 0 0 1 0|=A4
0 1/2 —-1/2 0 0 0 0 1
1/2 —1/2 0 0
AT =7
4.13

a) Imposible. La matriz A seria de orden 3 x 4, por tanto rgA < 3, y A inyectiva si y sélo
si rgA = dimensién del espacio inicial = 4.

b) Vendra dada por una matriz A de orden 3 x 4 con rgA=3, pues A sobre si y sélo si
rgA=dimensién del espacio final = 3.

1 0 0 O
Por ejemplo: [0 1 0 O
0 010

c¢) Imposible, la matriz A ha de ser de orden 5 x 4, por tanto rgA < 4

d) La matriz A es de orden 4 x 5, por tanto rgA < 4. De acuerdo con el Teorema del
Rango, dim R® = 5 = rgA + dim Kerf. Ya que dim Kerf debe ser 3, rgA = 2. Cualquier
matriz A de orden 4 x 5 y rango 2 verifica la condicién de este apartado.

10 0 0O
Por ejemplo: 01000
00 0 00
000 00
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4.14
4 11 1
a) M = [_2 2 9 ] MFp =7 1]

b) A =y¢
Ppl7lp =% = P3'% = (7B
Sustituyendo en [1]:
MPjgla_:’: i, por tanto A = MPgl

-1

4 11 1 1 2 0 14 7 =2
A=1|-2 2 2 01 1 =1/3|-2 14 —4
1 -1 -1 1 1 2 1 -7 2

¢y d ) Calcularemos Kerf e Imf tomando la matriz A, que es la referida a las bases
candnicas.

Ker

Ker f= Vectores tales que su imagen es el 0. Por tanto Kerf se obtiene resolviendo el SL
AZ =0 =

14 7 =2 0
1/3 | =2 14 —4| &= |0], que tiene la misma solucién que:
1 -7 2 0

14 7 =2 0
-2 14 —4|Z=10
1 -7 2 0

Resolviendo mediante eliminacién gaussiana obtenemos:

14 7 =2 |0 14 7 =2 10 15 0 0 |0

-2 14 -4 |0|~|0 O O |O|~1|0O 0 0 |0
2

1 =7 2 |0 1 -7 2 |0 1 -7
x1—7x2+2x3:0:>7x2:2x3:>

Kerf = {(0,1,7/2) 2o / 22 € R} dim Kerf =1 = f no es inyectiva
Im f

Por el Teorema del Rango sabemos que dim Imf = 3 - dim Kerf = 3 - 1 = 2. Por tanto la
base estard formada por dos columnas de A linealmente independientes. Las dos primeras
columnas de A son li. por tanto Imf = < (14,-2,1), (7,14,-7) >

A* =
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4.16

A=

]

A semejante a F = A= PFP~! = F = P~1AP

Tomamos por ejemplo P = {

1
0

Calculamos la inversa por G-J:

4

1 2 10 101 2] L1 2
0 -1 0 1 01 0 -1 “lo -1
1 272 411 2 4 0
_ p—1 _ _
e L P | e | PR
4 0
F=1 o]
f R* ————— R"
A . §
A
Pt T P A=pPF p!
@] ————— [¥lB
PlZlp=2 = B={(1,0), (2,-1)}
(€1) = €1 + & M Fz =y
(@)=a O Fl@p = ¢ o
(€3) = —e1+ & O Flds = [§]s
O FZ = 4]z
f(idy) = 3y + 13 O Fi=y
f(iy) = —5ily + 23 O Flilp =y F=
fus) = =y + U — 3 Fl#]p = [yl
O FZ = [z
(€1) = 3ty + U3 O Fi=y
(gg):ﬁl—QUQ DF[x]B:y F =
(€3) = —il3 O F[#]s = [lB
N Fi=[js
(1) = —2€1 + & — €3 0O FZ=y
(tiz) = €1 — 2€ M Pl =g F=
(il3) = —é O F[#]s = [Jls
O FZ = iz

1
0
0

-5

-1

1
0

—17

0

140
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4.18
f(3,1) =(3,1)
a B={(3,1),(1,-3 {
) B3 31, 29y = ~(1,-3)
Para enlazar este ejercicio con el anterior podemos utilizar esta notacién:
by = (3,1), by = (1,-3), B = {b1, b} es base de R2.
Con esta notacién la definicién de la aplicacion lineal es la siguiente:

f(gl) = by o lo que es lo mismo: f(gl) =101 +0b,
{f(bg) = —bo a f(ba) =00y —1 by

Por tanto en la base B = {(3,1), (1, —3)} la matriz asociada es: M = [(1] _01]

b)  En la base canénica: A = PMP~!

31 413 1
P{l —3} F 10[1 —3]
C[3 1)1t 01.[3 17 4 3
A_[l —3“0 —1]10{1 3}_1/5[3 4]
4.19
-1 2 L
A-l/?)[4 1} AT =y

AP[#p = Plflg  con P — B g

respecto de la base B.

} y siendo [Z]p e [¢]p las coordenadas de Z e ¢

P 'AP[¥|p = [y|B por tanto la matriz asociada a la aplicacién lineal, relativa a la
_ 1/3 1/3 1 271 -1 1 0
_p-lAp_ _
base B es R=P AP—[_2/3 1/3]1/3[4 1} {2 1}_{0 _J
[(1) _OJ es la matriz asociada respecto de la base B.
- 1 0 C1 C1
mas=s |y 4][a],=1-al,

El vector by = (1,2) tiene por coordenadas respecto de la base B [bi]g = (1,0), y su
imagen tiene por coordenadas respecto de la base B

[(1) _OJ [HB = {HB Por tanto f(gl) =b = (1,2)

El vector by = (—1,1) tiene por coordenadas respecto de la base B [52]3 = (0,1), y su
imagen tiene por coordenadas respecto de la base B

[(1) _OJ [ﬂB = [_OJB Por tanto f(gg) = —1by = (1,-1)

El vector b; se transforma en sf mismo, y el vector by tiene como imagen el vector opuesto.
La aplicacién lineal corresponde geométricamente a una reflexién respecto de la direccién
(1,2), paralelamente a la direccién (—1,1). También se expresa esta transformacién lineal
como “simetria oblicua”.

(1,2) es la direccién del eje de simetria. Recta y = 2 z.

La simetria se produce paralelamente a la direccién (—1,1), por tanto paralelamente a la
recta y = —x.

Ya que (—1,1) no es ortogonal a (1,2) la simetria no es ortogonal sino oblicua.

Ferby + eaba) = e1by — caby
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Veamos por ejemplo como se transforma el vector (1,2) + (—1,1) = (0,3), que tiene
coordenadas respecto a B (1,1). La imagen tiene coordenadas respecto a B (1,—1).
Respecto de la base canénica la imagen es (1,2) — (=1,1) = (2,1)

simetria oblicua

7=03) ,

4.20

9(1,0) = (3/2,-1/2) o[ 32 12
9(0,1) = (1/2,1/2) - [—1/2 1/2]

A continuacién determinamos los elementos (a,b) € IR? que permanecen fijos, resolviendo
la ecuacion:

3/2 1/2][al _Ja

-1/2 1/2||b] b
3/2a+1/2b=a=3a+b=2a=a=-b
—1/2a+1/2b=b=b—a=2b=a=-b
Por tanto los vectores de R? que permanecen fijos respecto a la transformacién g son los
que tienen la forma (a, —a), para cualquier valor de a.

La ecuacion de la recta es:

r=a
En forma paramétrica: {y __, /aeR

En forma implicita: y = —x
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4.22
Determinemos las imagenes de los vectores de la base canénica:
€1 se transforma en €5
€9 se transforma en -€;
[ f(e1) =0e + 1é;
Por tanto: { (&) = =18, + 08
Y la matriz respecto de la base canodnica es: A = [(1) _é]
1 1 1 . 0
Respecto a la base B, FF = P~ AP, con P = 1 10 obteniendo: F = 1
4.23
La coordenada candnica x se transforma asi : 2’ = —x
La coordenada candnica y se transforma asi : ¢y =y
La coordenada candnica z se transforma asi : 2/ = 2
fler) =—é
O expresado de otra forma: { f(€2) = €
f(é3) =¢é3
-1 0 0
En base candnica A = 0 1 0
0 0 1
/2 0 0 -1 0 0 2 00
En base B se obtiene: F = P !AP = 0 1/3 0 0 1 0 0 3 0
0 0 1/4 0 0 1 0 0 4

1/2 0 07[-2 0 0
0 1/3 0 030
00 4

0 0 1/4

-1 0 0
=| 0 1 0] (lamatriz es la misma).
0 0 1

143
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4.24

5 5t -
4 at .
3 3t -

-2 ol |
-3 -3 y?a_n?30) i
-4 4t |
-5 5| |
-2 0 2 —é 0 2
X X

{ f(en) =&
f(e2) = tan(30)é1 + é3
La explicacién es la siguiente: llamando [ a la longitud de f(é3), tendremos que la com-
ponente x de f(é3) es [ sen(30) y que la componente y es [ cos(30), que por otra parte es
igual a 1, porque €3 y f(€3) tienen la misma componente y. Por tanto:

f(é3) =1sen(30) é1 +1é3 = ﬁ(ao) sen(30) €1 +1 é5 =tan(30) €1 +1 €

. [1 tan(SO)}

0 1

o 11
{a:/’ =z +y tan(30)
y =y

4.25
=2z 2 00

a) y/ Yy 0 1 0
2=z 0 0 1

"=z + tan(30)z 1 0 tan(30) x x’
STE R R0

R
I

S
I

~
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4.26

El subespacio H tiene dimension 2, pues tenemos una ecuaciéon implicita.

Una base es B ={(0,1,2),(1,0,0)}, por tanto H =< (0,1,2),(1,0,0) >

Un vector genérico de H tendré la forma « (0,1,2)+ 5 (1,0,0), siendo « y (3 pardmetros.

Un vector genérico de f(H) tendrd la forma o f(0,1,2) + 8 f(1,0,0), siendo a y f3
pardmetros, o lo que es lo mismo, a A.(0,1,2) + 5 A.(1,0,0), siendo « y (3 pardmetros.

Desarrollando cada producto matriz-vector obtenemos:

o2 Bl-L L sfle)-l

Por tanto, un vector genérico de f(H) tendra la forma « (8,8,3) + 5 (1,0,0), siendo « y
B parametros. f(H) =< (8,8,3),(1,0,0) >.
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4.28

e a) La transformacién geométrica actia sobre los vectores u] y us de la forma si-

guiente:
fui) = u
fuz) = —ip

f(ul) = 1ug + 0up

ue también podemos escribir como { . . ~
Q P f(UQ) = OU1 — 1’LL2

Por tanto la matriz de la aplicacién lineal respecto de la base B = {uj, s} es
M= 1 0
L0 —1)
1 |8

Resolviendo el sistema de matriz ampliada }, obtenemos las coorde-

2 3 |5
nadas de & en la base B, que son ¢; = 19/13 y co = 9/13.

o [ ons] = [5os)

La imagen es [§]p =

0 -1 9/13 -9/13
TR S B | 19/137 [ 86/13
Respecto de la base canénica: y = { 9 3] [_9/13} = [ 11/13]

e b) Para pasar a la matriz respecto de la base candnica se utilizan las relaciones
siguientes:

AZ =7
Mg = [y

P[Z]p = & siendo P la matriz cuadrada e inversible que tiene por columnas los
vectores de la base B, por tanto:

AP[Z)p = Pljlp = P 'AP[F|p = [§]lp = P AP =M =

A=pPMp!

P:{g H y a partir de P obtenemos P_1=1/13{?2) _51)]
T e I

. o) Af=1/13[g :m m 21/13[51;?}
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4.33
a 1 0 0
La matriz de la aplicacién lineal es la siguiente: A= |1 0 a 0
0 1 0 1

a) dim Kerf = dim Espacio inicial - rg A = 4 - rgA. El rango de A es como méximo 3,
por tanto dim Ker F' es como minimo 1, por tanto no nula. Al ser dim Ker F' distinta de
cero la aplicacién no es inyectiva, independientemente del valor de a.

b) Mediante eliminacién gaussiana obtenemos el rango A

a 1 0 0 1 0 a O 1 0 a O 1 0 a O
1 0 a olw{a 1 0 olw{o 1 —a? olwlo 1 —a? 0]
01 0 1 01 0 1 0 1 0 1 00 a® 1

Rango de A es 3 independientemente del valor de a. dim Imf = rg A = 3 = dim Espacio

Final, por tanto f sobreyectiva.

A=

c¢) Resolvemos el sistema lineal de matriz ampliada A*= |1 0 a 0 |0

010 1 |0
Como la dltima columna son todos ceros la eliminacién gaussiana de A* produce una

matriz similar a la del apartado b), con una columna final con todos ceros.
a 1 0 0 |0 1 0 a 0 |0

1 0a 0 |O]~|0 1 —a®> 0 |0

01 0 1 |0 00 a2 1 |0

Denotando las incégnitas como x1, x9, 3 Vv T4, y tomando x3 como pardmetro obtenemos:
2

a100\0]

Af =

T4 = —a~ T3
X9 :CL2 T3
Tr] — —a x3

Por tanto la expresién vectorial de la solucién es:

Tr] — —a x3
2
To = a“ T3
Kerf = < (—a,a? 1,—a?) >
Ir3 = I3
Ty = —a2 I3

Para a = 2 Kerf = < (-2,4,1,—4) >

d) V =<(0,1,0,0),(0,0,0,1) >. Observamos que de las tres ecuaciones del subpespacio
una de ellas es dependiente de las otras dos, por tanto el nimero de ecuaciones implicitas
independientes es de 2. x9 y x4 son parametros libres.

f(V)=<f(0,1,0,0)£(0,0,0,1) >

alOO(l) 1 a1008 0
L0 a 0| |=|0 0 a 0| |=|0
010 1], 1 010 1] 1
f(V) =<(1,0,1)(0,0,1) >

Ecuacién implicita:

10 |[wn 10 |wn 10 |wn
0 0 [y2|~]|0 O | Y2 ~ 10 1 |ys—m = y2=0

I 1 |ys 0 1 |ys—wm



CAPITULO 5

Valores y vectores propios.
Diagonalizacion

5.1 Endomorfismos

A las aplicaciones lineales también se les denomina homomorfismos. Un homomorfismo
f con el mismo dominio y codominio, se denomina endomorfismo. Consideremos en este
tema endomormismos f : R" — IR"™.

5.2 Valores y vectores propios

Definicion 5.1 Se dice que A € IR es valor propio o autovalor del endomorfismo f en
R", si eziste T € R", ¥ # 0, tal que f(Z¥) = A\Z.

Definicion 5.2 Sea f un endomorfismo en R"™ con autovalor A\. Los vectores £ € R"
tales que f¥ = AT se llaman vectores propios o autovectores de [ correspondientes al
autovalor \.

A puede ser nulo

Siz=0 VA se cumple que f (6) = Aﬁ, por eso para aceptar A como autovalor debe
existir Z # 0 tal que f(Z) = \Z.

Ejemplo 5.1 Sea la aplicacion lineal f: R? — R?, sobre R, cuya matriz asociada es

A= {12 :ﬁ] Determina si los vectores i = (2,1) y ¥ = (3,2) son vectores propios de
. (10 —187[2] [2 L [10 —18][3] [-6

aa=['s 2R [3] =10 av=['s Th] 5] = 122)

iU es vector propio porque Au = 1u U es vector propio porque AV = —2U

Ejemplo 5.2 Sea la aplicacion lineal f: R? — R2, sobre R, cuya matriz asociada es

1
A= [ 6} Determina si los vectores @ = (6,—5) y U = (3,—2) son vectores propios

5 2
de A.
. [1 6 61 [—24 . [1 6 31 _[-9
ai= 5[ 5)= 1) an=[5 5] [ 5] =13
i es vector propio porque At = —4i ¥ no es vector propio porque no existe s tal

que AU = st, o lo que es lo mismo,
(—9,11) no es maltiplo de (3,—2).

148
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Ejemplo 5.3 Consideremos la aplicacion lineal f: R™ — IR"™, sobre R, cuya matriz
asociada es la matriz identidad I,,. A dicho endomorfismo se le denomina endomorfismo
identidad.

f(@)=Ir=2
La aplicacion tiene un unico valor propio, que es 1. Todos los vectores de R™ son au-
tovectores correspondientes a ese autovalor.

Ejemplo 5.4 Consideremos la aplicacion lineal f: R™ —— IR™, sobre IR, cuya matriz
asociada es la matriz I, con A € R.

f(@) =T =)\
La aplicacion tiene un unico valor propio, que es A. Todos los vectores de R™ son au-
tovectores correspondientes a ese autovalor.

5.3 Obtencion de los valores propios: polinomio caracteristico

Teorema 5.1 Sea el endomorfismo f: IR™ — R", y A, su matriz asociada respecto de
la base estandar. \ es valor propio de f < |A—AX|=0< rg(A— X)) <n.

Demostracién: ) valor propio si 3% # 0 tal que f(Z) = AT = \Z = AIZ, siendo I
la matriz identidad de orden n, o lo que es lo mismo
si 37 # 0 tal que (A — A)Z =0
Por tanto A es valor propio < el SL (A — AI)Z = 0 es compatible indeterminado <
rango(A— X)) <n < |[A—-X|=0 |

Desarrollemos |A — AI| =0

all — A a2 e QA1n
as1 as — A\ ... aon 0
anl an2 ce. Opn — A

El primer miembro de esta ecuacién representa un polinomio en A de grado n, p(}), al
que se denomina polinomio caracteristico de f o polinomio caracteristico de la
matriz A. A la ecuacién |[A — M| = 0 desarrollada o p(\) = 0, se le llama ecuacién
caracteristica de la matriz A.

De acuerdo con el Teorema Fundamental del Algebra7 todo polinomio de grado n
con coeficientes reales tiene exactamente n raices reales o complejas (contando multiplici-
dades).

El polinomio (A — 1)5 tiene 5 raices, todas iguales a 1. EI polinomio tiene raiz 1 con
multiplicidad 5.

El polinomio A2+ 1 = 0 tiene dos raices complejas, +i y —i. (Las raices complejas siempre
forman pares conjugados).

El polinomio caracteristico de A, p()\), tendra n raices. Las raices reales de A son los
valores propios del endomorfismo f. También se designan como valores propios de A. La
multiplicidad algebraica de un autovalor A; es igual a su multiplicidad como raiz
del polinomio caracteristico. Al limitarnos a endomorfismos en IR", las raices complejas
de p(\) no pueden considerarse como valores propios de A, ya que si £ € R" y A complejo,
f(Z) = A% es un vector complejo, que no pertenece a R™.
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e Por ejemplo si p(\) tiene m raices distintas A1, A2, ..., Ay, (incluyendo reales y com-
plejas), podremos escribir:

PA)=(A=A)" T A= A)2 ... (A= Ap)™ ri es la multiplidad de \;
r+ro+...+rm=n

e Sip(A) tiene todas las raices distintas A1, Ag, ..., A, (incluyendo reales y complejas),
podremos escribir:

PA)=A=A)A—=A2)...(A=Ap)

Obtenciéon de valores propios

e Se calcula p(\) = |A — M|

e Se hallan las raices A1,..., A\, de p(A) = 0. Las raices reales son los valores propios.
6 -3 1
Ejemplo 5.5 ; Es 5 un valor propio de A= |3 0 5|7
2 2 6

5 es autovalor de A < |A—5I| =0

1 -3 1
|A—5I=13 =5 5| =-=30, por tanto 5 no es autovalor.
2 2 1

o)

Ejemplo 5.6 Encuentra los valores propios de A = [3 6

_12-s 3 | 9 B
|A—sI|—‘ 5 _6_s =(2—-5)(—6—5)—9=s"+4s—-21
Los autovalores, que son las raices del polinomio anterior, son s = —7 y s = 3.
5 =2 6 —1
. . L. 0 3 -8 0
Ejemplo 5.7 Encuentra la ecuacion caracteristica de A = 0 0 5 4
0 0 0 1

PN =GB-=ANEB=NG-N)1-1=0

Ejemplo 5.8 El polinomio caracteristico de una matriz 6x6 es A6 —4X\>—12)\*. Encuentra
los valores propios y su multiplicidad.

p(A) = (A2 — 4\ — 12))\*

Tenemos la raiz X = 0 con multiplicidad 4 y las raices de N> — 4\ — 12 = 0. Estas ltimas
sonA=—-2y\A=6.
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5.4 Subespacio propio

El conjunto de los vectores propios de un endomorfismo f de R™ correspondiente a un
autovalor A\ es un subespacio de IR", denotado como V). En efecto:

e V, contiene el vector 0 pues f(0) = 0 = A0.

e El producto por un escalar es cerrado, pues ¥ € V), = a Z € V),

f(Z) = A\Z, entonces f(a ¥) = a f(¥) = a A& =\ aZ, por tanto a & € V)
e La suma es cerrada: f,f’ eWV=7+ o= Vy

f@+a) = (@) + f(&) = AT+ Aol = \NZ +2)

Podemos identificar este subespacio con otro conocido. Sea A la matriz candnica asociada
a f, entonces

V=1{Z/AZ=)\8} = {Z/ (A-A)Z =0} = Ker(4—\)

Definiciéon 5.3 Sea f endomorfismo de R™ con matriz candnica asociada A y sea A\; un
autovalor de f. Al subespacio vectorial de R™ Ker(A — \I) ={Z € R"/(A— \I)Z =0}
se le demomina subespacio propio correspondiente al valor propio )\;. Se denota
como Vy,.

Observacion: Dentro de cada subespacio propio la suma es cerrada y el producto por un
escalar también, y en consecuencia la combinacién lineal de vectores propios es vector
propio del mismo subespacio.

Teorema 5.2 Toda combinacion lineal de autovectores de un wvalor propio N de A es
también autovector de ese valor propio.

- —
/

Demostracion: AT =\ 2, Ax' =Xz

A(af + Ba') = aAT 4 BAZ = aAT + BAT' = A(aZ + B')

luego & + ﬁ:p es autovector de A correspondiente al autovalor A. |

5.5 Dimension del subespacio propio

Considerando el endomorfismo A — A/ : R" — R"
dim R"™ = dim Ker(A — A\I) + dim Im(A — \I)
n = dim V) + rango (A — AI)
dim V\ =n — rango (A — \I)
por ser A autovalor, rango (A — AI) < n
=| 1 <dmV, < n|

dim V), = n cuando A — Al sea la matriz nula, es decir, A = AI. En este caso AX =
A VZ € R™, y por tanto V), = R"

Teorema 5.3 dimV), es menor o igual que la multiplicidad del valor propio .

1 < dmV, <ry <n

Se define multiplicidad geométrica de un autovalor A como la dimensién de Vj.
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5.6 Obtencion de los subespacios propios

En primer lugar se calculan los valores propios:

e Se calcula p(\) = |A — A|.

e Se hallan las raices A1,..., A, de p(A) = 0. Las raices reales son los valores propios.
A continuacién:

e Se determina V), = Ker(A — \;I) para cada valor propio \;, que es lo mismo que
determinar las soluciones de los sistemas homogéneos (A — \;I)Z = 0.

e Se comprueba que dim V), esté dentro del rango permitido, es decir 1 < dim Vy, < r;,
siendo r; la multiplicidad algebraica de A;.

5.7 Los cuatro casos en IR’

Ejemplo 5.9 Determinar los valores propios y subespacios propios correspondientes a los
endomorfismos con matrices asociadas:

Sl S R ] | B E

’—2—3 -2

e

=(-2-8)(1-8)+10=5>+5—12 raices 3,—4

— Para calcular V3 hay que resolver el sistema AZ = 3%, equivalente a (A—31) & =

0

{:g :g 8] ~ {_05 _02 8} , solucion: bxr +2y=0= V3 =< (=2,5) >
— Para calcular V_4 hay que resolver el sistema AT = —AZ, equivalente a (A +

4N =0

{_25 _52 8] ~ [é _01 8] , solucion: v =y =V_4 =< (1,1) >

OBSERVACION: El conjunto formado por un vector de V3 y un vector de V_4
es linealmente independiente = B = {(—2,5),(1,1)} es base de R? formada
por vectores propios = la matriz asociada al endomorfismo respecto de esa base

es diagonal y D = [g _04}
2 0 . .
e B= 0 9| &suna matriz diagonal, por tanto sus valores propios son los elementos

de la diagonal. p(s) = (2 —5s)(2—s) raiz 2 doble

Para calcular Vo hay que resolver el sistema AZ = 2%, es decir

2
{0 g] T = 2%. La ecuacion se verifica para todo (z,y) € R>

En efecto en el sistema homogéneo [A — 21 | 0] las dos ecuaciones se anulan, por
tanto hay cero pivotes y dos parametros libres.

OBSERVACION: Todos los vectores de R? son vectores propios, por tanto cualquier
base de R?, por ejemplo B = {(1,0),(0,1)}, es base de vectores propios. En
2 0}

cualquier base de R? la matriz asociada al endomorfismo es D = [0 9
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o C = {_03 _23}, es una matriz triangular, por tanto sus valores propios son los
elementos de la diagonal. p(s) = (=3 —s)(=3 —s) raiz —3 doble
Para calcular V_3 hay que resolver el sistema AT = —3Z, es decir (A + 3I)Z = 0.
0 2 : . . ,
00 0 tiene como solucion y =0 (z pardmetro libre). V_g =< (1,0) >

* b= [—11 H? p(s) = 1—=s)(1—-35)+1= s2 — 25+ 2  raices los complejos

conjugados, 1 + i, 1 —i. Por tanto no hay autovalores para el endomorfismo real.

Raices | Auto- | Multip. Subespacios Multip. | Base de
valores | algebr. Propios geomét. | autovect.
A 3 3 1 Vs =< (-2,5) > 1 st
-4 -4 1 Vog=<(1,1) > 1
B | 2 doble 2 2 Vo =< (1,0),(0,1) > 2 st
C | -3 doble -3 2 Vo3 =< (1,0) > 1 no
D 1+1 no
1-1

5.8 Ejemplos en R’

Ejemplo 5.10 Considérese la aplicacion lineal f: R? — R3, sobre R, cuya matriz
asociada es

4 -1 6
2 1 6
2 -1 8

Sabiendo que un valor propio de la aplicacion es A = 2, encuentra una base del subespacio
propio correspondiente a este valor propio.

A:

4 -1 6 1 0 0 2 -1 6
A-2I=1(2 1 6|—-2|0 1 0|=|2 -1 6
2 -1 8 0 0 1 2 -1 6
Vo = Ker(A —2I), por tanto tengo que resolver el SL, (A—2I)& =0, de matriz ampliada:
2 -1 6 0
2 -1 6 0
2 -1 6 0

Las soluciones son los vectores & = (x1, 2, x3) verificando 2x1 — x9 + 6x3 = 0. Tomando
Ty y x3 como pardmetros libres, Vo = (% — 3x3,w2,23) con 22 € R, 23 € R.

Vo tiene dimension 2 y una posible base de Vo es B ={(1,2,0),(-3,0,1)}

Ejemplo 5.11 Determinar los valores propios y subespacios propios correspondientes a
los endomorfismos con matrices asociadas:

(4 —1 6
A=12 1 6] (matriz igual a la del Ejemplo 5.10 y Ejercicio 5.11)
12 —1 8

2 4 3
B=|-4 -6 —3] (matriz igual a la del Ejemplo 5.16)

3 3 1
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[ 5 -8 1
C=| 0 0 7| (matriz igual a la del Ejemplo 5.17)
L 0 0 -2
3 -2 0
D=| 4 -1 0]
| 2 1 1
Raices | Auto- | Multip. Subespacios Multip. | FExiste base de
valores | algebr. Propios geomét. | R formada por
autovect.
A | 2 doble 2 2 Vo =< (-3,0,1),(1,2,0) > 2 st
9 9 1 Vo=<(1,1,1) > 1
B | -2 doble -2 2 V_og =< (-1,1,0) > 1 no
1 1 1 Vi=<(1,-1,1) > 1
o -2 -2 1 Vo =< (—58,—49,14) > 1 st
0 0 1 Vo =< (8,5,0) > 1
5 5 1 Vs =< (1,0,0) > 1
D 1 1 1 V1 =< (0,0,1) > 1 no
1-2
1+24
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5.9 La independencia lineal de los subespacios propios

Teorema 5.4 Si {¥,Us...U0,,} con U; # 0 para todo i son autovectores correspondientes a
distintos autovalores A1, Ay ... A\p, de A, entonces el conjunto {U1,0s, ..Uy} es linealmente
independiente.

Demostracién:  Supongamos que el conjunto fuera linealmente dependiente, en-
tonces existe un indice minimo p tal que 7),+; es combinacién lineal de los p anteriores,
linealmente independientes, es decir,

Up+1 =c1 U + cg Vo + ... + Cp Q_fp con ¥, Vs, ... ,Up Li. [1]
multiplicando por la izquierda por A obtenemos:

Al_prrl:ACl v + Acy Uy + ... + Acpl_fp

)\p+1 ﬁp"rl =XNcCcU + Aoy Uy + ... + )\p Cp 771, [2]
multiplicamos la ecuacién [1] por Apy1 y obtenemos:

>\p+1 Uerl = )\p+1 c U + >\p+1 cy Vo + ... + >‘p+1 Cp Up [3]

y de [3] — [2] se obtiene

0= (/\p+1 — /\1) c U + ()\p_|_1 — )\2) co Uy + ... + ()‘p-‘rl — )\p) Cp ?71,

y como el conjunto {71, ¥, ...U5,} es linealmente independiente =

c1(Ap+1— A1) =0
c2(Apr1 — A2) =0

pero ninguno de los (A; — Ap41) es nulo, pues hemos supuesto que los A; son distintos
= ¢ =0Vi=1,.p
=  Upy1 = 6, lo cual es una contradiccién, pues los autovectores ¥; los hemos
supuesto nulos.

— el conjunto {7, ¥, ...U,,} es linealmente independiente. [ |

Teorema 5.5 La suma de subespacios propios es directa

En el Capitulo 3 velamos que la suma de m subespacios Vi, ..., Vi, es directa si y sélo
si cualquier conjunto de m vectores tomando un vector no nulo de cada subespacio es
linealmente independiente. En el Teorema anterior queda demostrado que los subespacios
Vs -y Vi, son linealmente independientes, y por tanto Vy, @V, P ... @V,,,

@%@ ... &V, CR"
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5.10 Existencia o no de base de vectores propios

Teorema 5.6 Eziste base de vectores propios de un endomorfismo < Vy, @V, D ... GV, =
R" < p(A) tiene n raices reales contando multiplicidades y dimVy, = r;

La suma directa de los subespacios es igual a IR"™ si y sélo si
dimV), +dimV), + ... +dimV,, =n

1<dimVy, <r i=1,...,m
= m < dimV), +dimV), + ... +dimV),, <ri+ro+...r, <n

Para obtener la dimensién maxima igual a n se debe cumplir dimVy, =, i =1,..,my
r+ro+...rm=n

Base de vectores propios de R™:

_ [ -1 =2 ) -m moy - ,
B={0], .., 0,0, ..,U,, B 9,.,4u5" }= BUDB:...UBn, siendo B;

la base de V), y siendo el nimero de vectores de B; = r;.

Matriz asociada a la base de vectores propios

(A ... 0 ... ... 0 ... 07
(O VR S
D = O 0 0 0
0 0 )\:m 0
0 0 0
— T — — Ty &

Teorema 5.7 Sila matriz A, asociada a un endomorfismo en R™ tiene n valores propios
distintos, entonces en IR™ se puede obtener una base cuyos vectores sean todos autovectores
de f.

Si el grado del polinomio caracteristico es n y se tienen n autovalores distintos, significa
que las multiplicidades son todas igual a uno. Por tanto los n V), tienen dimensién 1. La
dimension de la suma directa sera n x 1 = n, por tanto existe base de autovectores.

Ejemplo 5.12 Determinar, si existe, una base de vectores propios para el enfomorfismo
f de R3, cuya matriz asociada A respecto a la base candnica de R es:

1 3 3
-3 -5 -3
3 3 1

En caso de que exista dicha base, calcular la matriz asociada al endomorfismo respecto a
ella.

A=

1—s 3 3 —2—5 —2-—s 0
-3 —-5—-s -3 |= -3 —5—s -3 =
3 3 1—s 0 —2—s5 —-2-—s
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1 1 0

(-2—-8)2%|-3 —5—-5 -3|=(-2-5)2((-5—-8)+3+3)=(-s5—-2)2(1—29)
0 1 1

Los valores propios son s =1 y s = —2 con multiplicidad 2.

Para obtener Vi hay que resolver el SL homogéneo de matriz de coeficientes A — 1.
0 3 3 -3 -6 -3 -3 -6 -3 1 2 1

-3 -6 3|~ 0 3 3| ~ 0 3 3| ~(0 1 1
3 3 0 0 -3 -3 0 0 0 0 0 O

Las ecuaciones que obtenemos son:
r+2y+2=0
y+z2=0

y=-—z
T=-2y—z=2z—2=2z

Vi = {(z,-2,2)/z € R}. Vi tiene dimensidn 1, y una base de Vi la formaria by =
(1,—1,1)

Para obtener V_o hay que resolver el SL homogéneo de matriz de coeficientes A + 21.
3 3 3 1 1 1

-3 -3 -3|~|0 0 O
3 3 3 0 0 O

La ecuacion que obtenemos es: T +y+2z=0

T=—y—2

Voo = (—y — z,_y,z)/y,z € R}. Vo tiene dimension 2, y una base de Va la formarian
by = (—1,1,0) y by = (1,0, 1).

1;2 Y 53 son l.i. entre si , y by es Li. con ambos, por corresponder a otro valor propio, por
tanto B = {b1, b2, b3} forman una base de vectores propios de R3.

Obtengamos a continuacion la matriz de la aplicacion lineal en la base B:

1 -1 -1
-1 1 0

1 0 1

fZPB [f]B gj:PB [mB COTLPBZ

A7=¢§ = APg[@flp=Pplils = Pz ' APsl7p=[Js

La matriz asociada respecto a la base B de vectores propios es R = P§1 A Pp

1 3 3 1 0 0
R=P'|-3 -5 -3|P=|0 -2 O}
3 3 1 0 0 -2
1 3 3
La aplicacion lineal [—3 -5 —3] T=19y es
3 3 1

1 0 0
[0 -2 0] [Z]p = [y]p en la base B de vectores propios.
0 0 -2

Si nos fijamos en el resultado observamos que la matriz asociada a la base de vectores
propios es muy simple, ya que es diagonal, y ademds tiene como elementos los valores
propios, situados en el mismo orden que sus correspondientes autovectores en la base.
Esta propiedad es un resultado general.
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5.11 Propiedades de autovalores y autovectores

Teorema 5.8 Los valores propios de una matriz triangular son los valores de la diagonal
principal.

Demostracion: Se demuestra para una matriz triangular superior y n = 3

ai; a2 a3 A0 O a1 — A a2 ais
A—X =0 ax as|—]10 X 0] = 0 ag — A ao3
0 0 ass 0 0 X 0 0 aszs — A
El escalar A es un autovalor <= |A—AI|=0
p()\) = ’A — )\I‘ = (CLH — )\)(GQQ — )\)(agg - A)
Las raices de p(\) son a1, a2, ass
Se obtiene el mismo resultado para una matriz triangular inferior. |

Teorema 5.9 Si \ es autovalor de A con autovector asociado @, entonces \F (k=2,3,...)
es autovalor de A* con el mismo autovector asociado Z.

k veces

Demostracién: Ab7=A ... Az=)\zx [ |
Teorema 5.10 A,, es inversible <= el escalar 0 no es autovalor de A.

Demostracién: A es inversible <= |A| # 0 <= |A—0I| # 0 <= 0 no es autovalor
de A |

Teorema 5.11 Si A es inversible y A autovalor de A con autovector asociado T, entonces
A1 es autovalor de A™' con autovector asociado también .

Demostracién: AZ = A\#, A inversible = JA™ 'y A #£0

Multiplicando por A~! por la izquierda, A 'AZ = A"'Z

=M1 Nlz=A"1%

[ |
Teorema 5.12 A y Al tienen los mismos autovalores
Demostracién: [I'=1 = [A'—X|=|A'— X' =|(A—=A])!| =|A -\
|A' = XI| = |A— M| = Ay A tienen el mismo polinomio caracterfstico y por tanto
los mismos autovalores y con la misma multiplicidad. |

Ejemplo 5.13 Determina los valores propios de las matrices A y B.

3 6 -8 4 0 O
A=1(0 0 6 B=]-2 10
0 0 2 5 3 4

Son matrices triangulares, y por tanto sus autovalores son los elementos de la diagonal.
Los autovalores de A son 3,0,6 y los autovalores de B 4 (multiplicidad 2) y 1.

RECORDAMOS:

Dadas dos matrices A, y F), se dice que A es semejante a F' si 3 P inversible tal que
A=PFpL

Dos matrices A, y F, semejantes corresponden a la misma aplicacién lineal en distintas
bases, con tal de que en ambos casos se utilice una misma base en el espacio inicial y final.
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Teorema 5.13 Si dos matrices A, y F,, son semejantes, entonces tienen el mismo poli-
nomio caracteristico, y por tanto los mismos autovalores, con las mismas multiplicidades.

Demostracién: Ay F semejantes =—> 3P / A= PFP™!
A— M =PFP' -\ =PFP' —P\XIP~! = P(F - \I)P~!
|A— M| = |P||F — M||P~| = |F — M|
|A— N| = |F — M| m

Nota importante: Equivalencia por filas no es lo mismo que semejanza. Generalmente las
operaciones elementales por filas sobre una matriz cambian sus valores propios. Esto es,
siU=FLE;...E,A U no tiene por qué tener los mismos autovalores que A.

SiU = Er...E,A, representando las F; operaciones elementales de reemplazamiento
(ni permutacién ni escalamiento), |A| = |U|, pero los polinomios caracteristicos |A — AI|
y |U — AI) no tienen porque ser iguales.

Ejemplo 5.14 Calcula el polinomio caracteristico y raices de A y de una matriz equiva-
lente por filas a A.

a5 5

Habiamos calculado el polinomio caracteristico de A en un ejercicio anterior, y éste era
p(s) = s2 4+ 4s — 21, con raices s = —7 y s = 3.

Puesto que A es inversible, |A| = —21, A es equivalente por filas a Is. El polinomio
caracteristico de Iy es p(s) = (1 — s)? y la raiz es s = 1 con multiplicidad 2.

5.12 Diagonalizacion

RECORDAMOS:
Se dice que A,, es diagonalizable si A es semejante a una matriz diagonal, es decir, si

existen una matriz inversible P y una matriz diagonal D tales que A = PDP~!.

Diagonalizar una matriz A diagonalizable es encontrar las matrices P inversible y D dia-
gonal tales que A =P D P!

Teorema 5.14 Teorema de la diagonalizacién. Una matriz A, es diagonalizable si y
solo si A tieme n vectores propios linealmente independientes, es decir, si y sdlo si existe
una base de R™ formada por vectores propios de A. Llamamos a esta base base de
vectores propios. En efecto, en la ecuacion A = PDP~' con P inversible y D diagonal,
las columnas de P son n vectores propios de A linealmente independientes, y las entradas
de D son los valores propios correspondientes y en el mismo orden.

Demostracion:

=

Suponemos que A es diagonalizable y demostramos que tiene n vectores propios lineal-
mente independientes.

A=PDP~! = AP =PD (multiplicando por P a la derecha)
Sea P =t Ty ... T, AP =A[6y Oy ... G = [AT) ATy ... AT,
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D es una matriz diagonal de orden n, cuyos elementos designamos como A1, Az, .... Ay
v11 Vi2 ... Uln M 0 ... 0 A1U11 A2U12 ... ApUin
D — V91 V29 ... v?n O Ao ... O _ )\1?)21 AoUo9 ... An"l)zn
Unl Un2 ... Unn 0 0 ... M\ AMUnl AoUp2 ... ApUnn
M1 Aty ... At
AUl = MUy
AP = PD = (igualando columnas) ¥ = hotly
AT, = M\,

Como P es inversible los {¢, U2, ..., U, } son linealmente independientes, y por tanto ninguno
es nulo, y como ademads At; = A¥;, los ¥; son vectores propios de A y sus correspondientes
valores propios los elementos \; de la matriz diagonal D. Por tanto hemos demostrado
que tenemos m vectores propios l.i. que son las columnas de P, y que los autovalores
correspondientes son las entradas de la diagonal de D, en el mismo orden.

=

Suponemos que 3 la base de n vectores propios linealmente independientes y tenemos que
demostrar que A es diagonalizable.

Construimos a partir de esos vectores, y colocandolos por columnas, una matriz que de-
nominamos P. Es decir, P = [/} Ua... U]
P es inversible, pues |P| # 0 por ser las columnas de P linealmente independientes.

Construimos una matriz diagonal D cuyos elementos en la diagonal sean los autovalores
correspondientes a los autovectores anteriores, en ese mismo orden. Por ser ¥; el autovector
correspondiente a A; se verifican las siguientes ecuaciones:

Avy = M\

Aﬁz = )\2172

AT, = A\,

En este sistema de ecuaciones, el primer miembro corresponde a una columna de la matriz
AP y el segundo a la misma columna de la matriz PD. Tenemos una ecuacién para cada
una de las n columnas, por tanto AP = PD. P es inversible, y multiplicando por la
derecha por P~! tenemos que A = PDP~!, por tanto A es diagonalizable.

(Nétese que en ningtin momento de la demostracién se ha impuesto que los A; tengan que
ser distintos).
[ |

Teorema 5.15 Una matriz A, con n valores propios distintos es diagonalizable.

Demostraciéon: En un teorema anterior se demostraba que si A, tenia n valores
propios distintos existia una base de IR™ formada por vectores propios de A. Aplicando
el Teorema de la Diagonalizacién, que establece que A es diagonalizable si y sélo si R"
admite una base de autovectores de A, queda demostrado el presente teorema. |
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RESUMEN

Dada A,, existen P inversible y D diagonal tales que A = PDP~! si y sélo si A tiene
n valores propios reales (incluidas multiplicidades) y dimV); es igual a la multiplicidad
algebraica de \;. Los elementos de D son los autovalores. Las columnas de P son los
vectores de una base de vectores propios de A, con los vectores ordenados en P igual
que sus autovalores estdn ordenados en D. La matriz D no es més que la matriz de
la aplicacion lineal respecto a la base de vectores propios dada en P. La matriz de la
aplicacién lineal en la base canénica es A. La base de vectores propios se construye como
la unién de las bases de los subespacios propios, cada uno de éstos teniendo su dimensién
igual a la multiplicidad del autovalor como raiz.

Expresemos en férmulas algunos resultados que se verifican para una matriz A diagonali-
zable:

PA) = (A= A1) (A= A2)™2 ... (A= Ap)™™, con \; raices reales y > it i =n
dimV), = n;

dimV)y, +dimV), + ... +dimV} , =n

L

Existe base B de vectores propios propiosy B = B1|J B3 ...|J B, siendo B; la base
de V),, y siendo el ntimero de vectores de B; = r;. A = pPDp~! (columnas de P
tomadas de B, y elementos de D los autovalores correspondientes). El endomorfismo
que tiene A como matriz estdndar se expresa mediante la matriz diagonal D en la
base B de autovectores de A.

Esquema para las aplicaciones lineales A y D:

f R" ———— "
Ry
A
Pt | TP A=P D P!
@] ————— [4lB

B: base de autovectores
elementos de D: autovalores en el mismo orden

1 3 3
Ejemplo 5.15 Diagonalizar la matriz A= | =3 =5 —3] st es posible.
3 3 1
En el Ejemplo 5.12 encontramos una base de vectores propios para esta matriz. Las ma-
1 -1 -1 1 0 0
trices P- | —1 1 OfyD=1]0 -2 O] verifican A = PDP™, o lo que es lo
1 0 1 0 0 -2

mismo, AP = PD.

En vez de comprobar A = PDP™!, que requiere del cdlculo de P~', se puede comprobar,
mdas fdcilmente, que AP = PD

En esta matriz A se cumple efectivamente la existencia de base de vectores propios.
dimV_9 = 2, Base de V_o = {(—1,1,0),(—1,0,1)}
dimVy = 1, Base de Vi = {(1,—1,1)}
Vi@V, =R3
Base de vectores propios: B ={(1,-1,1),(-1,1,0),(-1,0,1)}
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2 4 3
Ejemplo 5.16 Diagonalizar la matriz A= | —4 —6 —3| si es posible.
3 3 1
1) Se buscan los valores propios:
2—s 4 3 2—s 4 3 2—s5 4 3
|A-sI|=| -4 —6-—-s -3 |=|-2—-s5 —2—5 0 |=(—2-s)| 1 1 0
3 3 1—s 3 3 1—35 3 3 1-s
2—s 4 3 2—s 4 3
(=2—s)| 1 1 0 |=(2-s)(1-9)| 1 1 0|=(—2-5)(1-9)((2—s)—4) =
0 0 1-s 0 0 1
(=2 —8)(1—8)(—2—5)=(-2—5)%(1 —s)
Los valores propios son s = —2 doble y s = 1 simple.

2) Tenemos dos autovalores reales y la suma de las multiplicidades es 3. Sabemos que
1 < dimVy, < r; y que la matriz A serda diagonalizable si dimVy, = r;. Para el valor
propio simple siempre se cumple, pues si 1 < dimVy, <1 = dimV), = 1. Para el valor
propio doble sdlo sabemos que 1 < dimV_o < 2, si dimV_o = 2 A es diagonalizable y si
dimV_9 =1 no lo es.

4 4 30 44 30 44 30 44 3 0
[A+2I|5]:[—4 —4 -3 0]~[0000]~[1 1 10]~[001/4 o]
3 3 30 3330 0000 00 0 0

dim V_g = 3 - rango(A—1) = 3 - 2 = 1 (sélo hay un pardmetro libre). La dimension
de V_g es menor que la multiplicidad del valor propio —2, por tanto la matriz A no es
diagonalizable.

5 =8 1
Ejemplo 5.17 Determinar si la matriz A= 0 0 7] es diagonalizable.
0 0 -2

Los wvalores propios de una matriz triangular son los elementos de la diagonal principal,
por tanto los autovalores de A son 5, 0 y —2. Como los tres son distintos, la matriz es
diagonalizable.

Ejemplo 5.18 Sea la aplicacion lineal f: R? — IR2, sobre R, cuya matriz asociada es
7T 2
=5
Encuentra una base B de R? de forma que la matriz asociada a f en esa base sea una
matriz diagonal.
7T—A 2
A_M"’ -4 1-A
(T—=ANA =X +8=T—-TA=A+A2+8=A2-8\+15=0

_ 8+64—60 8+2
o 2 2

Los wvalores propios son A =5 y A = 3. Como son distintos estd garantizado que la matriz
es diagonalizable

-0

A

Vectores propios para A = 5:

2 2 0 2 2 0 -
4 —4 0 0 0 0 1=

Vs ={(~z2,m3) /e R} = <(1,-1)> b =(1,-1)
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Vectores propios para X = 3:

—4 -2 0 0 0 0
Vs = <(1,-2)> by =(1,-2)

[ 4 2 0} ~ [ 42 O} x1 = —(1/2)x2 0 lo que es lo mismo 2x1 = —x2

Enla base B={(—1,1),(1,—-2)} la matriz asociada al endomorfismo f es la matriz diagonal

v=[3 3]

D=P1lAP con P—[_i _;]

Compruébese que AP = PD.
5.13 Aplicacion de la diagonalizacién para obtener la po-
tencia de una matriz

Ejemplo 5.19 Diagonaliza la matriz A y aprovecha el resultado para simplificar el cdlculo
de ASZ con ¥ = (6,17,5).

2 1 1
A=1(2 3 2
1 1 2
En primer lugar calculamos los autovalores
2—A 1 1
A-M| =] 2 3—-A 2 | =(2-N)2(B-N)+2+2—(3-X)—2(2—))—2(2—))
1 1 2—A

=N —7TA24+11A-5=0

Polinomio de grado 3 que resolvemos por Ruffini:

1 -7 11 -5
1) 1 —6 5
1 —6 5 0
1) 1 -5
1 -5 0
5) 5
1 0

M -T2+ 1A -5=\N—-1)2A-5)=0
Los autovalores son A =1 (multiplicidad 2) y X\ =5 (multiplicidad 1)

Se calculan Vi y Vs. Obtenemos que dimVi=2 y dimVs=1, por tanto la matriz es diago-
nalizable. B = {vi,v3,v3}, con v1 = (1,2,1), v3 = (1,0,—1) y v3 = (1,—1,0) es una base
de vectores propios de A y las matrices P y D correspondientes son:

1 1 1 5 0 0
P=| 2 0 -1 D=0 1 0 con D =P 1AP
1 -1 0 0 0 1

(Compruébese que AP = PD)
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Podemos calcular APZ por varios métodos.
Método 1

i = ASZ  (Hay que obtener la potencia quinta de una matriz 3 X 3 que no tiene ningin
elemento nulo, por tanto tendriamos que hacer muchisimas operaciones)

M¢étodo 2: Obteniendo la imagen en la base de vectores propios.

D’[Z]g = [§lg (D es la matriz diagonal 3 x 3 que tiene por entradas los elementos de D
elevados a la quinta potencia. En efecto se puede comprobar que en una matriz diagonal
la potencia k de la matriz es igual a elevar los elementos de la matriz a la potencia k).

e Para obtener [¥|p efectuamos: [Z]p = P~'% o resolvemos el SL de matriz ampliada

[P|Z]
o D°l7]p = [y]B

o Para obtener § efectuamos: § = P [§|p

T = (6,17,5) tiene por coordenadas respecto de la base B:

5 0 0 7 21875
§ 4 (377)w
0 0 1 -3 -3

1 1 1 21875 21874
jg=12 0 -1 2 | = |43753
1 -1 0 —3 21873

M¢étodo 3
§= A% = (PDP ')’z = PD°P~'7

Ndtese como las operaciones de los métodos 2 y 8 son las mismas.

Método 4 Utilizando unicamente notacion vectorial y el hecho de que si U; es autovector
con autovalor asociado \;, Av; = \iv; y A*v; = )\fﬁi

AT = AP (107 + coUs + c3U3) = c1 AU + ca AUy + c3 ASU3 =

1 1 1 21874
15°T) + 21%05 + ¢31°03 =7 3125 | 2| +2| 0| —3|—-1| = | 43753
1 -1 0 21873

FEste método ha precisado de la obtencion de las coordenadas de I respecto de la base
de vectores propios. FEs el método mds sencillo y que mejor ilustra, en mi opinion, los
conceptos de autovector y autovalor.
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5.14 Valores propios complejos

La teoria del endomorfismo desarrollada hasta ahora en el espacio vectorial R™ sobre IR
puede aplicarse también en el espacio vectorial C" sobre C. Podemos decir entonces que
A € C es valor propio o autovalor del endomorfismo f en C", si 37 € C*, ¥ # 0, tal
que f(&) = AZ. A los vectores T tales que f(Z) = AZ se les denomina vectores propios
o autovectores de f asociados al autovalor A.

El estudiar los endomorfismos en C" nos permite poder considerar los autovalores y au-
tovectores complejos asociados a la matriz A del endomorfismo, incluso para el caso de
. . . —b
matrices A reales. Se puede demostrar por ejemplo que la matriz real A = [Z a]
tiene los dos autovalores complejos, A = a + bt y A = a — bi, siendo sus correspondientes

subespacios propios < (1,—i) >y < (1,7) >.
Definicion 5.4 Se dice que una matriz A es real si sus elementos son reales.

Teorema 5.16 Sea A, una matriz real con autovector T y valor propio correspondiente
A. Entonces T es también autovector y A es el autovalor correspondiente.

Demostracion:  Se puede probar trivialmente que AZ = \NZ, A = A Ty que si
Z#0, Z£#0

AT =A%

AT =) i =)\ 7,

por tanto AZ =X Z (A= A por ser A real)

y Z es autovector, siendo \ el autovalor asociado. |

Teorema 5.17 Si A, es real y simétrica, todas las raices de su ecuacion caracteristica
son reales, es decir, todos los valores propios de A son reales.

Demostracién: Sea ¥ # 0 [AZ = \¥ [la] admitiendo que # pueda ser un
vector complejo v que A pueda ser un escalar complejo. Tomando traspuestas en ambos

miembros:
(AZ)t =7 AL =\t = FLA=M¥"  (por ser A simétrica A = A?)

tomando ahora conjugados de la iltima igualdad
FA=TA=NXi" (A=A porser A real)
multiplicando por # por la derecha: AT = X Z& 2]

Por otra parte, FLAZ = ZIANF  [1b]  sin mds que multiplicar la ecuaciéon AZ = A& por
Zt por la izquierda

[2]-[1b] = A= A) # £=0 ycomo ZZ#0, A=A=AcR.
71
7 Y M 2 2 2
T = [T7, Ta, o Tl | | = 2] 4 [zt 4+ [
In

|zi|> = (Re(z))? + (Im(x;))?, por tanto #Z& =0 =0 [ |
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Teorema 5.18 Sea A, una matriz que sélo tenga valores propios reales. Entonces existe
una matriz ortogonal Q y una matriz triangular superior T / A=Q T Q!

Recordemos que una matriz ortogonal es inversible, de hecho Q~' = @', por tanto la
factorizaciéon A = QT'Q! significa que A y T son semejantes, y por tanto tienen los mismos
autovalores. Por ser T triangular sus autovalores son los elementos de la diagonal principal,
por tanto los elementos de la diagonal de T son los autovalores de A .

Teorema 5.19 Sea A, real

A simétrica < 3 Q ortogonal y D diagonal /A = Q D Q. Expresado de otra forma, una
malriz real es simétrica si y solo si es ortogonalmente diagonalizable.

Demostracién:

=
A real simétrica = tiene todos los autovalores reales = 3 @ ortogonal y T triangular
superior /A =Q T Q.
Despejamos T en la ecuacién anterior (multiplicando por la izda por Q' y por la derecha
por Q pues Q! = Q') y obtenemos:

T=Q'AQ
tomando traspuestas:
Tt = Q' A'Q = QPAQ por ser A real

Comparando las dos igualdades tenemos que T' = T*. Dada T triangular, T = T% < T es
diagonal, por tanto A = QDQ" con D diagonal.

+ o+ + + + 0 0 0
ro |0+ | [+ 00
0 0 + + + + + 0
0 0 0 + + + + +
=
A=QDQ'
tomando traspuestas
At = QDQ! (la traspuesta de una matriz diagonal es la propia matriz)

por tanto A = A?, es decir, A es simétrica.
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5.15 Ejercicios

Ejercicio 5.1 Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables. En caso afir-
mativo encontrar una matriz P, tal que A = PDP~' con D diagonal. Comprueba el
resultado anterior, demostrando que AP=PD wu obteniendo P~' y verificando que el pro-
ducto P~YAP es una matriz diagonal.

1 -1 47
a) A=| 3 2 -1
9 1 —1]
1 -3 -97
by A=| 0 5 18
0 -2 -7
5 0 0 0
0 5 0 0
A=\ 1 4 3
1 -2 0 -3

Ejercicio 5.2 Una aplicacion lineal f admite como vectores propios (—1,2,2),(2,2,1),(2,—1,2).
¢Es diagonalizable?. Hallar las coordenadas de @ = (5,2,5) en la base de vectores propios.
Sabiendo que f(@) = (0,0,9), hallar los valores propios de f.

Ejercicio 5.3 Obtén las coordenadas del vector Z = (5,4,—9) € R? en la base B =
{171, 172, 173}, con ?71 = (1, 1, 0),172 = (3, 1, 2),'173 = (1,0, 3)

Sabiendo que los tres vectores U1, s, U3 son vectores propios del endomorfismo

g : R3 — 3, con valores propios correspondientes \i = 1, Ay = 0.02 y A3 = 0.01,
respectivamente, calcula g(2), g(g9(2)) v 9(g(9(2))). Al actuar el endomorfismo g sucesivas
veces sobre Z, ; tienden los vectores resultantes a alguna direccion concreta?.

a 2 -1
Ejercicio 5.4 De la matrizA= |5 4 0 ] se sabe que A1 = 2 es uno de sus valores
v 10 -1

propios y que (1,—2,—3) es un vector propio de A asociado al valor propio ;.
1) Hallar los valores «, 3 y 7.
2) Hallar los valores propios y vectores propios de A.
3) Hallar, si existe, una base de vectores propios de A
4) Diagonalizar la matriz A, si es posible.

Ejercicio 5.5 Se considera una aplicacion lineal definida de la siguiente manera:
* Su nicleo es el subespacio cuyas ecuaciones son x +1y+2z =0, t=0.
* Los vectores (1,1,1,0) y (0,0,0,1) se transforman en si mismos.
Hallar:
a) La matriz de la aplicacion en la base candnica.
b) La imagen del subespacio cuyas ecuaciones son x+y+z=0,t=0, x —y+2t = 0.

Ejercicio 5.6 Determina el valor o los valores de c, si existe alguno, para que la matriz

1 2 c
A= 0 1 0] sea diagonalizable, razonando el procedimiento y obteniendo en caso
0 4 4
afirmativo las matrices P y D tales que A = PDP~1,
-1 o 0
Ejercicio 5.7 Dada T = | 0 —1 p|, hallar los valores de o y B para que T sea
0 0 2

diagonalizable.
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Ejercicio 5.8 a) Encuentra los autovalores del endomorfismo f : IR? — IR? con matriz

. 3 1
asociada A = [0 1}

b) Determina una base B de vectores propios de A y la matriz asociada a f respecto de la
base B

c) Demuestra que la transformacion f deja una recta fija y obtén la ecuacion implicita de
esa recta.

(Este endomorfismo es el mismo que el del Ejercicio 4.21)

2 1 1
Ejercicio 5.9 Dada la matriz A= | 2 3 2] y el vector & = {7,0,5}, sin calcular
1 1 2

A%, calcula el vector f = A*T (A, & e ij referidos a la base candnica. Pista: A =
PDP~!' = A* = PD*P~'). (Ejercicio del mismo tipo que el Ejemplo 5.19).

Ejercicio 5.10 Dada la matriz A = [ L 2} y el vector v = (3,6), obtén ASG. Para

7 6
simplificar las operaciones realiza los siguientes pasos, si es posible.

encuentra base de vectores propios de A
e cscribe U en la base de vectores propios

e obtén la imagen de U utilizando la matriz definida respecto a la base de vectores
propios, pues ésta es diagonal y DS se obtiene sin mds que elevar a la sexta potencia
los elementos de la diagonal

e transforma la imagen a la base candnica, pues el resultado anterior estd en la base
de vectores propios.

Ejercicio 5.11 Considere la aplicacion lineal g de R® en R® cuya matriz estindar aso-
ciada es:

4 -1 6

A= 2 1 6]

2 -1 8
a) En caso de que exista algin vector ¥ € R3 tal que su imagen sea el propio vector, escriba
las coordenadas de dicho vector.
b) En caso de que evista alguna recta s € R3 tal que su imagen sea la propia recta s
(no hay que ezigir que cada punto de s permanezca fijo, solo que permanezca en la recta)
escriba la ecuacion vectorial paramétrica de la recta.
c) Si existe algin plano © € R3 tal que su imagen sea el propio plano (no hay que exigir
que cada punto de ™ permanezca fijo, sélo que permanezca en el plano), escriba la ecuacion
implicita de dicho plano.

OBSERVACION: Aunque exista mds de un ejemplo de vector, recta o plano que permanez-
can invariantes solo hay que dar un ejemplo.

(Este ejercicio tiene similitud con un problema del examen final de septiembre del curso
05-006).

3 2 4
Ejercicio 5.12 Dada la matriz A= |2 0 2] , describe la transformacion geométrica
4 2 3

correspondiente, contestando a las siguientes prequntas:
¢ Deja vector/es fijo/s?. En caso afirmativo di cual/cuales.
¢ Deja algin plano/s fijo/s?. En caso afirmativo da su ecuacion/es implicita/s.
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¢ Deja alguna recta/s fija/s?. En caso afirmativo da su ecuacion/es paramétrica/s.
(Este ejercicio tiene similitud con un problema del examen final de febrero del curso 05-

06).

Ejercicio 5.13 Sea f : R — R3 un endomorfismo no sobreyectivo tal que:
*X =1 es autovalor doble de f
* Los subespacios propios de f son V. y W de ecuaciones:

Vi{r+y+z=0}
W:{x+2y+z:o
—r+2z=0

a) Encontrar una base de V' y una de W. Determinar VW y VW
b) Calcular la matriz asociada a f respecto de la base candnica
¢) Determinar A™ siendo n un nimero natural

Ejercicio 5.14 Sea f : R3 — R? un endomorfismo con matriz asociada A respecto de
la base canonica, y para el que se cumplen los sigutentes resultados:

* Kerf =< (1,2,0),(0,3,1) >

* transforma el eje Z en el eje Z

*la suma de los elementos de la diagonal de A es igual a 3

a) Determinar los autovalores de f

b) Escribir la matriz A

¢) Calcular A'?

(Este ejercicio tiene similitud con un problema del examen final de febrero del curso 06-

07).
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5.16 Soluciones

5.1
a) Los valores propios son (—2,1,3). Por ser los tres distintos la matriz es diagonalizable.

Una posible base de vectores propios es B = {(—1,1,1),(—1,4,1),(1,2,1)}.

-1 -1 1 -2 0 0
P=|1 4 2 D=] 0 1 0]
1 1 1 0 0 3
2 -1 3 2 -1 3
AP=|-2 4 6 PD=|-2 4 6]
-2 1 3 -2 1 3

b) El tnico valor propio es —1, con multiplicidad 3.

dim V_; = dim Ker(A + I) = 2. Como la dimensién del subespacio propio asociado al
autovalor -1 es menor que la multiplicidad de éste como raiz, la matriz no es diagonalizable.

c¢) La matriz es triangular, y por tanto sus autovalores coinciden con los elementos de la
diagonal, y son: 5 con multiplicidad 2 y -3 con multiplicidad 2.

Realizando los calculos oportunos se obtiene dim Vs=2 y dimV_3=2, por tanto la matriz
es diagonalizable.
Una posible base de vectores propios es B = {(0,0,0,1),(0,0,1,0), (—16,4,0,1),(—8,4,1,0)}.

0 0 —16 -8 50 0 0
0 0 4 4 05 0 O
P= 0 1 0 1 b= 0 0 -3 0
1 0 1 0 0 0 0 =3
Se puede comprobar ficilmente que A.P = P.D

5.2

Si el conjunto de 3 vectores propios es linealmente independiente dicho conjunto con-
stituira una base de vectores propios y por tanto quedard demostrado que la matriz es
diagonalizable. Los tres vectores son 1.i. si y sélo si el determinante la matriz que definen
es distinto de cero.

-1 2 2| |-1 2 2
2 2 —1|=| 0 6 3|=-1(36—15)=—21
2 1 2 05 6

Para obtener las coordenadas de # relativas a la base B anterior se debe resolver la ecuacién
X101 + xolsy + x3ts = 4 = (5,2,5). Resolveremos el SL realizando eliminacién gaussiana
sobre la matriz ampliada.

-1 2 2 |5
[ 2 2 -1 \2] La solucién es (3/7,9/7,10/7) y se puede comprobar de la forma

21 25

siguiente:

-1 2 2 )
3/7 201 4+9/7 |2|+10/7 |-1]| =2

2 1 2 )
=2 04+2 th+2 ¥
fl@)y=2 fo)+2 f(o)+ 2 f(Us) =
f@y=2 M\ 01+2 d a+2 A3 U [1]

Obtengamos las coordenadas de f(u#) = (0,0,9) en la base de vectores propios.
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-1 2 2 0
2 2 -1 0]. Lasolucién es (18/7,—9/7,18/7), por tanto
2 1 29
fay =% 5 -2 H+12 g 2]

Igualando [1] y [2] tenemos que A\; =6, Ao = —1 y A3 = 18/10 =9/5

Otro método
Las coordenadas de @ = (5,2,5) en la base de autovectores son [i|p = (3/7,9/7,10/7).
Las coordenadas de f(u) = (0,0,9) en la base de autovectores son [f(u#)|p = (18/7,—9/7,18/7).

A 00
En la base B la matriz de la aplicacion lineales D= | 0 Ay 0 ] , por tanto
0 0 As

M0 077T3/7 18/7
0 0”9/7]:[_9/7]
0 0 Xl l10/7 18/7

3/7AL = 18/7

Obteniendo las ecuaciones: { 9/T\g = —9/7
10/7A3 = 18/7

de donde se despejan A1, A2 y As.

5.3 Para obtener las coordenadas de 7 relativas a la base B se debe resolver la ecuacion

101 +x9Us + 2303 = (5,4, —9). Resolveremos el SL realizando eliminacién gaussiana sobre
la matriz ampliada.

1 3 1 5 1 3 1 5
1 1 0 4] ~ |:O -2 -1 -1 ]
0 2 3 -9 0 0 3 -15

Obtenemos x3 = —5, o = 3, 1 = 1. Por tanto 2 = ¥ + 303 — 503
9(2) = g(0) +3 g(ta) =5 g(v3) =

1 v71+3 002 vpb—5 001 5=

71 +0.06 75 —0.05 73

9(g(2)) = T +0.06 0.02 & —0.05 0.01 7=
U1 + 0.0012 ¥5 — 0.0005 s

9(g(g(2))) = 71 +0.0012 0.02 T — 0.0005 0.01 ¥ =
71 + 0.000024 75 — 0.000005 w3

Los vectores resultantes tienden a la direccién de ¥

Otra forma de verlo:

k wveces

—
9 ... 9(2)=
k wveces
m(cll_fl + coUo + 63173) =
k wveces k wveces k wveces
g ... g(th)+c2g ... g(va)+esqg ... g(vs) =

Cl)\lf171 + 02/\]26’172 + 63)\]3??73
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Cuando k — oo A =1F -1

Cuando k — oo A5 =0.028 — 0
Cuando k — oo M\ =0.01* -0

k wveces

—

Por tanto, cuando k — 00, g ... g(2) — 17
5.4

1) Calcular o, By

a—4+3=2
8—-8+0=—-4 >a=3,0=4,v=11
7y—20+3=-6
2) Calcular autovalores y autovectores
3—-A 2 -1
4 4—-A 0
11 10 —-1-2AX

Se calcula por adjuntos de la tltima columna, obteniendo P()\) = —\3 4+ 62 — 8\

Por Ruffini se obtienen las raices de P(\), que son (0,2,4). Los autovalores de A son por
tanto 0, 2 y 4

Todos los autovalores tienen multiplicidad 1, por tanto los tres subespacios propios tendran
dimensién 1.

Subespacio propio correspondiente a A = 2: Vo =< (1,-2,-3) >

Subespacio propio correspondiente a A = 0. Se obtiene resolviendo el SL con la siguiente
matriz ampliada

3 2 -1 0 1 1 0 0 11 0 0 11 0 0
4 4 0 O0|~[|3 2 -1 O0|~|0 -1 -1 0| ~|0 -1 -1 O

11 10 -1 0 11 10 -1 O 0 -1 -1 0 0 0 0 0

r+y=0 y=-z _ B _ _
{y+z:0 :{x__y_zzﬂfo_{(z, z,2) [ ze R} =< (1,-1,1) >

Subespacio propio correspondiente a A = 4. Se obtiene resolviendo el SL con la siguiente
matriz ampliada

(3 -4 2 -1 0 -1 2 -1 0 -1 2 -1 0
4 4-4 0 O|=|4 0 0 O~ 0O 8 —4 0]~

L 11 10 -1-4 0 11 10 =5 0 0 32 -16 O

-1 2 -1 0
0 8 -4 0
L0 0 0 O
—rz+2y—z=0 _
{23/—2:0 = z=2y

—r+2y—2y=0=2=0
Vi={(0,9,2y) /ye R} =<(0,1,2) >

3) Base de vectores propios de A:
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B={(1,-2,-3),(1,—1,1),(0,1,2)}

4) Diagonalizar la matriz si es posible.
La matriz es diagonalizable ya que existe base de R® formada por autovectores de A.
También se puede decir que A es diagonalizable por tener tres autovalores distintos.

Por ser diagonalizable se puede escribir AP = PD.

1 1 0 2 0 0
Tomando P= | -2 -1 1| setieneD =0 0 O
-3 1 2 0 0 4

5.5

a) Los vectores (1,1,1,0) y (0,0,0,1) se transforman en si mismos, por tanto A = 1 es
autovalor, y dimV; > 2 (sabemos que es como minimo 2 puesto que ya tenemos dos
vectores propios 1.i.).

Kerf = {Z € R*/AZ = 0 = 07}

Conocemos las ecuaciones implicitas de Kerf, son dos independientes, por tanto la di-
mensién de Kerf es 4 — 2 =2

Kerf ={(-y—2,4,2,0) Jye R,z € R}

Kerf =< (—1,1,0,0),(—1,0,1,0) >

Por tanto 0 es autovalor de fy V) =< (-1,1,0,0),(—1,0,1,0) >

Ya hemos obtenido los 4 autovectores de A 1.i., que son:
51 (1,1,1,0) con autovalor asociado 1
bg = (0,0,0,1) con autovalor asociado 1

b3 = (—1,1,0,0) con autovalor asociado 0

by = (—1,0,1,0) con autovalor asociado 0

Habiamos visto que dimVj > 2, pero como dimVj = 2, se tiene que dimV; = 2 (no puedo
tener més de 4 vectores Li. en R*, o visto de otra forma, la suma de las multiplicidades
algebraicas no puede ser mayor que 4). El conjunto de los cuatro vectores anteriores es la
base de vectores propios de R*, y por existir dicha base, A es diagonalizable.

Base de vectores propios B = {(1,1,1,0),(0,0,0,1),(-1,1,0,0),(—1,0,1,0)}. La matriz

10 0 O
. 01 00
asociada a f respecto de esta base es D = 00 0 0
0 0 0O
fif R* ———— R?
Z————— 9
A
Pzt 1 Pg A= Py D Pg?
[Zlp ————— [ilB
D
1 0 -1 -1
A:PBDP]_;l,con Pg = 1 8 (1) (1) y D la matriz anterior.
01 0 0
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10 -1 —-1771 0 0 071 0 —1 —17°% r1/3 1/3 1/3 0
4_ |10 1 0o 1 o0o0f|1TO0 1 0 o 11/3 1/3 1/3 0
“ |10 0 1|00 O0O0O|]|1O0 0 1 ~11/3 1/3 1/3 0

01 0 olloooollo1 o o o 0 0 1

b) Se puede demostrar que el subespacio dado es un subconjunto de Kerf, por tanto la
imagen de todos los vectores de este subespacio sera el vector (0,0,0,0).

5.6

Pide determinar el valor o valores de ¢ que hacen la matriz diagonalizable, si existe alguno.

1—-X 2 c
0 1—-A 0
0 4 4— )\

Los autovalores son A = 1 con multiplicidad 2 y A = 4 con multiplicidad 1.

A — M| = = (1— M1 - N)d- N

A serd diagonalizable si y sélo si dimV;=2.

dimV; = 3 - rango (A —1I) =2 < rango (A—11) =1

1-1 2 c 0 2 c
A—l[z[ 0 1-1 0 ]:[ 0 0 0]

0 4 4-1 0o 4 3
rango (A—1I)=1<c=3/2

A es diagonalizable si y sélo si ¢ = 3/2

A continuacién calculamos Py D tales que A = PDP~!

Vi
0 2 3/2 0 0 2 3/2 0
0 0 0 0] ~1 0 0 0 0
0 4 3 0 0 0 0 0

20+3/22=0=y=—-3/4z
Vi ={(z,-3/42,2)/r e R,z € R}
Vi =< (1,0,0),(0,—3,4) >

1-4 2 c 0 -3 2 ¢ 0 -3 2 ¢ 0
0 1-4 0 0] = 0 -3 0 0] = 0 1 00
0

0 4 4—-4 0

Vi

y=0
—3x+cz=0=x=c/32
Vi={(¢/32,0,2)/z € R}
Vi =< (¢/3,0,1) >

La matriz A verifica AP = PD siy sélo si ¢ = 3/2, por tanto Vj; =< (1/2,0,1) >.

La matriz P quedard como:

10 1/2 1 00
P=| 0 -3 0| yD=|0 10}
0 4 1 0 0 4

5.7

En primer lugar calculamos los autovalores. Como la matriz es triangular, los autovalores
son los elementos de la diagonal principal, por tanto A = —1 con multiplicidad 2 y A = 2
con multiplicidad 1.
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La matriz serd diagonalizable si y sélo si dimV_;=2
Vo ={fcR3/TZ = -7}
Vo ={Z € R3/(T + 1I)% = 0}

0 o O
[T+1]=|0 0 S
0O 0 3

dimV_; =3—rango (I'+1[)=2 < rango (T+ 1) =1 a=0
T es diagonalizable si y sélo si a = 0. @ puede tomar cualquier valor.

5.10
1 2] .
Datos: A—[7 6]’ U= (3,6)

Resultados: Autovalores —1,8 Autovectores (—1,1),(2,7)
-1 2}

Matriz P, con los autovectores por columnas: P = { 17

A=PDP!'= D =P 'AP La podrfa calcular, pero no hace falta, se que va a ser ésta:

[

0 8
1 0
6 _
b= {O 262144]

Para encontrar las coordenadas de ¢ respecto de la base de vectores propios hay que
resolver el sistema P[Z]p = (3,6) y la solucién es (—1,1).

SL de matriz ampliada [_1 2| 3}

1 7 1|6
1 0
6 _
D= [0 262144}
-1 -1
6 _
b { 1} - [262144]
Para pasar a la base canénica multiplicamos por la izquierda por P

[ -1 ] 524289
262144 | ~ | 1835007
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5.14

a) (1,2,0) y (0,3,1) son vectores linealmente independientes, cuya imagen es el cero.

£(1,2,0) = (0,0,0) = 0 (1,2,0)
£(0,3,1) = (0,0,0) = 0 (0,3,1)

dim Kerf = 2. Kerf es el subespacio propio correspondiente al autovalor Ay = 0. Como
tiene dos autovectores linealmente independientes, v; = (1,2,0) y v2 = (0,3,1), dim
Vo = 2, por tanto la multiplicidad geométrica de A\ = 0 es 2.

Por otra parte, la segunda informacién expresa que f(0,0,1) = «(0,0,1) con a # 0 y que
« es por tanto autovalor correspondiente al autovector vs = (0,0,1). Denotamos a este
valor como As. No podemos suponer que a = 1 porque el enunciado no afirma “la imagen
de cada vector del eje Z es igual a ese vector”. Al afirmar que “la imagen del eje Z es el
eje Z”7 sb6lo podemos concluir que la imagen de un vector del eje, estd en el eje, y que por
lo tanto que la imagen es un multiplo del vector original.

De la tercera afirmacién: “la suma de los elementos de la diagonal de A es 3”7, deduciremos
el valor del autovalor \g, en el apartado siguiente.

b) Tres vectores propios linealmente independientes son v = (1,2,0), vo = (0,3,1) y
V3 = (O, 0, 1).

Los dos primeros son lLi. entre ellos porque uno no es miltiplo del otro. vs = (0,0, 1)
forma con los otros dos un conjunto l.i. porque v3 pertenece al subespacio propio V3 y los
subespacios propios siempre son l.i. entre si.

Como vy, v, v3 son tres vectores de R? y son Li. forman base de R?

f es entonces diagonalizable, puesto que existe base de R® formada por autovectores de
f. La matriz en la base canénica se obtiene aplicando la factorizacién A = PDP~!,

1 00
P = {2 3 0] Seguidamente se obtiene (por ejemplo por el método de
0 1 1

1 0 0
Gauss-Jordan): P71 = [ -2/3 1/3 0

2/3 -1/3 1
00 0
D= 000]
0 0 «
10 0] [0 0 O 1 0 0 0 0 0
A:PDP_lz{Q 3 0] [o 0 0] [—2/3 1/3 0}: {o 0 0]
01 1] [0 0 « 2/3 -1/3 1 20 Fa o

Suma de los elementos de la diagonal es 3, por tanto
0+0+a=3 = a=3

1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0
c) A2 =pD2pP" 1 =2 3 0 0 0 O -2/3 1/3 0| = 0 0

0 1 1] Lo o0 3% 2/3 —1/3 1

0
0

354294 177147 531441

|



CAPITULO 6

IR" como espacio euclideo

6.1 Producto escalar euclideo

Definiciéon 6.1 Sean i, U elementos del espacio vectorial R™. Se define producto es-

calar euclideo de @ y ¥ y se denota @ - ¥ al nimero real i - U = W'V

U U1

R"x R" — R . Uz . v

U v — - T =0T u={ . v= .

Un, Un
U1
Lo 2

U-U=UV=1[up ug ... up) | . = uiv] + U + ... + Uy,

Un

Teorema 6.1 a) @ - U
b) (@ + 7)W=
c) (ci) - v =c(i-v) =1u-(ct)

di-i>0 y @-d=0 & a=0

La combinacion de las propiedades b) y c¢) =

(Cl’lzl + cotio + . .. —i—Cpﬁp) S = Cl(ﬁl u_f) —i—CQ(ﬁQ . IU) =+ ... —i—Cp(’l_L}, 117)

Demostracién: Las propiedades anteriores se deducen de las operaciones de pro-
ducto de matrices y trasposicion de matrices.

|
6.2 Longitud o norma de un vector
U1
V2
Definicion 6.2 Sea v € R™ y ¥ = | . |. Se denomina norma o longitud de ¥ al
Un

escalar no negativo || U || definido por:

177
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17 =VE-T= o]+ +...+2 7P =77

La raiz de U - ¥ estd definida, ya que ¥ - ¢’ no es negativo.

Habiamos visto a principio de curso como un vector de IR?, o par de nimeros reales,

lo podiamos identificar con un punto geométrico en el plano. Dado ¢ = [a} el punto

b
asignado es el de coordenadas (a, b).

| 7 || coincide con la nocién usual de la longitud del segmento de linea que va del origen
a vU. Esto es consecuencia del Teorema de Pitdgoras aplicado a un tridangulo como el de la

fi .
st 17 |= Va? + 02 = /a? + o2

<L

a? + b?

Podriamos también ver el simil en IR>. En este caso la norma de @ coincide con la longitud
del segmento de linea que forma la diagonal de un paralelepipedo con lados a. b, c.

Para cualquier escalar ¢, la longitud de ¢t es |c| veces la longitud de 0. Esto es, || ¢v ||=
e[ || 7]

(Para verlo calculemos || @ ||?= ¢t ¢t = ¢
positiva).

7.9 =c?| 7> y tomemos su raiz cuadrada

Un vector cuya longitud es 1 se denomina vector unitario. Si dividimos un vector no
nulo ¢ por su longitud, es decir, si lo multiplicamos por ﬁ obtenemos un vector unitario

@, porque la longitud de # es (ﬁ) || 7|, con la misma direccién y sentido que el vector
i. El proceso de crear i a partir de ¢ se denomina normalizacién de 7.

Dado ¥, 4 = ﬁﬁ es un vector unitario con la direccién y sentido de .

Ejemplo 6.2 Sea 7 = (1,-2,2,0) € R*. Encuentra un vector unitario i@ en la misma
direccion que U.

En primer lugar calculamos la norma de v:
13 [P=77=1)?%+(-2?+2°+(0?=9 [ 7]|=V0=3

Después multiplicamos U por ﬁ para obtener:

1 1/3
7 1 _,:lz_),:l -2 _ —2/3
71773 3| 2| 7| o3
0 0
Para comprobar que || @ ||= 1 es suficiente con demostrar que || i ||*= 1

| @ 2= =(1/3)%+ (=2/3)2 + (2/3)2 + (02 =1/9 +4/9+4/9+0 =1

Ejemplo 6.3 Sea W el subespacio de R? generado por & = (2/3,1). Encuentra un vector
unitario zZ que sea base de W.
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W estd formado por todos los maltiplos de Z. Cualquier vector no nulo de W es una base
para W. Para simplificar los cdlculos “escalamos” T para eliminar las fracciones. Esto
es, multiplicamos & por 3 para obtener § = (2, 3)

Ahora caleulamos || 7 ||?= 22 + 32 = 13, || i ||= V13, y normalizamos i para obtener:
-
T /1313 3/V13

Otro vector unitario base de W seria por ejemplo (—2/+v/13, —3/+/13)

W es una recta que contiene el cero.

pendiente = ﬁ = % =1.5

0 2/3

6.3 Distancia en IR"

A continuacién vamos a definir la distancia entre vectores. Recordamos que si a y b son
nimeros reales, la distancia en la linea de nimeros entre a y b es el nimero |a — b|. En la
figura se dan dos ejemplos

2—-8[=|-6[=6 8—2|=6]=6

(=3)—4l=[-7=7 [4-(=3)|=[1=7
Esta definicién de distancia se puede extender a R™.
Definicién 6.3 Dados @,v € R", la distancia entre @ y ¥, denotada como dist(i, v),
es la longitud del vector @ — v. FEsto es, dist(u,?) =|| 4 — ¥ |= /(4 — 9).(d — ?)

En R? y R? esta definicién de distancia coincide con las férmulas usuales para la distancia
entre dos puntos, tal como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 6.4 Calcula la distancia entre los vectores @ = (7,1) y ¥ = (3,2).

=] 1] - [ 3]=]1]
|- |= V& T (-1 = VIT

Los vectores i, v y @ — U se muestran en la figura. Cuando al vector @ — U se le suma
al vector U, el resultado es @. Nota como el paralelogramo de la figura muestra que la
distancia de U a U es la misma que la distancia de 0 a U@ — .
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Ejemplo 6.5 Determina la expresion general de la distancia entre dos vectores U =

—

(uy,ug,u3) y 0= (v1,v2,v3) en R3.

dist(d, ) = @ — ¥ ||= /(i = 0) - (@ = 0) = v/(ua — v1)? + (ug — v2)* + (ug — v3)?

Definicion 6.4 El espacio vectorial R™ es un espacio euclideo al poderse definir para
sus vectores

- producto interno entre vectores

- norma o longitud de un vector (a partir del producto interno)

- distancia entre vectores (a partir del producto interno)

6.4 Vectores ortogonales

Consideremos R? 6 R? y dos lineas que atraviesan el origen y determinadas por los vec-
tores @ y ¥. Las dos lineas, mostradas en la figura, son geométricamente perpendiculares
si y s6lo si la linea a través de 4 es el bisector perpendicular del segmento de linea desde
— hasta . Esto es lo mismo que requerir que las distancias de @ a ¥ y de & a —¥ sean
iguales.

= [dist(a, —0)]* =[| @ — (=0) |[*=] a+7 |?
" = (i +7) - (il + 7)
v =U-(U+V)+ 70 (d+7)
=U-U+u-v+0-d+0-7
0 =@+ +2a-0 [1a]
N
\%
Los mismos célculos con ¢ en vez de —¥ muestran que:
[dist (@, 9)]* =|| @ ||> + || =7 ||* + 2@ - (~0)
=|a|?+ 7|~ 2a-0 [1b]
Las dos distancias son iguales si y sélo si 2@ - ¥ = —2¥- 4, lo que sucede si y sélosi -9 =0

Este cdlculo muestra que cuando los vectores i y ¥ estan identificados con puntos geométricos,
las correspondientes lineas que atraviesan los puntos y el origen son perpendiculares si y
solo si @ - U = 0. La siguiente definicién generaliza a R™ esta nocién de perpendicularidad
(ortogonalidad en Algebra Lineal).

Definicion 6.5 Dos vectores i y ¥ en R™ son ortogonales entre si si i - v =10

Observamos como el vector cero es ortogonal a todos los vectores de IR", porque 0'7 =
0 Vvv.
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Teorema 6.2 Teorema de Pitdgoras. Dos vectores i y ¥ son ortogonales si y solo si
la+7(P=[la >+ 7]

— - - — - -
v u+v v u+v
L LR @ oo
lu+vlP = [lulP + IvI} ; lutvi® = [l + V[P + 2 u . v
- -
u u
- - e -
u y v ortogonales u y v no ortogonales

(Recuérdese como la suma de dos vectores coincide con la diagonal del paralelogramo que
definen).

6.5 Conjuntos ortogonales y base ortogonal

Definicién 6.6 Un conjunto de vectores {u1,Us, ..., Uy} se dice que es un conjunto or-
togonal si cada par de vectores distintos del conjunto es ortogonal, es decir, si ;- i; = 0
cuando i # j.

Definicién 6.7 Un conjunto de vectores {uy,us, ..., 1y} es un conjunto ortonormal si
es un conjunto ortogonal de vectores unitartos.

Ejemplo 6.6 Muestra que {1, 2, U3} es un conjunto ortogonal, donde

3 ~1 ~1/2
= 1|, o= 2|, 3= -2
1 1 7/2

Consideremos los tres posibles pares de vectores distintos, a saber {uy,us},{u1,us} y
{ta, us}.

@y iy =3(—1) +1(2) +1(1) =0

iy iy = 3(—1/2) + 1(—2) + 1(7/2) = 0

iy iy = —1(—1/2) + 2(=2) + 1(7/2) = 0

Cada par de vectores distintos es ortogonal, por tanto {1, 2, U3} es un conjunto ortogonal.

Teorema 6.3 Si S = {u1,us,...,Up} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos de
R", entonces S es un conjunto linealmente independiente y por tanto es una base del
espacio generado por S.

Demostracion:

Supongamos que 3 c¢i,¢2,...¢p / 0=y + cotin + ... + Uy 1]

0:6-171 = (612_[1—1—62’[_[2—1—...+Cpﬁp)'ﬁ1

0= (Clﬁl) Uy + (CQ'L_I:Q) UL+ ..+ (Cpﬁp) U

0= Cl(ﬁl . 17:1) + 02(17:2 . l_[1) +...+ Cp(l_[p - 171)

0=ci(u;-u1) yaque U es ortogonal a s, ... Up,.
Como w7 es no nulo, i1 -i1 no es nulo y por tanto ¢; = 0. Similarmente se puede demostrar
que ¢z, ...cp, tienen que ser cero, multiplicando [1] por i, ..., @, respectivamente. Por

tanto el conjunto S es linealmente independiente.
[ |
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Definicién 6.8 Una base ortogonal de un subespacio W de R"™ es una base de W que
es ademas un conjunto ortogonal.

Definicion 6.9 Una base ortonormal de un subespacio W de R™ es una base de W
que es ademds un conjunto ortonormal.

El ejemplo maés sencillo de conjunto ortonormal es la base estandar {€1, €s,...,€,} de R"™.
Cualquier subconjunto no vacio de {é1,és,...,€,} es también ortonormal. Hay ejemplos
mas complicados, como el que sigue:

Ejemplo 6.7 Muestra que {U1,72,73} es una base ortonormal de R3, donde:

[ 3Nﬁ] —1/¢6] [ ~1//66 ]

—

v =

1/V11 2/1/6 —4//66
1/V11 1/v6 7//66

L9 1 1 (9+1+1) 11

77 —_ —_— = = — = 1
e TR TR 11 11
1 4 1 (14441 6
2=t ETy 6 6
L1 16 49 (1+16+49) 66
VU= s T 66 T 66 66 6
L -3 2 1 (=3+2+1)
U3 Ug = + + = =
V11V6  V11v/6 V116 V116
o —3 ) T (-3-447)
103 = —
VITVGG *VITVES T VILVGE | VITVGO
o 1 -8 T (1-8+7)

2T URVE6 T VBvi66 | voviee | vilvG6

El conjunto {v1, Vs, U3} es un conjunto ortonormal, luego es linealmente independiente, y
por tanto forma una base de R3 (son 3 vectores). Por ser un conjunto ortonormal es una
base ortonormal.

Cuando los vectores de un conjunto ortogonal se “normalizan” para tener longitud unidad,
el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal, y por tanto, al tener longitud unidad, forma un
conjunto ortonormal.

Estos son de hecho los vectores ortogonales del ejemplo 6.6, pero normalizados para ha-
cerlos unitarios.

6.6 Coordenadas relativas a una base ortogonal

El siguiente teorema sugiere por qué una base ortogonal es mas sencilla de tratar que
otras bases. En efecto, las coordenadas de un vector respecto a una base asi se calculan
de forma muy sencilla.

Teorema 6.4 Sea {uU,Us,...,U,} una base ortogonal del subespacio W de R™. Entonces,
las coordenadas de i de W relativas a esa base son los c; tales que

Y- uj
Uj - Uy

Cj =
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Demostracién: 4 = cit; + cotiz + ... + ¢yt

<y

1
'ﬁl

Yot =ciy -t +0+...40 ¢ =

S
=

v lo mismo para el resto de los subindices hasta el p.

El teorema se verifica para todo subespacio de IR, incluido el propio R™.

Dado {1, ds,...,u,} una base ortogonal de R", las coordenadas de ¥ € R" relativas a
esa base son los c; tales que
g - U

cj = 1 =1,...,n
J ﬁjﬁ] (] 9 ’ )

COROLARIO 6.1 Sea {u1,us,...,u,} una base ortonormal del subespacio W de R™.
Entonces, las coordenadas de ij de W relativas a esa base son losc; = y-u;  (j=1,...,p)

Ejemplo 6.8 El conjunto de vectores S = {uy,1ua,us} del ejemplo 6.6 forma una base
6

ortogonal de R3. Ezxpresa el vector § = [ 1] como combinacion lineal de los vectores de

-8
S.
3 ~1 ~1/2
i = 1|, iy = 2|, Udg=| —2
1 1 7/2
y= _1,/ jﬁ1+_3{'u_? Ungg‘uf 3 por ser S una base ortogonal
Uy - Ul u2 - U2 us - ug
- 3
g =61 —8| 1|=18+1-8=11
1]
11
Joida=[61 —8| 2|=-6+2-8=-14+2=—12
L 1]
[ —1/2
Joids=[61 —8| —-2|=-3-2-28=-33
L 7/2
3
=311 1|=9+1+1=11
1
-1
Gy ilp=[-12 1| 2|=1+44+1=6
1
~1/2
us -z =[—-1/2 —2 7/2] —2| =1/4+4+49/4=(1+16+49)/4 =66/4 = 33/2
7/2
Lo 11 +—12_, n —33 _ . 2 2
= —i + —1Uy + ———13 = U — 2 — 21U
Yy 11" 6 2 33/23 1 2 3

~1 ~1/2
A
1 7/2

-1
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Si la base no fuera ortogonal hubiéramos tenido que resolver el sistema de ecuaciones:

3 -1 —1/2
[1 2 —2]

1 1 72

C1 6
co | = 1|, que es similar a la ecuacion vectorial

cs3 | 8

3 -1 [ — 1/2 6
c1|1] +eo 2| +c3 —2 = 1
| 1 L 7)2 -8

6.7 Angulo entre dos vectores

Se define dngulo entre dos vectores @ y v, ninguno de ellos nulo, como el escalar a =
angulo(, ) siguiente:

a € [0,7] tal que u.U=| || V| cosa

Despejando cosa:

— —

u.v
COSX = w—=—"7 S
[ [l 7|

e il=0a=m/2

¢ U.U>0& ae(0,7/2)

Siv=M con A>0 = 4.0=uli=\ud)>0
UAU A
cosa = —— —=-——=1 =a=0
(il A (] [A
¢ .U <0 o€ (n/2,7]
Sigd=XM con A<0 = 4.0=u = \uu) <0
UAU A ] N
cosa = —— — = = a=m
(il A ]l [A

Ejemplo 6.9 Calcula el dngulo que forman los vectores de R? (7,1) y (=3, 3), y el dngulo
que forman los vectores de R? (7,1) y (4, —3).

(7,1).(=3,3) =50 V18 cosa

2143 -18 18 -8 -3
VE0V/18  VB0VIS V25 x4x9 H5x2x3 5

El dngulo es o = 2.2143 radianes = 126.87 grados

Cosx =

(7,1).(4,-3) =50 5 cosa

28—3 25 )

= =0.7071
5v50 5v/50  v/50

COstx =

El angulo es aw = 45 grados
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6.8 Matriz ortogonal y base ortonormal

Teorema 6.5 Una matriz real Q,, es ortogonal si y sélo si sus colummnas forman una base
ortonormal de IR™

Demostracion:

=

Q ortogonal = Q! = Q! = Q'Q = I. Escribamos como columnas de @ una base de
vectores unitarios i1, ..., i, y comprobemos que esa base es ortonormal. Que las columnas

sean base se deduce de un teorema anterior (3.14) que establecia que las columnas de una
matriz cuadrada inversible de orden n formaban base de R". Dividiendo cada vector de
la base por su norma ya tenemos todos unitarios.

Q = [uy dy ... Uy |

U1l u21 ce. Upt U1l (AP N AT Ul - Ul Uy U9 o UL Uy
0'Q U1 U2 ... Up2 U9 U2 ... Ugp Ug - Uy Up-Uy ... Uy-Up

Ulp U2n ... Upnp Upl Up2 ... Upp ’L_[n?jl ﬁnﬁz ﬁnﬁn
I = u.1; = Lsii=j = {0 i, } es base ortonormal

B Osiit#j o
=
Q = [ dy ... U, ) con {1, ..., i, } base ortonormal implica que Q'Q = I (ver la
demostracién anterior).
Q'Q =1 = |Q| # 0 por tanto Q inversible
Multiplicando Q'Q = I por Q! por la derecha se obtiene

Q! = Q! por tanto @ es ortogonal.
[ |

6.9 Subespacios vectoriales ortogonales

Definicion 6.10 Se dice que Z' es ortogonal a un subespacio W de R"™ si Z es ortogonal
a todo vector W € W.

Definicién 6.11 Se dice que V y W subespacios de R™ son ortogonales si VZ € V', Z es
ortogonal W .

6.10 Complemento ortogonal de un subespacio

Definicion 6.12 Se dice que Z' es ortogonal a un subespacio W de R"™ si Z’ es ortogonal
a todo vector W € W. El conjunto de todos los vectores Z' que son ortogonales a W se
denomina complemento ortogonal de W y se denota como W,

Ejemplo 6.10 Sea W un plano atravesando el origen, en R3, y sea L la recta que
atraviesa el origen y perpendicular a W. VZ € L y¥Yw € W, Z- & = 0. Ver la figura.
En efecto, L estd formado por todos los vectores que son ortogonales a los W de W y
reciprocamente W estd formado por todos los vectores ortogonales a los Z de L. Es decir,
L=WtyW="L"
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N \L“

Un plano conteniendo al origen, en R3, como W, es un subespacio de R? de dimension
2. 2 vectores base.

Una recta conteniendo al origen, en R3, como L, es un subespacio de R® de dimension
1. Un solo vector base.

Consideremos el caso de W =< (1,0,0),(0,1,0) > y L =< (0,0,1) >

Un vector W € W y un vector Z € L serdn de la forma:

w1 1 0 0 0
w:[m]:m 0|+ we 1] Y Z:[O]:z;;[O]
0 0 0 Z3 1

0

wZ:[wl w2 0]

O] = w104+ w0+ 023 =0
23

Teorema 6.6 Se cumplen los siguientes resultados sobre W, siendo W un subespacio
de R™.

1) Un vector  pertenece a W si y sélo si Z es ortogonal a todos los vectores de un sistema
de generadores de W.

2) Wt es un subespacio de R™.

) WHWL =R"

Comentario sobre el significado de 3):
e Dado @ € R™ existen iy € W y ila € W dinicos, tales que @ = iy + .
e Dadod@ €W yieWt, i+i=0=id=0yw=0

o Siii€ W, 7€ W= yambos son no nulos, entonces {ii, v} es un conjunto linealmente
independiente.

e Se puede obtener una base de R™ B = {U1, V2, ..., U, Umt1,---,0n}, con{th, U, ..., 0n}
base de W y {Gms1,...,0n} base de W+

o dimW + dimW+ = dim R™ =n

OBSERVACION:

Todo subespacio W € R"™ (salvo el 0 y el propio R™) admite infinitos subespacios com-
plementarios, pero sélo uno de ellos es complemento ortogonal.

Por ejemplo, en R?, cualquier recta pasando por el origen y no incluida en el plano XY es
complementario del subespacio formado por el plano XY, pero el complemento ortogonal
del plano XY es un subespacio tnico, que es la recta que define el eje Z.
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Ejemplo 6.11 Sean (3,2,2,4), (1,0,0,2) y (1,—1,—1,1) tres vectores de R*. Hallar un
vector de R* ortogonal a los tres dados.

Las componentes del vector son 4 incégnitas, puesto que el vector pertenece a R*.

(3,2,2,4) - (x,y,2,t) =0 3x+2y+2z+4t=0
(1,0,0,2) - (,, 2, ) = 0 T2 =0
(1,-1,-1,1) - (x,y,2,t) =0 r—y—z+t=0

Las 3 ecuaciones anteriores forman un sistema. Encontrar el vector (z,y, z,t) es encontrar
la solucion del sistema.
3 2 2 40 1 -1 -1 1 0 1 -1 -1 1 0
[1 0 020]~[1 0 020]~[0 1 110]
1 -1 -1 1 0 3 2 2 40 0 5 5 1 0
1 -1 -1 1 0
~ {0 1 1 1 O]
0 0 0 —4 0

Tenemos 8 ecuaciones y rango 3, y por otra parte 4 incognitas. Por tanto tenemos4—3 =1
pardametro libre. Tomando z como pardmetro libre deducimos:
—4t=0 = t=0

y+z+t=0 = y+z=0 =

r—y—24+t=0 = z—y—2=0 = |z=0

El vector solucion es de la forma (z,y,z,t) = (0,—2,2,0) Vze R

El conjunto de vectores ortogonales a los tres dados es un espacio vectorial de dimension
1. Un vector base posible es el (0,—1,1,0)

NOTESE que el conjunto de soluciones es precisamente KerA, siendo A la matriz que
tiene por filas los tres vectores iniciales, a los que la solucion tiene que ser ortogonal.

Ejemplo 6.12 Se considera el espacio vectorial euclideo R® y en él los siguientes subes-
pactos vectoriales:

Wy =< (1,1,0),(0,3,6) >

Wy =<(1,2,1) >

W5 =< (7,8,5),(6,3,1),(1,3,6) >
Hallar los subespacios vectoriales ortogonales correspondientes, Wf, WQL, Wj

a) Wit = (z,y,2) € R3 /(x,y, 2) es ortogonal a (1,1,0) y a (0,3,6)
(z,y,2)-(1,1,0) =x+y =0

(x,y,2)-(0,3,6) =3y +62=0

Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas.

1 1.0 0
{0 3 6 0
Tomamos z como pardmetro libre.

JYy+62=0 =y+22=0 =y=-2z2
r+y=0 =2zr=—y =x=22

] El sistema se encuentra ya en la forma escalonada.

El vector solucion es de la forma (z,y,2) = (22, —22,z) Vze R
El conjunto de vectores ortogonales a los dos dados es un espacio vectorial de dimension
1. Un wvector base podria ser el (2,—2,1)
Los vectores se pueden identificar con una recta en R® que pasa por el origen

y cuya direccion viene dada por el vector (2,—2.1) o un maltiplo de éste.
Vemos de nuevo que este espacio vectorial es KerA, siendo A la matriz que tiene por filas
los dos vectores a los que la solucion debe ser ortogonal.
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Ezxpresamos Wit =< (2,-2,1) >
NOTA: Se puede obtener Wi- =< @i > , siendo it = (1,1,0) x (0,3,6) (producto vectorial).

b) Wit = (2,y,2) € R® /(x,y,2) es ortogonal a (1,2,1)
(x,y,2)-(1,2,1)=x+2y+2=0
La diltima ecuacion es la ecuacion implicita de Wi~
Tenemos una sola ecuacion y tres incognitas, por tanto dos pardmetros libres. Dejando
como pardmetros libres y y z tendremos
z+2y+2=0 =2rx=-2y—2 y=y, z2=2=2
El vector solucion en forma paramétrica es (x,y,z) = (—2y — z,y,2) VyeR VzeR
El conjunto de vectores ortogonales al dado es un espacio vectorial de dimension 2. Una
base podria ser la formada por los vectores (—2,1,0) y (—1,0,1).
Wi =< (-2,1,0),(-1,0,1) >
Wb se identifica geométricamente con un plano, que contiene el origen, o vector (0,0,0)
y los vectores (—2,1,0) y (—=1,0,1). EIl complemento ortogonal de una recta en R> es
precisamente un plano. La ecuacion implicita WQL, r+ 2y + z = 0, tiene en efecto la
expresion de la ecuacion general de un plano que pasa por el origen, la cual viene dada
por Ax + By + Cz = 0 siendo A,B,C € R y (A, B,C) un vector que da la direccion
perpendicular al plano.
De nuevo este espacio vectorial es KerA, siendo A la matriz fila, cuya fila es el vector
micial.

c) Wit = (x,y,2) € R?® /(x,y,2) es ortogonal a (7,8,5), (6,3,1) y (1,3,6)
1 3 6 0 1 3 6
A=16 3 1 0] 6 3 1|=100
7T 8 5 0 7 8 5

detA # 0, por tanto tenemos un sistema de Cramer, con solucién inica, y como el sistema
es homogéneo, la solucion unica es la trivial.

Por tanto W3- = {(0,0,0)}.

W5 representa todo el espacio euclideo R2, por lo que es de esperar que Wit = 0.
Habiamos visto anteriormente como 0 es ortogonal a todos los vectores.

Ejemplo 6.13 Se considera el espacio vectorial euclideo R® y el subespacio vectorial W
dado por 2z 4+ vy — z = 0. Determina W.

La ecuacion 2x +y — z = 0 la puedo interpretar como la expresion del producto escalar de
dos vectores, igualada a cero, siendo los vectores (2,1,—1) y (z,y, z). Los vectores (x,y, z)
contenidos en el plano que representa el subespacio vectorial W de R> son los vectores
ortogonales al vector (2,1, —1), y obviamente a los miltiplos de éste.

En efecto si (2,1,-1) - (z,y,2) =0 = A(2,1,-1)- (z,y,2) =0

Por tanto W+ =< (2,1,—1) >.

6.11 Descomposicion ortogonal de un vector de IR". Proyeccién
ortogonal

El apartado 3 del Teorema 6.6 se conoce como Teorema de la Descomposicion Ortogonal.
W@ W+ = R" significa que cada 7 € R™ se puede escribir de forma tnica como suma

de un vector ﬁ € W y un vector 7 € W+

A gj’ se le denomina proyecciéon ortogonal de i sobre W y se denota también como
proy w y
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También se puede dar esta definicién: La proyeccién ortogonal de y sobre W es el vector
ytal que j—y € Wt

Ya que W @ W+ = IR" podemos obtener una base de R™ B = {#), ¥, . . ., Uy, Umg1s - - - » Un }s
con {¥, ¥a,...,Um} base de W y {t11,...,0,} base de W+.

Entonces ¢ = c191 + coUs + . .. + CnUm + Cm+10m+1 + - - - + CnUn

con proywy = 1t + colo + ...+ ety € Wy

7= Cm+177m+1 + ... tenty € Wt

Como las coordenadas respecto a una base dada son unicas, obtendremos un tnico vector
proywy € W y un tnico vector 7 € W+ tales que § = proyw i + 2.
Yy

2o

< >

<y

W 0

@’ tiene la propiedad de ser el vector de W mas cercano a §
| —proyw 7| < ||§—7| VGEW con v#7¢

Decimos entonces que dado § € IR", la mejor aproximacién de ¢ que puedo obtener
mediante un vector de W, subespacio vectorial de R", es proyy 4

;, En qué sentido es mejor aproximacion?

En el sentido de que
| g—proyw ¥l < |y—0l VoeW con 7#proywy

Denominando § — proyy, y = €

= Pl o2 4 22 2
| 7~ proyw 7ll= /e +3+.. <2
La aproximacién minimiza la suma de los errores (o desviaciones) al cuadrado.

La distancia del punto i € IR™ al subespacio W se define como la distancia desde ¥
al punto mas cercano de W. Dicho de otra forma, la distancia de i a W es igual a

|7 = proyw 7 [|=] Z |
OBSERVACIONES
e Z = proyy 17, es decir, Z es la proyeccién ortogonal de ¢ sobre W+.

e || proyy 7 || es la distancia de ¢ a W+.
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6.12 Proyeccion ortogonal sobre un subespacio del que cono-
cemos una base ortogonal

Teorema 6.7 . Sea W un subespacio de R", {U1,us...U,} una base ortogonal de W e

iy € R™. Entonces

I VA 75 N VA 7/ SN Yy
Proywy = 5——= U+ S5—S U2+ ...+ S—= Up
U+ Ul ug U9 Up + Up
Demostracion:

proywy € W, por tanto proywy = ciiiy + catia + ... + cplip,

proywy - u;
con ¢ = ———5
u]' . Uj

Solo nos queda comprobar que proywy - 4; =y - U;.

En efecto, proywy =149 — Z con 7 € W+
Por tanto proywy - 4; =y -u; —Z-U; =y -u; — 0 =9 U |

La proyeccién ortogonal de ¢ sobre < wy,us,...u, >, siendo {1, us,...14,} una base
ortogonal, es igual a la suma de las p proyecciones ortogonales sobre subespacios de una
dimensién, mutuamente ortogonales, en las direcciones de iy, Uy, . . . ).

L yu o Yrup y-up
proywf§=——— 1+ >—— o+ ...+ ——2 @, 1]
Ul - Ul U9 U9 up'up

Si la base {1, s . ..Uy} es ortonormal la féormula [1] se expresa:

- o

proywy = (§-u1) € + (¥ U2) ta+ ...+ (- Up) Up 2]

Para calculos a mano se recomienda utilizar la férmula [1] ya que en la [2] apareceran
raices cuadradas.

J

Otra forma de deducir la Proyeccion de un vector sobre una recta
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COROLARIO 6.2 Siy e W, entonces proyy ¥y =19 y
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6.13 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

El proceso de Gram-Schmidt es un algoritmo que permite obtener una base ortogonal para
cualquier subespacio no nulo de IR"™ a partir de una base dada. Ilustraremos el algoritmo
con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 6.14 Sea W =< (0,4,4),(2,2,4) > un subespacio de R>. Obtén una base
ortogonal para este subespacio.

A partir de los vectores originales &1 = (0,4,4) y @2 = (2,2,4), que forman la base B,
vamos a construir la base B’ = {U1,7U2}, siendo Uy y Uy vectores de W ortogonales entre
st .

Tomo ¥1 = Z1 y a continuacion construyo vs.

Consideremos el vector proy_z - T2,

To — Proy.z - T2 es ortogonal a Ty y pertenece a W, pués es combinacion lineal de T1 y

— - ;}7‘2“@‘1 —
T2 (pr0Y<£1> T2 = j‘l_flxl)

Por tanto Uy = ¥y y Uy = T2 — Proy_z ~ T2 forman una base ortogonal de W.

1 = (0,4,4)

—~~
[\

5 4y 0, 47 4)
(07 47 4) ' (07 47 4)

—

172 = (23274) - (0a474) = (27 _]-a ]-)

Comprobamos que U1 y Ua forman una base ortogonal: ~ (0,4,4)-(2,—1,1) =0—4+4 =10
Teorema 6.8 Teorema de la Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Dada una base {Z1,...,Zp} de un subespacio W de R", y definidos:

vl - U1
L, @3-, T30
U3 =23 — = U1 — 5 ——= U2

1° U1 Ug - U2

L L Xy,  Bp-Us Ty Up1
Up:mp__»p _»'U__,p _;712__»1) 1: Up—1

V1 - U1 V92 - V2 Up—1*Up—1

Entonces {U1,...,0Up} es una base ortogonal de W. Ademds,
< Upyen,Up >=<T1,..., 0>, paral <k <p

Ejemplo 6.15 Sean los vectores§ = (7,6) yu = (4,2). Encuentra la proyeccion ortogonal
de § sobre < @ > y la distancia de § a la recta < @ >.

Calculamos en primer lugar un vector Zi ortogonal a @ = (4,2). Un ejemplo es Z1 =
(1,-2).

Considerada la base B = {i, 1}, con un vector en la direccion de 4 y otro en la direccion
ortogonal i, se calculan las coordenadas de (7,6) respecto a esta base, resultando ser
(2,-1), es decir:
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(7’6) = 2(472) _1(17_2)
Por tanto la proyeccion de (7,6) sobre (4,2) es 2(4,2)=(8,4)
La longitud del vector proyeccion es igual a /64 + 16 = /100 = 10

La distancia de (7,6) a la recta de direccion (4,2) es:

d=+(-1)2+22=5

Este problema también se podia haber resuelto utilizando la formula de la Seccion 6.11
puesto que el subespacio sobre el que se proyecta es de dimension 1, y por tanto su base
puede considerarse como base ortogonal.

L yau
Proy <g»§ = ==
Por tanto
_ (7,6).(4,2)
Proy i~y = (4,2).(4,2) (4,2)
L 28412
Proy -g=>Yy = 16 + 4 (4a 2) = 2(47 2) = (&4)

La distancia de § a < @ > es igual a la norma de Z = § — proy.g-y = (7,6) — (8,4) =
(_17 2)

d=+(-1)2+22=+5

Ejemplo 6.16 Sean i = [2] y U= [H Escribe if como suma de un vector en el

espacio generado por i y de un vector ortogonal a .

(27 6) ) (7’ 1)
49+1

1446 20

2
(77 1) ~ 50 (77 1) = %(77 1) = 3(77 1)

proygzy =

y = proyayj

= [a)- Lo = [52om | = =[]
proyay = 2/5 [H

7=2/5 { _124}

C’ompmbgcz’o’n: a7 1_971 5112
2/5H+2/5[ 14]—2/5{1“4]—2/5{15}—M
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Ejemplo 6.17 Considera en R? el plano W que pasa por el origen y por los puntos
(0,10,2) y (4,10,2). Calcula la proyeccion ortogonal del vector v = (2,4,12) sobre W.
Determina la distancia del punto (2,4,12) al plano W y a la recta W,

Método 1

Para resolver el problema buscaremos la expresion de ¥ en una base B que contenga los dos
vectores generadores de W, que son @ = (0,10,2) y b = (4,10,2), y un vector 7, € W+.
Los tres vectores forman una base de R®, cond e W, be W y 2z, € W+.

ay b no forman una base ortogonal, por tanto no puedo aplicar la formula de la Seccion
6.11.

Encontraremos que W+ =< (0,—1,5) >, por tanto podemos tomar 7, = (0, —1,5)
En la base B = {@,b, 21} las coordenadas de T son (3/26, 1/2, 28/13), por tanto,
T=3/26a+1/2b+28/13 7

Nos fijamos ahora en que 3/26 @+ 1/2 b€ W, por pertener a y b y ser W subespacio
vectorial; 28/13 Z1 € WL. Por tanto ya tenemos el vector i expresado como suma de un
vector de W y otro de W,

U =proywy+ 2
proywy = 3/26 @+ 1/2 b = (2,6.15385,1.23077)
Z=28/13 z; = (0,—2.15385,10.7692)

La distancia de U al plano es la norma de Z,

d = /0% + (—2.15385)% + 10.76922 = 10.9825

La distancia de U a la recta W es la norma de proyw, es decir:

d' = /2% + (6.15385)% + 1.23077% = 6.5867

Método 2

Una vez obtenido i se obtiene la proyeccion de U sobre la recta < Z; >= W:

L vz L 28 28 140
proyy,Lv X 21 1321 (0, 13’ 13) (0, J )

A continuacion:

28 140 80 16

— ) = (2,05, 05) = (2,61 1.2
5 13) — (2130 3) = (2.6.15385,1.23077)

proyy U = ¥ — proyy .7 = (2,4,12) — (0,

Distancia al plano W' es la norma de proyy, . v
Distancia al plano W+ es la norma de proyy, v
Método 3

Construimos una base ortogonal de W

o1 = (0,10,2), tomo mejor iy = (0,5,1)

(4,10,2) - (0,5,1)
(0,5,1) - (0,5,1)

172 — (4, ].0, 2) - (07 57 1) = (4’ O’ O)
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Tomamos uz = (1,0,0)

2,4,12).(0,5,1) . 32 .
proyyy, U= (?7’1]:1) ﬁ1+(17~ﬁ2) Uy = ( 2)6( ) U1+<2,4, 12).(1,0,0) Uo = % UL+2 Uy =
16 (0,80, 16) 80 16
— 1 2 (1 =" 2 =(2,—,—)=(2,6.1 1.2
1505, 1) + 2 (1,0,0) = o+ (2,0,0) = (2, 35, 1) = (2615385, 1.23077)
2 -2 1
Ejemplo 6.18 Sea i = 5,1y = 1, yy= 2.
-1 1 3

Observa que {i1,U2} es una base ortogonal de W =< iy, >. Escribe § como suma de
un vector de W y un vector perpendicular a W. Obtén la distancia de i a W y el punto
de W mds cercano a 4.

Por ser {i1, U2} una base ortogonal puedo aplicar la siguiente férmula:

T 7S N TR 75 S
proywy = T i U + A Ug =
2+10-3) . (-2+2+3) , 9 2 3[2 —2/5
Gr2+n T arien @750 Ol te| T2
~1 1 1/5

J=proywy+2 conZe Wt
1 —2/5 7/5
Z=19y—proywy = 2| — 2 = 0
3 1/5 14/5
El punto mds cercano es (—2/5,2,1/5).

La distancia de ¥ a W es la norma de Z=1/5(7,0,14):

d=1/5V72 4142 = 1/5v245 = 1/5\/49 x 5 =T7//5

-7 -1 -9
Ejemplo 6.19 Seaﬁlzl 1], 11'2:[ 1], yj:[ 1] y W =< iy,ids >. Obtén
6
proywy.

Se puede comprobar que U1 y U son ortogonales. Puedo entonces wutilizar la férmula
siguiente:

(7-1) .  (§-ie) . (63+1+24) , (9+1-12) , 88 _ -2

PrOYW = M T @110 e o6 e
A . AT —28/3+1/3 —27/3 —9
=gt =g | T+ | 1] =] 4/3-1/3 =1 3/3|=|1
4 —2 16/3 +2/3 18/3 6

En este caso sucede que i es una combinacion lineal de iy y de s, por tanto ¥ estd en
W. El punto mds cercano de W a i es el propio .
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6.14 Matriz de proyeccién ortogonal

Dado W subespacio vectorial de IR™ e i € IR"™, este vector se puede escribir de forma
tinica como suma de un vector i € W y un vector 7 € W+,

Si {d1,ds,...,dn} es base de W, entonces
i = c1d1 + codo + ... + Cplm, que en forma matricial se escribe:
C1
« Cc2
y=Ac conA=[dydy ... Ap ]y C= ] Ansm
Cm
JL@-§) = (Ad.(§-Ad)=0 =
AD(F-AT)=0 = @ A(F-AZ)=0 =
@ (Atyg—AtAC)=0 = Alj-AtACZ=0 = Atg':AtAé‘ 1]

Una consecuencia de que las columnas de A sean base es que A’ A es inversible. En efecto,
se puede demostrar, aunque no veremos la demostracién, que la matriz A’A es inversible
si y sélo si las columnas de A son linealmente independientes. Como hemos supuesto que
las columnas de A forman base, las columnas son linealmente independientes.

Multiplicando la ecuacién [1] por (A*A)~! por la izquierda, obtenemos:
(At AL AL g=2 = AL AT AG=Ac=7

Matriz proyeccion ortogonal = A (At A)~1 At . F=A (At AL Al §

La matriz A'A es simétrica pues (A'A)! = A'A

ar ap-ap ap-ds a - Gm

a | . . dy-dy Q- ds ay - G
AtA=| " |]a | = . .

am Am A1 G A2 ... Gm- G,

(también podriamos deducir de aqui que como el producto escalar es conmutativo, la
matriz A'A es simétrica.)

Caso particular: si la base {@,ds,...,dn} es ortonormal entonces A'A = I. En efecto
el elemento (4,j) es @; - dj, 1 sii = j y 0sii# j. La matriz de proyeccién ortogonal se
simplifica entonces:

Matriz proyeccion ortogonal = A At (orden n) : = A Aly

Propiedades de la matriz de proyecciéon ortogonal

1. Llamando My a la matriz de proyeccién ortogonal sobre W'y My,1 a la matriz de
proyeccién ortogonal sobre W, My, + My, = I

Mwij =, Mg =72,
My g+ Mg =y§+2Z=17= My + Ms, = I,
2. My es simétrica
Demostracién: (M)t = (A(AAH LAY = A[(AAY)EAL = A(AAYH) LAY = My,

En la Unidad Temética 1 vimos que dada P inversible (P~!)! = (P')~!, por tanto
[(AA) =] = [(AAD)] 7 = (A4h) ™!
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3. My es idempotente, es decir M‘%V = Mw
Demostracién: A(AAH)TTATA(AAY) LA = A(AAH) LA

Ejemplo 6.20 En R? calcula la matriz de la proyeccion ortogonal sobre < (4,2) >.
Utiliza dicha matriz para calcular la proyeccion ortogonal del vector (7,6). Comprueba
que el resultado es similar al obtenido en el ejemplo 6.15.

El subespacio sobre el que queremos proyectar es de dimension uno, por tanto la base se
puede considerar ortogonal, y solo hay que dividir el vector por su norma.

(4,2)/v/20 es el vector base

AAt:E?J\/%LMWm 2/\/270]1“:[186//2200 iﬁg]:‘*/m[;‘ ?]:1/5{;1 ﬂ

ang=155 ], §][§) =1 [ 55] = s ] = 3]

Ejemplo 6.21 EnIR? calcula la matriz de la proyeccion ortogonal sobre W =< (0,10, 2), (4,10,2) >.
Utiliza dicha matriz para calcular la proyeccion ortogonal del vector (2,4,12). Comprueba
que el resultado es similar al obtenido en el ejemplo 6.17.

.AtA:[O 5 1] [2 g]:{% 26]

2 5 1] | 26 30
(AtA)t=1/f [_386 _2266} f=26(30 —26) = 26 4
(AtA)—1:1/4[15_/113 —11]

0 2 1 0 0
A(AtA)TIAL = | 5 5] 1/4[15_/113 _11][8 g H:[o 25/26 5/26]
11 0 5/26 1/26
1 0 0 2 2
0 25/26 5/26] [4]:{80/13]
0 5/26 1/26] [12 16/13

o Calculamos la matriz My, y posteriormente My = I — My,
Wt =< (0,-1,5) >

0
AtA=10 -1 5] —1]:[26] (AtA) =1 =1/26
5
0 0 0 0
My = A(APA)1A = | —1[1/26[0 -1 5]:[0 1/26 —5/26]
5 0 —5/26 25/26

Se puede comprobar que My + My;1 =1
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6.15 Resolucion de sistemas lineales incompatibles. Método
de minimos cuadrados

Partimos de un sistema AZ = ¢, incompatible, con A = [@; d2 ... @y). El hecho de que
el SL sea incompatible significa que ¥ no es combinacién lineal de las columnas de A, es
decir,

¥ no pertenece a < dy Az ... Gy >.

Aunque no podemos resolver el SL. A% = /, si tiene solucion el SL, A% = gj’ Y como gj’ es la
mejor aproximacion de ¥, consideramos que la solucién del nuevo SL, compatible, y que
denotamos T* es la mejor aproximacién a la solucién del SL original, incompatible.

r*, tal que AX* = ¢, siendo ¢ la proyeccién ortogonal de 7 sobre las columnas de A,
es la solucién de minimos cuadrados o aproximacién de minimos cuadrados del sistema
incompatible.

Q>

La solucién de minimos cuadrados del SL incompatible AZ = ¢ es &*, tal que | AZ* =

La ecuacién [1] de la seccién 6.14, que reescribimos abajo, es el sistema de minimos cuadra-
dos, directamente en funcién de la matriz A y del vector 4

At Az = Al

Resolviendo este sistema obtenemos £*.

Si las columnas de A son linealmente independientes, A’ A es inversible y podemos despejar
%,

xT

F= (AL A Ay

Ejemplo 6.22 Demuestra que el sistema lineal AX = b stguiente no tiene solucion. Fn-
cuentra la solucion de minimos cuadrados.

1 3 5
1 1 0 -
A= 1 1 9 b=(3,5,7,—-3)
1 3 3
Solucion:
1 3 5 3 1 3 5 3
. 1 1 0 5 0 -2 -5 2 . . . -
Ampliada = 11 9 21~ 0 9 9 sistema incompatible. b no es
1 3 3 -3 0 0 0 —4

combinacion lineal de las columnas de A.

La mejor aproximacion de b se obtendrd como la proyeccion ortogonal de b sobre el subes-
pacio generado por las columnas de A, proy coia b

o Método 1

— Obtener una base ortogonal de ColA
— Utilizar la formula

5 - by b. Ty b.i
— — N - ° — -vp —
b=proy cola b= —= 01 + 5—= U = vy,
V1.1 V2.V9 Up ’Up

siendo p la dimension de ColA.
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Al obtener la forma escalonada por filas ya hemos visto que ColA tiene dimension
3, pues tenemos 3 columnas pivotales en A.

1 3 5 =z 1 3 5 T

1 1 0 y 0 -2 =5 y—

1 1 2 =z 0 0 2 z—y

1 3 3 ¢t 0 0 0 z—y+t—2x
Ec. implicita de ColA: z—y+t—x =0 Forma paramétrica: (x,y, z,z+y—2z)
vi = (1,0,0,1)

vy debe cumplirt = x 4+ y — z y ademds ser ortogonal al anterior, por tanto

(1,0,0,1).(z,y,z,z+y—2)=x+ax+y—2z=2x+y—2 =0, por tanto z = 2z +y.
Por tomar z este valor se obtienet =x +y —2x —y = —x.

03 tiene la forma (x,y,2x + y, —x)

tomando x =0y =1 se tiene z =1t =0 v3 = (0,1,1,0)

v3 debe cumplirt = —x , z = 2z 4+ y por pertenecer al subespacio y ser ortogonal a
v1. Como ademds debe ser ortogonal a v5 = (0,1,1,0) deberd cumplir

(0,1,1,0).(z,y,2z +y,—x) =y + 2 + y = 2x + 2y = 0 por tanto y = —x.

De esta ecuacion y las anteriores obtenemos: y = —x, z = x, t = —x. Por tanto 03
ha de tener una forma (z,—x,z,—x), por ejemplo U3 =(1,-1,1,-1).
B = { ¥, th, U3} es base ortogonal de ColA
> 3,5,7,-3).(1,0,0,1) , (3,5,7,-3).(0,1,1,0) , (3,5,7,—3).(1,—-1,1,-1)
. LL0.0.1) L(0.11,0) ) ) g
2 2 4
o_, 12, 8 . .
3 1+? 1)2—1—1 U3 =6 v +2 73 =6(0,1,1,0) +2(1,—-1,1,-1) = (2,4,8,-2)

Ahora hay que resolver el sistema compatible de matriz ampliada:

~ ..~

1
1
1
1

W = = W

2 1 3 5 2
4 0 -2 -5 2
8 0 0 2 4
-2 0 0 0 0

W N O ot

El sistema es compatible determinado, y la solucion de minimos cuadrados es (10, —6,2)

Forma alternativa de calcular b:

Estamos en R* y queremos proyectar ortogonalmente sobre un subespacio de di-
mension 3. Serd mds sencillo proyectar sobre (ColA)*, que tiene dimension 1, y

después obtener b=0b— proyeccion.

— FEc. implicita de ColA: z —y+t—x =0 = 9 = (=1,—1,1,1) es base de
(ColA)*
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3,5,7,-3).(—-1,-1,1,1 —4
proy:(77’ )Z(l ’ ”)172717:(1,1,—1,—1)

b=(3,57,-3)— (1,1,-1,-1) = (2,4,8,-2)

— Otra forma: (ColA)* serd el espacio con wvectores (x,y,z,t) ortogonales a
(1,1,1,1), (3,1,1,3) y (5,0,2,3), por tanto las variables z, y, z, t verifican
las siguientes ecuaciones:

(L,1,1,1).(z,y,2,t) =x+y+2+t=0
{ (3,1,1,3).(z,y,2,t) =3z +y+2+3t=0
(5,0,2,3).(z,y,2,t) =bx+ 22+ 3t =0

11 1 1 0
Resolviendo el SL de matriz ampliada [3 1 1 3 O] mediante eliminacion
5 0 2 3 0

gaussiana se obtiene:

1 1 1 1 0
0 1 1 0 O]
001 =10
Tomando t como pardmetro, z =1, y=—t, x =t —t —t = —t, por tanto
(—t,—t,t,t) es el vector genérico y {(—1,—1,1,1)} una base de ColA*. Una
vez obtenida la base la proyeccion se calcula como en el subapartado anterior.

e Método 2. Resolvemos este ejercicio aplicando la férmula A'AZ* = Atg, que da
directamente la solucion de minimos cuadrados.

(1 1 1 17 i zl)) 8 1 1 1 1 g

1 1 3 3 11 9 T = [1 1 3 3] 7
10 2 3 5] 1 3 3 0 2 3 5 _3
4 8 107 12

8 20 26| = {12] La solucion que se obtiene es x* = (10, —6,2)
|10 26 38 20

6.16 Ajuste de datos (r,y) mediante polinomios

Modelo polinomio de grado p: p(z) = ag + a1z + agz?® + ... + apa?
Datos: (z1,y1), (x2,Y2), ey (Tny Yn)
Si los valores y; cumplieran el modelo, el siguiente SL seria compatible.

ap + a1 x1 + az (®1)? + .. + ap (T1)P =y
ap + a1 2 + az (¥2)% + ... + ap (¥2)P =yo

ap + a1 v, + az (v,)% + ..+ ap (zn)? = yn

Sistema en notacién matricial:

1 T :L‘12 ($1)p ag Y1
1 oz 2% ... (xz2)P ar | Y2
1 zn 22 o ()P ap Yn

A
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Si los puntos no cumplen el modelo, la solucién de minimos cuadrados, es decir, el vector
de coeficientes del polinomio de grado p que mejor ajusta los datos, se obtiene resolviendo
el sistema A' A & = Al 7

(- AZ) = 0= (&) AN(G - Ac") =0 =

(Deduccioén sencilla: (Ac*).(y —
=0= Aly= A'Ac*)

(€)' (A'y — A'Ac)

1 I .%'12 (xl)p
) ) vy w® .. (m2)P

Se puede demostrar que una matriz con la forma de A, es decir, A =
1 oz, x,2 . (zn)?

tiene columnas linealmente independientes siempre que x; # x; para ¢ # j, es decir, si en
los datos no se repite ningtn valor de z. Entonces, A*A es inversible, y podemos despejar:

& = (At A)lAly

Ejemplo 6.23 Obtén el sistema lineal compatible de cuya solucion se obtienen los coefi-
cientes del polinomio de grado 2 que mejor ajusta (en el sentido de minimos cuadrados)
los datos {(—3,10),(-2,8),(—1,7),(0,6),(1,4),(2,5),(3,6)}. Calcula dicho polinomio y

el error de ajuste.

ap + a1 1 + az (v1)2 =0
ap + a1 2 + az (12)? = o N
ap + a1 x7 + as (x7)? =y7
1 -3 9] 7107
apg —3a; +9ay =10 1 _9 4 8
ag —2a1 +4a0 =8
e 1 -1 1| [ag 7
@ = ar L a2 = 1 0 0||la|=]6 [Ec.1]
ag +0a; +0ay =6
1 1 1 as 4
apg +1a; +1ay =4 1 9 4 5
apg +2ay; +4ay =
5 9 S 11 3 9] | 6 ]
apg +3ar +9Yax = A Z g
1T -3 9 107 1 -3 9 10 T 't -3 9 10 7 - -3 9 10 T
1 -2 4 8 0O 1 -5 =2 0 1 -5 =2 0O 1 -5 =2
1 -1 1 7 o 2 -8 -3 0 0 2 1 0 O 2 1
1 0 0 6|~|0 3 -9 —4|~1]|0 0 6 2 | ~]10 0 0 -1
1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1 4 1 1 1 4
1 2 4 5 1 2 4 5 1 2 4 5 1 2 4 5
L1 3 9 6 | 113 9 6 | L1 3 9 6 | 11 3 9 6 |

Haciendo la eliminacion gaussiana en cuatro filas ya vemos que el sistema es incompatible.
Debemos pués resolver el sistema de minimos cuadrados, que es:

1 =3 97

1 -2 4
1 1 1 1 1 11 1 -1 1 7T 0 28
AtA=| -3 -2 —10123] 1 00:[0 28 0]
9 4 1 01 4 9 1 1 1 28 0 196

1 2 4

L1 3 9]
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10
8
1 1 1 1 1 1 1 7 46
Alj=1-3 -2 -1 0 1 23] 6 :[—21]
9 4 1 01 4 9 4 207
)
L 6.

FEl sistema de mi nimos cuadrados es:

7 0 287 Tao 46

0 28 0 ] [all = [—21] [Ec.2]

(28 0 196] lay 207
&

7 0 28 | 46 7 0 28 | 46

0 28 0 |—21]~[0 28 0 |-21

(28 0 196 | 207 0 0 84 | 23

{ as = 23/84 = 0.2738

Aqui ya podemos despejar las incdgnitas:

a; = —21/28 = —0.75
ag = (46 — 28ay)/7 = 5.4762

El polinomio resultante: p(z) = 5.4762 — 0.75z + 0.27382>

15

10

La linea discontinua muestra el ajuste mediante una recta (Ejercicio 6.10)

Vamos a calcular ahora el error del ajuste. Sustituyendo los coeficientes en la ec. 1,
tenemos:
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1 —3 97 [10.197 (107
1 -2 4 8.07 8
1 -1 1 5.4762 6.50 7
1 0 0 [ —0.75 ] = | 5.48 a comparar con 6
1 1 1 0.2738 5 4
1 2 4 5.07 )

11 3 9] | 5.69 | L 6 ]

£=(0.19,0.07, —0.50, —0.52, 1.00, 0.07, —0.31)
e = /(0.192 + 0.072 4 0.502 4 0.522 + 1.002 + 0.072 + 0.312 = 1.29
Emedio = 1.29/7 = 0.18

Ejemplo 6.24 Ajusta los datos de la tabla mediante una funcién de la formay = a e’ *

z 124161 8110
yl 5811|213

Soluncion:

1. Obtenemos el logaritmo de la funcion del ajuste:

logy=1loga+bx

2. Hacemos el cambio de variable y' = log y =y =loga+bx=c+buz, siendo

c=log a
T 2 4 6 8 10
Y 5 8 11 21 36
v =logy | 1.61| 2.08 | 2.40 | 3.04 | 3.58

3. Ajustamos los pares de puntos (z,y') mediante una recta, y' = ¢+b x. Para calcular
(c,b) hay que resolver el sistema:

1 2 1.61

{1 111 1} L {c}__ [1 1oy 2
2 4 6 8 10 1 3 b 2 4 6 8 10 304
1 10 3.58

5 30 ] [ec] [12.715
30 220 |b| |[86.115
Resolviendo el sistema se obtiene ¢ = 1.069 y b = 0.2456

a = e =el009 =291

La funcion que mejor ajusta los datos es y = 2.91 ¢0-2456 =

6.17 Endomorfismos ortogonales

En los capitulos 4 y 5 introdujimos y analizamos las aplicaciones lineales de R™ en IR" o
endomorfismos en R"

Definicién 6.13 f : R" — R™ es endomorfismo ortogonal si y sdlo si f(Z) = § = QT
siendo Q) una matriz ortogonal.
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Teorema 6.9 FEl endomorfismo f en R"™ es ortogonal si y sélo si deja invariante el pro-
ducto escalar, es decir f(Z)- f(§) =% ¢
Demostracién: f(7)- f(§) = AT - Aj = B A A =Ty =7 - ¢

La tercera igualdad se tiene si y s6lo si A’A = I es decir, si y sélo si A es ortogonal N

PROPIEDADES:

e Todo endomorfismo ortogonal es biyectivo, pues la matriz () es regular y por tanto
rango@=n

e Todo endomorfismo ortogonal transforma bases ortonormales en bases ortonormales.
En efecto, por la invarianza del producto escalar, si en el conjunto inicial &7 - 25 = d;;

o (@) - f(z5) = 04
lsii=j
Recuerde que d;; = e
0sii#]
Esta es una relacion de equivalencia o “si y sélo si”, es decir, f endomorfismo es
ortogonal si y sélo si transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

e Todo endomorfismo ortogonal conserva la norma de un vector: || & ||=|| f(Z) ||

e Todo endomorfismo ortogonal conserva el dngulo formado por dos vectores & e .
Se entiende facilmente teniendo en cuenta la expresién del angulo, que solo depende
del producto escalar y de las normas.

6.18 Los endomorfismos ortogonales del espacio euclideo IR?

Teniendo en cuenta que las imagenes de la base candnica { €1, €2} deben ser base ortonormal
{¥1, U2}, tenemos dos posibilidades y ambas estéan representadas en la figura.

4 T T T T T T T
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b
[N]
[as]
s
-
[a8]
Lk
=

Las matrices de estos endomorfismos respecto de la base canénica son:

i) o | B= Lot —eosta)

La interpretacién geométrica es muy sencilla. En el primer caso es un giro de centro 0
y amplitud «a.

La segunda es la simetria axial respecto del eje ¢, que también podiamos definir como
simetria ortogonal respecto de la recta e. Para la matriz anterior el eje e forma
un angulo a/2 con el eje X;. La simetria axial respecto del eje e asigna al vector OX el
vector OY tal que el eje e esté en la mediatriz de los dos vectores. Ver figura.

4 . . . ; . . .

CONCLUSION: Un endomorfismo ortogonal f definido en IR? se representa en un dia-
grama cartesiano de ejes perpendiculares (sistema estandar) por un giro de centro 0 o por
una simetria axial cuyo eje e pase por 0.
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6.19 Ejercicios

Ejercicio 6.1 a) Dado el vector v = (3,1, —1), descomponerlo como suma de un vector
de W y otro de W, siendo W el plano dado por la ecuacion —z +y + z = 0.

b) Obtén el vector simétrico de ¥ respecto de W, defindo como ¥ = proyw v—proyy, . v
¢) Calcula el drea del tridngulo de vértices 0,7y .

Ejercicio 6.2 Se consideran los siguientes subespacios de R3: W, = {z+3y=0,242=
0}, Wo={ax=0,y=0}, Ws={z+2y+32=0}, Way={x+2y+32=0,2z+ 4y + 62z =
0}. Hallar una base de estos subespacios y calcular los correspondientes complementos
ortogonales.

Ejercicio 6.3 En R* hallar la proyeccién ortogonal del vector (0,2,1,—1) sobre el subes-
pacio W = {(z,y,2,t) € R* / 2 +y = 0}

Ejercicio 6.4 En R* se considera el subespacio S = {(z,y,2,t) € RY/x — 2z —t =0}
a) Calcula una base ortonormal de S.
b) Calcula una base ortonormal de S*.

¢) Calcula la proyeccion ortogonal del vector v = (1,0,1,1) sobre S.

d) Calcula la distancia de U a S.

Ejercicio 6.5 Encuentra la distancia de ¥ a W =< uj,uy >, donde § = (—1,-5,10),
up = (5,-2,1) yuz = (1,2,-1).

Ejercicio 6.6 Supongamos dos clases de alimento, A y B, con las cantidades de vitamina
C, calcio y magnesio dadas en la tabla siguiente. Las cantidades corresponden a miligramos
por unidad de alimento.

A| B

Vitamina C' | 1 | 2
Calcio 514
Magnesio 3|2

Demuestra que combinando las dos clases de alimentos mo podemos obtener un aporte
exacto U = (17 mg de vitamina C,54 mg de calcio, 31 mg de magnesio)

Determina el aporte mds cercano al aporte exacto que se podria conseguir combinando los
dos alimentos.

Ejercicio 6.7 Sea B = {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1)} base del subespacio W. Calcula
una base ortonormal de W y la ecuacion implicita de W'.

Ejercicio 6.8 Demuestra que no es posible expresar el vector v = (30,20,6,—10) como
combinacion lineal de los vectores de la base B, siendo B = {(—1,0,0,1),(4,1,—1,—2)}.
Obtén los coeficientes de la combinacion lineal de los vectores de B que dan el vector mds
cercano a V. (EXAMEN CONVOCATORIA DE FEBRERO, CURSO 04-05)

Ejercicio 6.9 Obtén la recta que mejor aprozima (en el sentido de minimos cuadrados),
los siguientes pares de puntos:

X

% 2 G e
Lo o to M|
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Ejercicio 6.10 Obtén la recta que mejor aproxima (en el sentido de minimos cuadra-
dos), los pares de puntos del Ejemplo 6.23. Determina el error total del ajuste y el error
promedio.

Ejercicio 6.11 (EXAMEN 05-06 SEPTIEMBRE) Considérese la aplicacion lineal f de
R? en R? correspondiente a la simetria ortogonal respecto de la recta r, siendo la ecuacion
vectorial paramétrica de v & = (0,0) + A(3,1), A € R.

a) Determine la matriz M asociada a esta aplicacion lineal respecto de la base B =
{(3,1),(1,-3)} (0.5 puntos)

b) Determine la matriz A asociada respecto de la base candnica. (0.8 puntos)

¢) La imagen por f del vector OP = (5,6), siendo O = (0,0) (0.25 puntos)

d) La imagen por f del vector OQ = (6,8), siendo O = (0,0) (0.25 puntos)

e) La ecuacion de la recta que contiene a los puntos P y @, en la forma y = ax +b (0.2
puntos)

f) La ecuacion de la recta que contiene a los puntos P’ y @', siendo OP" = f(OP) y
0Q' = f(0Q), expresdindola como y = ax + b (0.2 puntos)

g) El vector proyeccion ortogonal de OP sobre r (0.5 puntos)

h) La distancia del punto P a la recta r (0.25 puntos)

i) El dngulo (en grados) formado por el vector OP con la recta v (0.25 puntos)

j) La expresion del vector OP como suma de un vector de r y otro perpendicular a r. (0.5
puntos)
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6.20 Soluciones

6.1
a) Los (z,y,z) de W verifican —z +y+ 2z =0
= (—1,1,1) es ortogonal a todo vector de W, por tanto W+ =< (—1,1,1) >
U= (3,1,-1) = proywv + proyy .v

1,-1).(-1,1,1 — 1-1
(37 U )3( ) )(_1’1’1) — 3+3

(3,1,—-1)—(1,-1,-1) = (2,2,0)

Proyy LU = (-1,1,1)=(1,-1,-1)

(3,1,—1) = (1, -1, 1)+ (2,2,0)
—_——— ——
ewt ew

b) vector simétrico o' = (2,2,0) — (1,-1,-1) = (1,3,1)
c) Area = V38 = V24
6.3 Solucién: (—1,1,1,—1)

6.4

a) S tiene 4 variables y una ecuacién implicita por tanto dimS=3. Vamos a obtener a
continuacién una base ortogonal.

El vector mas simple de S es v} = (0,1,0,0), que ademés ya tiene norma 1.

Un vector de S ortogonal a ¥ tiene que verificar:

r=z+t
(z+1t,9,2,t).(0,1,0,0) =0
.
= {gj— g+ Como ejemplo simple: v = (1,0,1,0)

A continuacién tenemos que calcular un vector de S ortogonal a los dos anteriores. Por
tanto cumplird las dos ecuaciones anteriores y ademas:

(z+1,0,2,1).(1,0,1,0) =0=z24+t+2=224+t=0=>t = -2z
Por tanto: y =0, z = z+t = z2—2z = —z, t = —22z. El vector genérico serd (—z,0, z, —22)
y el més sencillo v5 = (—1,0,1, —2)

Comprobaciones:
(0,1,0,0).(1,0,1,0) =0
(0,1,0,0).(-1,0,1,-2) =0
(1,0,1,0).(-1,0,1,-2)=—-1+1=0

Base ortonormal:

(1,0,1,0) (-1,0,1,-2)
V2o V6

B = {(0,1,0,0), }

b) Base ortonormal de S+
Un vector genérico de S cumple: x—z—t = 0, que puedo expresar como (z,y, z,t).(1,0, —1,—1) =
0, por tanto un vector (z,y, z,t) € S es aquel que es ortogonal a (1,0, —1, —1).
a(1,0,—1,—1) serd también ortogonal a (x,y, z,t) € S, para todo a € IR, por tanto:
St =<(1,0,-1,-1) >
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Base ortonormal: (1,0,—-1,-1)

B={ 73 }

¢) U= proyg ¥+ proygi U

Es més facil calcular la proyeccién sobre S+ que la proyeccién sobre S, puesto que S+
tiene dimensién uno (una recta en R*) mientras que S tiene dimensién 3. Por tanto
obtendremos en primer lugar proygi ¢y a continuacién proyg ¢ = ¢’ — proygi .
1,0,-1,-1) (1,0,—-1,-1
proygr v = (1,0,1, 1)( ) ( ) =

V3 V3
1-1-1 (1,0,—-1,-1)  (=1,0,1,1)

V3 V3 3

—-1,0,1,1 4.0.2.2
proyg v = ¥ — proyg.i 62(1’0’171)_( 537 ) ):(, ;), )

<L

d) La distancia de ¥ a S es igual a la norma de proyg.

(_L 07 17 1)

1
. | = VI+T+1 =

d =| proygr 7| = |

Sl

6.6

Para determinar si el aporte (17,54,31) se puede obtener combinando z unidades de ali-
mento A con aporte (1,5,3) e y unidades de B con aporte (2,4,2) hay que resolver la
siguiente ecuacién vectorial:

x(1,5,3) +y(2,4,2) = (17,54, 31)

Por tanto el sistema de ecuaciones siguiente:

x4+ 2y =17
{5w+4y:54
3z + 2y =31
12 |17
, con matriz ampliada A* = |5 4 ]54]
3 2 |31
1 2 |17 1 2 |17 1 2 7 12 |17
A*~ |0 -6 |-31|~|0 -6 |=31|~|0 1 |5|~]0 1 |5
0 —4 |—20 0 1 |5 0 -6 |31 00 [-1

El SL es incompatible pues rgA=2 y rgA*=3

Esto significa que ¥ no es combinacién lineal de @ = (1,5,3) y b = (2,4,2). O dicho de
otra forma, que ¥ no pertenece al plano < a, b >.

El vector més cercano a v = (17,54, 31) que se puede obtener combinando los alimentos
A y B serd la proyeccion de U sobre el subespacio generado por @ y b. Por tanto tenemos
que obtener:

proyw v, siendo W =< @, b o>

Tomamos W =< (1,5,3),(1,2,1) >, y nos falta un vector (21, 29, 23) € W+,

(1,5,3).(21,22,23) =0
(1, 2, 1).(2:1, 29, Z3) =0
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z1+ 529 +323=0
21+ 229+ 23 =0

A*:{l 5 3 IO}N[l 5 3 |0

121 |0 0 -3 —2 [0

—320 — 223 =0= 20 = —2/323
zZ1 = —522 - 323 = 10/32’3 - 32’3 = 1/323

Wt =< (1/3,-2/3,1) > o més simple W+ =< (1,-2,3) >
Expresando (17,54,31) en la base B = {(1,5,3),(1,2,1), (1,—2,3)} obtenemos:
(17,54,31) = 48/7(1,5,3) + 10(1,2,1) + 1/7(1, —2,3)

proywv proyy LU

proywv = 48/7(1,5,3) + 10(1,2,1) = (118/7,380/7,214/7) =
(16.8571,54.2857,30.5714)
Este es el aporte méas cercano posible

6.7

Para calcular la base ortonormal utilizaremos el método de Gram-Schmidt

Reordenamos la base poniendo los vectores con més ceros al principio, por tanto B =
{(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)}.

V2

S

(0,0,1,1)
2

1

[\]
St

— — — — - = o

2 = X2 gy 1= T2 —T2.V1 V1

4
=

4
,_.

ya que ¥7.07 = 1 por ser ¥; unitario

q (0,0,1,1) (0,0,1,1) (0,0,1,1)
¥ =(0,1,1,1) — (0,1,1,1). =(0,1,1,1) — V2 22220 —
(0,1,1,1) — (0,0,1,1) = (0,1,0,0)
este vector ya estd normalizado
L. X3y, Xl L L L L oL Lo
U3 = T3 — U] — —— Uy = T3 — T3.U1 Uy — T3.Us Uo

171.’[71 172.1)2

(0,0,1,1) (0,0,1,1)
V2 V2

U3 =(1,1,1,1) — (1,1,1,1). -(1,1,1,1).(0,1,0,0) (0,1,0,0) =

B 5 (0,0,1,1)
=(1,1,1,1) \/57\/i

El vector ya estd normalizado

-(0,1,0,0) =(1,1,1,1) - (0,0,1,1) — (0,1,0,0) = (1,0,0,0)

(0,0,1,1)

B’ ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),
{( ) ( )/

}
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Obtencién de la ecuacién implicita de W:
Sea (z,y,z,t) € W, entonces (z,y, z,t) es combinacién lineal de los vectores de cualquier
base de W. Tomaremos la base B’ por ser mds simple.

1 0 0 = 1 0 0 T
0 10y 010 y . L
0 01 =z 0 0 1 compatible < (t — 2) =0
0 0 1 ¢ 0 0 0 t—z

Por tanto la ecuacién implicita est — z =0

OBSERVACION: También podriamos haber resuelto el problema con los siguientes pasos:
1) Obtencién de la ec. implicita utilizando la base B, con lo que obtendriamos ¢t = z
2) Obtencién de una base ortonormal a partir de la ec. implicita:

e 1 =(1,0,0,0)  verifica t = z y tiene norma 1

e U, =(0,1,0,0) verifica t = z, es ortogonal a ¥ y tiene noma 1
- (0,0,1,1) . _ . .
° Uy =5 verifica t = z, es ortogonal a los dos primeros, y tiene norma 1
6.8

La solucién es: ¢; = 11/2, co = 17/2

6.9

Resolveremos este ejercicio de ajuste de una nube de puntos en el plano (z,y) mediante
una recta, por minimos cuadrados, sin utilizar las férmulas de la seccién 6.17 que nos dan
directamente los coeficientes a y b de la recta.

Si los pares de puntos (x;,y;) se encontraran en una recta, con pendiente a y corte con el
eje de ordenadas b, cada par verificaria la ecuacién de la forma y = ax + b, y el conjunto
de puntos verificaria el sistemas:

b+ arl =yl 1 =zl yl
b+ ax2 = y2 N 1 z2 {b}_ y2
b+ ax3 =y3 1 23] |a y3
b+ azxd = y4 1 24 y4

Si los puntos no pasan por una recta, no existe ninguna solucién (a, b) del sistema anterior,
o dicho de otra forma, el sistema es incompatible.

Para la nube de puntos del enunciado, la matriz ampliada del sistema es:

1 21
1 5|2
1 713
1 8|3

y el sistema es incompatible, rgA = 2, rgA* =3
La solucién de minimos cuadrados se obtiene resolviendo el sistema AZ = 5*, siendo b* =

PIOY < (1,1,1,1),(2,5,7,8)> (1,2,3,3)

Calcularemos b* por el siguiente método: obtenemos base ortogonal del subespacio sobre
el que queremos proyectar utilizando Gram-Schmidt, y seguidamente utlizamos la férmula
de proyeccion ortogonal sobre un espacio del que conocemos base ortogonal.
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Gram-Schmidt:
vl =(1,1,1,1),

(27 9, 77 8) — Proy<(1,1,1,1>) (27 2, 7’ 8) = (27 57 77 8) -

2+5+7+8

(1,1,1,1) =
1+1+1+1

22 11 7
(2757738)_2(171>171): (2’57778)_?(17171>1):(_§>_§77 7) = U2:(_77_1a375)

-

(1,2,3,3).(

1,1,1,1

)

(1,2,3,3).(=7,—1,3,5)

b* = T (1,1,1,1 —-7,—1,3,5) =
4 ( ? 9y 9 )—I_ 49+1+9+25 ( Y 9 9 )
9 —7—-249+15 9 15
—-(1,1,1,1 -7,-1,3,5)=—-(1,1,1,1) + —(-7,—-1,3,5) =
4( ) ) ) )—"_ 49+1 +9+25( ) ) ) ) 4( ) ) ) )—"_ 84( ) ) b )
9 5 29 39 22
1(17 1> 1> 1) + ?8(_7? _1a3a 5) - (17 ﬁ? ﬂv 7)
1 2] 1
. . . 1 5129/14 .
Resolviendo el SL de matriz ampliada 1 7|39/14] que ya es compatible, obtenemos
1 8]22/7

b =2/7 (incégnita de la primera columna) y a = 5/14 (incégnita de la segunda columna).
Por tanto la ecuacién de la recta de minimos cuadrados es:

5,2
= —X —
A VR

El ajuste es el mejor posible en el sentido de que la distancia entre los valores de las orde-
nadas (y1,y2,y3,y4) y los valores esperados para la recta (ylx,y2x*, y3*, yd) es minima.

6.10

La ecuacion de la recta es y = b+ ax

Si todos los datos estan en la recta, el sistema siguiente es compatible:

(1
1

— = =

1

8

T O~

6

10

Comenzamos su resolucion por eliminacién gaussiana.

A*

—37
-2
-1
o 1]a)-
1 a
2
3 L
1 -3 107
1 -2 8
1 -1 7
1 0 6
1 1 4
1 2 5
1 3 6

sumando fila 1 y fila 7 tenemos 2b = 16
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sumando fila 2 y fila 6 tenemos 2b = 13, por tanto confirmado que el SL es incompatible.

La solucién més cercana se obtiene resolviendo el sistemas:

AtAZ = Aty
L an
1 -2
1 -1
1 1 1 1111 70
t _ _
AA_—3—2—10123]10_[028}
11
1 2
L1 3]
.
8
111 111 17" 46
t—= __ _
Ay‘[—?) 2 -1 0 1 2 ] 2 [—21}
5
L 6 ]

H resolver T0]a_ |46
ay que resolve 0 928 c=1_o

(7 0 | 46 _ _ _ _
0 28 _21}:>a——21/28— 0.75, b=46/7 = 6.57
p(z) = 6.57 — 0.75x
(1 =37 [8.827
1 -2 8.07
1 -1 6.57 7.32 )
1 0 —0.75 = 16.57| = Yajuste
1 1 ' 5.82
1 2 5.07
L1 3 ] 1 4.32

€= Y — Yajuste = (1.179,-0.071,—-0.321,—0.571, —1.821, —0.071,1.679)
| 2]= 2.82
12 /7 = 0.40

El error es mayor que el obtenido para el ajuste mediante un polinomio de grado 2.



CAPIiTULO 7

Geometria en el espacio afin

7.1 Espacio afin

Definicién 7.1 El espacio afin (tridimensional) estd constituido por los siguientes ele-
mentos. Un conjunto Es (a cuyos elementos se les llama puntos), el espacio vectorial R3
y una aplicacion, que a cada par de puntos (P,Q) le asigna un vector 7 € R3, que se
denota v = P_Q, todo ello de manera que se verifiquen las dos condiciones siguientes:

e Para cada punto P € Fs y cada ¥ € R3, existe un tnico Q € Es que satisface
U= PQ.

e Dados tres puntos P, QQ, y R € E3, se tiene P_Q + Q_R — PR.

7= PQ
El concepto de distancia entre puntos se
hereda de la estructura de espacio Euclideo:

" d(P,Q) =| PQ |

Definicién 7.2 Dado un punto origen O € F3 y una base de IR3, {51,52,53}, se dice
que {O; 61, 52, 53} es una referencia cartesiana de F3. Cuando la base es ortonormal la
referencia se denomina rectangular. Se definen las coordenadas cartesianas de un
punto P € E3 respecto a dicha referencia como las coordenadas del vector OP en la base

{517 527 53}

214
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Cambio de sistema de referencia

El cambio de coordenadas en el espacio afin es una consecuencia directa de los cambios
de bases en espacios Vectorlales Supongamos un punto P con coordenadas (xl, T3, x3) en
un sistema de referencia {O; by, by, bs} y (2}, 2, 24) en otra referencia {O; /1, o, U3}, La
relacion entre ambas coordenadas viene dada por

OP =00'+0'P 1]

$161 + :L’Qgg + xggg = wlgl + wggg + wggg -+ x'lb_;l + $,2b_;2 + :Cél;;g

(2, 2, 23 son las coordenadas de OP respecto de la base {01, Vo, b/3}. Es decir, [O"P] g =
(27, 25, 25).

El cambio de coordenadas de la base B a la base B se realiza a través de la correspondiente
matriz de cambio de base Q:

QlO"Plp = [O'P]p

g1 q2 q3] [=] q17) + qrazh + qu3ah

@1 @2 @3 | |25 | = | @] + qaarh + g3l

q31 932 g33 zh @312 + q3205 + q337h
Q [O'P|p [O'Plp

Una vez que conocemos las coordenadas de todos los vectores de la ecuacién [1] respecto
de la base B, podemos escribir la ecuacién, respecto a esta base, como:

/
X1 w1 qi1 4q12 413 Ty
/
T2 = w2 + g21 g22 423 Ty
/
z3 w3 431 432 (433 T3

Penref O,B O’ en ref O, B P enref O, B’
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Ejemplo 7.1 En el espacio afin, respecto de una base cartesiana {5, €1, €, €3} se consid-
eran los puntos A = (3,1,-2), B=(2,2,0), C = (1,0,—1) y D = (4,3,—2). Las coorde-
nadas de un punto P en el nuevo sistema de referencia {A; A_B, A_C', Ab} son (2',y, 7).
Hallar las coordenadas en el sistema original.

Solucion:

AB = (2,2,0) — (3,1,-2) = (~1,1,2)
AC = (1,0,-1) — (3,1,-2) = (-2, -1,1)
AD = (4,3,-2) — (3,1,-2) = (1,2,0)
~1 —2 1
AP=2'| 1 | +y |-1|+7 2]
2 1 0
N OP = OA + AP
e2 x 3 -1 -2 171712
yl=| 1|+ 1 -1 2] [y’}
2 —2 2 1 0] L2

7.2 Ecuaciones de rectas y planos

Obtendremos las ecuaciones de rectas y planos, la interseccion entre rectas y planos y sus
posiciones relativas.

7.2.1 Ecuacién vectorial, ecuaciones paramétricas y ecuacion continua
de una recta

Definiciéon 7.3 Dados un punto P y un vector no nulo @, la recta que pasa por P y tiene
la direccion de U estd formada por los puntos X = (x,y, z) tales que PX = A\, es decir:

P u
. ~ m:pl—l-/\ul
X=P+M, AeR—={y=p+rua, AeR
z = p3 + Aug

FEstas son la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones (escalares) paramétricas
de la recta.
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Otra forma de definir una recta es a través de su paso por dos puntos P y Q. La ecuacién
vectorial de esta recta sera:

X =P+ APQ,AeR

A partir de las ecuaciones paramétricas, despejando A obtenemos la ecuacién de la recta
en forma continua:
r—p1 _Yy—P2 _Z2—DP3

= = si up,ug,uz #0
u1l U2 us

Si u; = 0 de la ec. paramétrica se deduce x = p;
Si us = 0 de la ec. paramétrica se deduce y = ps
Si uz = 0 de la ec. paramétrica se deduce z = p3

u1, ug, ug no pueden ser simultaneamente cero, pues si el vector director es (0,0,0) la recta
se reducirfa al punto P.
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7.2.2 Ecuacién vectorial y ecuaciones paramétricas de un plano

Definicion 7.4 Dados un punto P y dos vectores no nulos @ y ¥, el plano que pasa por
P y tiene a @ y U como sus vectores direccion estd formada por los puntos X = (x,y, z)
tales que PX = A\ + puv

. . T =p1 + Ay + pog
X=P+i+pi, AMpeR =S y=ps+Aug+pvy, ApekR
2z = p3 + Ausg + pvs

FEstas son la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones (escalares) paramétricas
del plano.

Otra forma de definir un plano es a través de su paso por tres puntos P, ) y R. La
ecuacién vectorial de este plano sera por ejemplo:

X =P+ \PQ+uPR, MpeR

7.2.3 Ecuacién general del plano o ec. implicita del plano. Vector nor-
mal

En la seccién anterior vimos que PX = \i + uv, lo que implica que el determinante

Uy v1 T —p1
uz vz y—p2|=0
ug vy Z—p3
Desarrollando el determinante nos queda una ecuacién de la forma: Az + By+Cz+ D =

0, que es la Ecuacion general del plano, también denominada ecuacién en forma
implicita del plano.

Veremos a continuacién como (A, B, C) nos da precisamente la direccién perpendicular al
plano.
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Los planos my y 71 que pasan por 0 y por P, respectivamente, tienen el mismo vector
normal 77 = (A, B,C), y por tanto son paralelos entre si.

07‘['0

Los puntos X = (z,y, z) del plano mj serdn tales que 70X = 0, por tanto

(A,B,C).(z,y,2) = Az + By+ Cz =0

La ecuaciéon implicita es: ‘ Arx+ By+Cz=0

.7'('1

Los puntos X = (x,y, z) del plano 7 serdn tales que i.PX = 0, por tanto
(A, B,C).(x —p1,y —p2,2 —p3) = Ax + By + Cz — Ap1 — Bps — Cp3 =0

La ecuacién implicita de o es: IAJJ +By+Cz+D=0|
con D = —Ap; — Bps — Cp3

El conjunto de todos los planos paralelos, con vector normal (perpendicular) 7 = (a1, az, a3),

viene dado por la ecuacién: |a1x + aoy +asz+a=0, a€lR ‘

7.2.4 Recta mediante ecuaciones implicitas

Una recta siempre se podra escribir como la interseccién de dos planos, a cada plano le co-
rresponde una ecuacién implicita y el sistema formado por estas dos ecuaciones constituye
la expresion de la recta en forma implicita. El sistema tedrd la forma:
. {a—i—am—l—azy—i—agzzo
b+bix+by+b3z=0
La matriz formada por los vectores (a1, as,as) y (b1, ba,bs) tendra rango 2, a fin de que
los planos no se solapen, ni sean paralelos.

Por comodidad, para la representacién gréafica tomamos los planos como perpendiculares.
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oL
i
juu |

e La direccion i de la recta r se puede obtener a partir del producto vectorial de
n] = (al,ag,ag) y ’rfz = (bl,bz,bg)i

€1 € €3

ay a2 das

by by b3

U = iy X My = (a1,a2,a3) x (by,b2,b3) = = (agbz — asb,asby —

aibs, arby — azby)

Comprobacién de que i es ortogonal a 7i1 y a 7ia:

(a2bs —asba, azby —aibz, a1ba —asby).(a1, az, az) = ajasbsz —arazba+asazby —azaibz +
a3a1b2 — a3a2b1> =0

(a2b3z —aszba, asby —aibs, a1by —asby).(b1, be, bg) = biagbs — biasbs + baazby — baaibs +
bgalbg — bgagbl) =0

e FEl plano perpendicular a r que pasa por P tiene de ecuacion vectorial paramétrica:
W:X:P—l-)\ﬁl—i-,u,ﬁg
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7.2.5 Haz de planos que tienen por arista la recta r

Considerando la recta de la seccién anterior, definida por la interseccién de los planos g
y 72, un plano del haz definido por la recta habra de cumplir las siguientes condiciones:

}
sl

e Ha de tener como vector normal 77, un vector que sea combinacién lineal de n] y n3,
es decir

= A\nj + piie = ()\al + ub1, Aag + pba, Aas + ,ubg)

por tanto su ecuaciéon sera
(Aa1 + pbr)z + (Aag + pb2)y + (Aag + pbg)z + D =0, A, p € R
que también podemos escribir como:

AMarz + agy + agz) + p(bix + bay + b3z) + D=0, A\, p € R [2d]

e La recta r esta incluida en él. Los puntos de la recta r verifican
a1 + agy +azz = —a
biz 4+ boy + b3z = —b"’
y sustituyendo en [2a] se obtiene A(—a) + pu(—b) + D = 0, por tanto D = Xa + ub y
la ecuacién [2a] pasa a

Ma + a1z + a2y + azz) + (b + bz + boy + b3z) =0, A\, p € R [2]
La dltima ecuacion es la ecuacion general del haz de planos que pasa por r. Observaciones:
e 7y se obtiene para A=1y u=0

e Ty se obtiene para A=0y pu =1

e El plano II3 es un plano del haz ya que n3 esté en el plano definido por n} y 72, que
es un plano perpendicular a la recta r y ademads contiene a esta recta.
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e El plano 74 no pertenece al haz de planos de arista r. Aunque su vector normal 714 se
encuentra en el plano definido por 7] y 13, es decir, tiene la forma ny = An + uis, la
recta r no estd incluida en 74. 4 es paralelo a r (su vector normal es perpendicular
al vector director de r, o dicho de otra forma, la direccién de su vector normal
pertenece al plano perpendicular a la recta r).

7.3 Posiciones relativas de rectas y planos

7.3.1 Resumen de las condiciones de paralelismo y ortogonalidad entre
rectas y planos

e Dos rectas se dicen paralelas si tienen la misma direccién

X=P+ Atl, variando f’, determina todas las rectas paralelas de direccién i
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e Dos rectas con direcciones @ y U se dice que son perpendiculares si 4.7 = 0

e Dos planos con vectores normales 1] y na, respectivamente, son paralelos si n] y s
tienen la misma direccién, y son perpendiculares si ny.n5 =0

e Una recta de direccién i es paralela a un plano de vector normal 7 si 7.4 = 0. Otra
forma de expresarlo: Una recta es paralela a un plano si su direccion estd contenida en el
plano
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e Una recta de direccién @ es perpendicular a un plano de vector normal 71 si 7 y @ tienen
la misma direccion.

7.3.2 Posiciones relativas de dos planos en el espacio (implicitas)
IIi =a+ax+ay+azz=0y Iy =b+bix+ by +bzz=0

La interseccién de los planos es la solucién del sistema de dos ecuaciones cuya matriz

ampliada es M* = @ a2 43 T 1o matriz de coeficientes es M = |91 92 93
by by b3 —b by by bs
Se podran dar los siguientes casos:
rango M | rango M*
1 1
1 2
2 2
1. rangoM=rangoM™* = 1. Sistema compatible indeterminado con dos pardmetros

libres. Los dos planos son iguales, coincidentes (en M* sobra una de las dos ecua-
ciones). La interseccién es cualquiera de los planos.

2. rangoM = 1y rangoM™ = 2. Sistema incompatible. No existe ningin punto comun.
La interseccién de los dos planos es el conjunto vacio. Los planos son paralelos y no
se cortan.

3. rangoM = 2 (en cuyo caso rangoM™ = 2). Sistema compatible indeterminado con
un parametro libre. Los planos se cortan en la recta de ecuacién:

_Jatax+ayt+azz=0
" T\ b+ byw 4 by + bzz =0
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7.3.3 Posiciones relativas de una recta y un plano (implicitas)
Jaxtay+azz+a=0 ' B
' {b1x+bgy+b3z+b:0 s Mtz +cy+ezz+c=0

ap az ag -9
b1 by b3

para garantizar que la recta lo es en realidad, pues una interseccién de dos planos también
podria ser un plano (si coinciden) o el conjunto vacio (si son paralelos).

con rango {

Tomando las matrices:

ap a2 ag ap a a3z —a
M= |b by by|, M =]|b by by —b]|,
C1 (&) C3 C1 C2 C3 —C

tenemos:

1. rangoM=rangoM™* = 2. S.C. indeterminado con un parametro libre. La interseccién
de la recta y el plano es la recta, o dicho de otra forma, la recta esta contenida en el
plano, o lo que es lo mismo el plano II es un plano del haz definido por la recta 7.
El sistema se reduce a las dos primeras ecuaciones.

2. rangoM = 2 y rangoM™* = 3. Sistema incompatible, la interseccién es el conjunto
vacio. Las recta y el plano son paralelos, pues la direccién normal al plano es
perpendicular a la recta, es decir, (c1, c2,¢c3) €< (a1, a2, as), (b, ba, bg) >.

3. rangoM=rangoM™ = 3. El sistema es compatible determinado: r y II se cortan en
un punto.

7.3.4 Posiciones relativas de dos rectas en el espacio (implicitas)

_— a+aix+ay+azz =0 _fectar+ceytez=0
Lo\ b+ bz +boy+b3z=0 " 2 \d+diz+doy+dsz=0

91 02 83 =2 y rango a < & =2
by by b3 di do ds3 ’

para garantizar que las rectas lo son en realidad, pues una interseccién de dos planos
también podria ser un plano (si coinciden) o el conjunto vacio (si son paralelos).

con rango |:

La interseccién de las rectas es la solucién del sistema de cuatro ecuaciones cuyas matrices
de coeficientes y ampliada son:

ap as a3 a1 as a3 —a
M- b1 by b3 M= by by by =D 7

¢y €y c3 ¢y ¢y c3 —cC

dy dp d3 di dy d3 —d

Se podran dar los siguientes casos:

rango M | rango M*
2 2

2 3
3 3
3 4




CAPITULO 7. GEOMETRIA EN EL ESPACIO AFIN 226

1. rangoM = 2=rangoM* = 2. S.C. indeterminado con un parametro libre. La in-
terseccion de las dos rectas es una de las rectas, por tanto las rectas son iguales.
r1 = r9. El sistema se reduce a las dos primeras ecuaciones. Los planos tercero y
cuarto son planos del haz definido por la recta 7.

2. rangoM = 2 y rangoM™* = 3. Sistema incompatible, no hay ningtin punto comun.
Las rectas son paralelas, pues ambas tienen el mismo plano perpendicular. <
(a1,a2,a3), (b1,b2,b3) >=< (c1,c2,c3), (d1,d2,d3) >

3. rangoM=rangoM™ = 3. El sistema es compatible determinado: las rectas se cortan
en un punto.

4. rangoM = 3 y rangoM™* = 4. Sistema incompatible, no hay ningtin punto comin.
Las rectas se cruzan (tienen distinta direccién pues rango M=3).

\

e

De izquierda a derecha las rectas se solapan, son paralelas, se cruzan y se cortan

7.3.5 Posiciones relativas de dos rectas (paramétricas)

T =p1+ vy T =q1+ pw
rm=y=p2+An , A eER ro=(y=q@+pw,pck
z = p3 + Avs z = q3 + pws

La interseccion de las dos rectas se obtiene de la resolucién de la ecuacién siguiente:
rer éfzﬁ—i—x\ﬁparaalgﬁn)\
T Ery == — puw para algin pu.
Luego si & € r1 () ro existirdn A y u tales que:
P+M=Q—pid o A\No+pub=Qq-P
Dicho de otra forma, existird solucién del SL de matriz ampliada M* = [¢ @ Q — P]
U1 w2 ¢1—P1
M* = v w2 q—p2|,
U3 w3 ¢3—pP3
U1 w2
M = Vo wa |,
vy W3
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1. rangoM=rangoM™* = 1. Sistema compatible con un pardametro libre. Las rectas
coinciden. P(Q), U y W tienen la misma direccion.

2. rangoM = 1 y rangoM™* = 2. Sistema incompatible, no hay ningtin punto comin.
Las rectas tienen la misma direccién, que no coincide con la direccién PQ), por tanto
las rectas son paralelas.

3. rangoM =rangoM™* = 2. Sistema compatible determinado. Las rectas tienen distinta
direccién y se cortan, son secantes.

4. rangoM = 2 y rangoM™* = 3. Sistema incompatible. P_Q, Uy W son linealmente
independientes. Las rectas tienen distinta direccién y se cruzan, sin cortarse.

7.4 Distancia entre puntos, rectas y planos

7.4.1 Distancia de un punto a una recta

Método 1

d(P,r) =[| PyP — proyz PoP ||
Py es un punto auxiliar de la recta, que utilizamos para calcular la distancia.

Método 2
1. Calculamos la ecuacién implicita del plano 7w perpendicular a @ y que pasa por P
2. Obtenemos el punto P’ interseccién de la recta r y el plano

3. La distancia d(P,r) =| PP’ |
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Ejemplo 7.2 Calcula la distancia del punto P = (2,1,4) a la recta r definida por:

f2x+4y—2+5=0
r+y+6z2—8=0

Solucidn por el método 1:
Primero obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta, resolviendo el sistema dado
por sus ecuactones implicitas:

y=—21/2+ 13/2)

{w—37/2—25/2/\
z2=A

Podemos tomar como vector director i = (—25,13,2), y como punto de la recta el corres-
pondiente a A = 1:

x=37/2—-25/2=12/2=6

y=—-21/2+13/2=-8/2=—4

z=1

Es decir, Py = (6,—4,1)

PyP = (2,1,4) — (6,—4,1) = (—4,5,3)

—4,5,3).(—25,13,2 100 + 65+ 6
(4.5.8).(-25.13,2) o0, 100465+
625+ 169 + 4 798

proyzPoP = (—25,13,2) =

= 57/266(—25,13,2) = (—75/14,39/14,3/7)

PyP — proyzPoP = (—4,5,3) — (—75/14,39/14,3/7) =
= (19/14,31/14,18/7) = 1/14(19, 31, 36)

d=1/14v192 + 312 4 362 = /187/14 = 3.65

Solucion por el método 2:

El plano © perpendicular a la recta tendrd como vector normal un vector director de la
recta, por tanto podemos tomar i = (—25,13,2). Otra forma de obtener el vector director
de la recta seria a través del producto vectorial de (2,4,—1) y (1,1,6), cuyo resultado es
(25,—13,—2).

La ecuacion implicita del plano w serd:
—252 4+ 13y +224+D =0

D se obtiene a partir de la condicion de que P € ,
—25%2+13%x1+2x4=-D = D =29

por tanto w: —25x + 13y + 2z = —29

A continuacién obtenemos el punto P’ resolviendo el sistemas:

rT+y+6z2—8=0

{25L‘+4y—z+5:0
—252 4+ 13y 4+ 22 = —29

La solucidén es: P' = (9/14,—17/14,10/7)
P=(2,1,4) P =(9/14,-17/14,10/7)
PP/ = P — P =(—19/14,—31/14, —18/7)
| PP ||=3.65
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7.4.2 Distancia de un punto a un plano

o

Método 1
d(P,T1) =|| PyP — proy, PP ||

Py = (20, 30, 20) es un punto auxiliar del plano, que utilizamos para calcular la distancia.

o mas sencillo:

d(P,II) =|| proyzPyP ||, siendo 7 un vector normal al plano II

Desarrollemos esta ultima expresion. Tomando 77 = (a, b, ¢) y la ecuacién general del plano
IT: ax + by + cz + d = 0 tenemos:

PyP.(a,b,c)

a2+62+02(a’b’c):

proyﬁP(;P =

(x — 20,y — Y0, 2 — 20)-(a, b, c)

_ax+by+cz—(amo+byo+czo)(a b.o)
- a? + b2 + 2 o

(w0, Y0, 20) € I = axg + by + c2o + d = 0, por tanto

ar +by+cz+d
a2+ b2 + 2

pT’OyﬁPJP = (CL, b? C)

ar+by+cz+d
a? 4 b? + 2

axr +by+cz+d
va?+ b+ c?

d(P,1I) =| (a,b,c) [|=|

Método 2
1. Calculamos la ecuacion de la recta r perpendicular a 7 y que pasa por P
2. Obtenemos el punto P’ interseccién de la recta r y el plano

3. La distancia d(P,7) =|| PP’ ||
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7.4.3 Distancia entre dos rectas disjuntas

71 v 19 paralelas
d(ry,r9) = d(P) € r1,72) siendo P; cualquier punto de la recta r;

1Y _T9 Se cruzan

Si las rectas se cruzan = existen P, € r1 y P» € 19 Unicos, tales que la recta que pasa
por P; y P, es perpendicular a ambas. || P1P» || es ademés la distancia minima entre un
punto de 71 y un punto de 73, y se considera por tanto la distancia entre ry y o

Justificacién de que existe una tnica recta perpendicular a 1 y 72 que ademas corta a las
dos rectas:

La direcién dada por el producto vectorial de 7 y s es perpendicular a las dos rectas.
Llamando a esta direccién 77 = (a, b, ¢), demostraremos que s6lo una de las infinitas rectas
con esta direccion corta simultdneamente a las rectas r1 y ro.

Supongamos una recta r de direccién (a, b, ¢) que corte a la recta 71, su ecuacién vectorial
sera: = = . R
r: X = Q1+ iy +07
—_——
Py

El término le + A\l viene de exigir que la recta pase por r1 y el término 377 de que tenga
la direccion de 7.

Como r ha de cortar también a ro, una posible solucion X serd un punto de 73, y por
tanto podemos escribir: = R R = N
P Q1+ Ay + B = Q2 — Y2 1]
—_——
Py
Reordenando esta ecuacién vectorial obtenemos: Ay + (7 + yils = @2 — Ql

Como 1, @ y 7 son linealmente independientes, el sistema es compatible determinado, y
las soluciones A, By 7y son tnicas. Por tanto existe un tinico punto X 1= @1 +Xiy =P enr
y un unico punto X, = Qg — yiiy = Py € ro, tales que la recta que los une es a la vez
perpendicular a r1 y r. Sobre esta recta es sobre la que se determina la distancia (que es
la minima) entre 71 y r9. La distancia es la norma del vector Py — P;

Fijandonos en [1] observamos que P, — P} « 7
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7.4.4 Distancia entre dos planos paralelos

d(I1;,Iy) = d(P; € 11;,11,) siendo P; cualquier punto de IT;

7.4.5 Distancia entre una recta y un plano paralelos

d(r,II) = d(P; € r,1II) siendo P, cualquier punto de la recta r

7.5 Angulos entre rectas y planos

El dngulo que forman dos rectas es el &ngulo a que forman sus vectores directores, tomando
éstos en el mismo cuadrante del plano que definen. Dicho de otra forma, tomando @ y ¢
tales que @ - ¥ > 0

0<a<m/2

El dngulo que forman dos planos es el &ngulo a que forman sus vectores normales, tomando
éstos en el mismo cuadrante. Dicho de otra forma, tomando 7] y n3 tales que ny - rig > 0

0<a<m/2

El dngulo o que forman un plano y una recta se obtiene de su angulo complementario
B = m/2 — a, correspondiendo [ al dngulo formado por el vector director de la recta y el
vector normal al plano, tomando estos dos vectores en el mismo cuadrante. Dicho de otra
forma, tomando @ y 7 tales que @ -7 > 0

0<a<m/2
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7.6 Ejercicios

Ejercicio 7.1 Dados los puntos P = (1,1,1) y Q = (0,1,2) y los vectores i = (—1,2,0)
y U= (1,—-1,1), hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de las siguientes rectas:

1. recta que pasa por P con direccion @ — v.
2. recta que pasa por P y por Q.

3. recta que pasa por QQ con direccion 3U.

Ejercicio 7.2 Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por P = (1,1,1) y es paralela a
la recta

3xr—y+z=1
z+y—32=0

Ejercicio 7.3 Determinar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas de R>:

1. (z,y,2) = (-1,2,1) + «(4,3,2) (z,y,2) =(0,1,0) + A(1,3,2)

P r+4 y—-3 z+1 z+9 y—-1 2z-3
52— -5 3 2
3 2c —3y—2=3 rT+y=2
' x—3y=20 y—z=-—1

Ejercicio 7.4 Dados los puntos P = (1,2,3), Q = (—-1,-2,-3) y R = (0,1,—1) y los
vectores U = (0,1, —1) y ¥ = (5,1,2), hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de
los siguientes planos de R3:

1. plano que pasa por P, Q y por R.
2. plano que pasa por P y R y es paralelo a la recta que pasa por Q@ con direccion i —v.

3. plano que contiene a R y con direcciones @ + 20, 24 + U.

-1
Ejercicio 7.5 Determinar el plano que contiene a la recta x = yT = z+3, y es paralelo

a la recta

2r+y+z=1
r—y+22=0

Ejercicio 7.6 Determinar, si es posible, la interseccion de los siguientes planos en R3:
1L.Irz—y+2=11:22+2y—32=4

2. 1 : (x,y,2) = a(1,1,-1) + (0,1, —2)
Iy : (z,y,2) = (0,1,0) + A\(0,1, —1) + (2, 3,5)

Ejercicio 7.7 Obtén la interseccion de los planos siguientes en funcion de los pardmetros
ayb.

i:x+3y+2z2=1

Il : 2243y +2=0

[y:z+2y+bz=a

Ejercicio 7.8 Hallar un vector que tenga la direccion de la recta interseccion de los
planos 111 y Iy, sabiendo que el plano 11y pasa por los puntos A1=(0,1,—-2), B1=(1,2,1)
y C1=(2,-2,—-1) y que el plano Ty pasa por los puntos A2=(1,—1,2), B2=(4,1,1) y
C2=(2,1,3).
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Ejercicio 7.9 a) Hallar el plano que contiene la recta

T'{2x—3y:0
lz4+2-3=0

y el punto C = (1,2, —4)
b) Calcula el punto simétrico de C respecto de la recta r y perpendicularmente a ella.

Ejercicio 7.10 Sea la recta r de ecuacion:

Jbr—y+3-20=0
\y+bz—3-2=0

yelplanoll: x+y+2+h=0
Estudia segin los valores de b y h la interseccion de r y I1.

Ejercicio 7.11 Sean las rectasr y ' dadas por las intersecciones de los siguientes planos:

[rx—-22-1=0
" y—z—2=0

; [r4+y+z—-1=0
" —2y4+az—5=0

Determinar el valor de a para que r y v’ sean paralelas.

Ejercicio 7.12 Considera el plano m que contiene:
r1:(2,2,6)+A(1,0,2) AeR
re:(2,2,6)+p(3,1,-1) pelR

Determina la distancia de P = (10,12,15) a 7 y el punto P’ € w mds cercano a P.

Ejercicio 7.13 Sean las rectas r1 y ro dadas por las siguientes ecuaciones:

r=14+pu
ry =3u wER

z=34+2u

x=2-=2)\
roisy=—-14+X AER
z=A

Hallar Py € 71 y P> € 2 por donde pasa la perpendicular comun, la ecuacion de dicha
perpendicular y la distancia entre r1 y ro.

Ejercicio 7.14 Obtén la distancia entre las rectas r1 y T2
r1:(1,2,3) + A(0,1,2), A e R
r2: (4707 3) +:U’(07 172)7//“ €R

Ejercicio 7.15 Obtén la distancia entre los planos w1 y m
m:2x4+3y—2z+4=0
mo:dr+6y—22—3=0

Ejercicio 7.16 Calcula la distancia entre la recta r y el plano w
) {2x+y—z+4:0
‘lre—y+2—-2=0
m:—x —by+5z=19
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Ejercicio 7.17 Calcula el dngulo que forman dos rectas con vectores directores U =
(17273) ) U: (47 _650)

Ejercicio 7.18 Calcula el dngulo que formanIly : 2e+3y+2 =0y Ils : 3x—by+2—1=0

Ejercicio 7.19 Clalcula el angulo que forman el plano 11 : 22 + 3y — z = 6 y la recta
{2+ X, -AN3+N)/AeR}

Ejercicio 7.20 Hallar el area del paralelogramo definido por los vértices (0,0,0),
(3,12,7), (1,0,2) y (4,12,9).

Ejercicio 7.21 a) Hallar el volumen del paralelepipedo definido por v = (3,12,7),
w=(1,0,2) y 2= (1,2,-1). b) Calcula el volumen del paralelepipedo definido por U, i e
37: (_]-a _2a _1)

Ejercicio 7.22 Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto de coordenadas
(3/2,2) y determina con los semiejes OX y OY un tridngulo de drea 6 unidades cuadradas.

Ejercicio 7.23 a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia de
centro (4,3) y radio 5 en el punto de ésta situado, respecto del centro de la circunferencia,
a 60° respecto a la direccion positiva del eje X (en sentido contrario al de las agujas del
reloj).

b) Calcula los puntos de corte con los ejes X e Y

Ejercicio 7.24 a) Calcular la ecuacion del plano tangente a la esfera centrada en
(0,0,0) y de radio 9, en el punto P = (4,4,7).
b) Resuelve el mismo problema pero tomando la esfera centrada en (1,0,—2) y P = (5,4,5).

Ejercicio 7.25 a) Calcula en el plano el punto simétrico de un punto genérico (x,y)
respecto de la recta

z—1
= 2
3 V7
b) Dada la recta v’ de ecuacidn
r+1 y
2 3

calcular la recta resultante de aplicarle la transformacion anterior.

Ejercicio 7.26 Considera en el plano R? la recta r : y = 3z + 1 y determina los vectores
directores de las rectas s1 y s que pasan por el punto P = (—=2,1) y forman con la recta
r un dngulo de 60 grados.

Ejercicio 7.27 Obtén los 8 vértices de un paralepipedo que cumpla las siguientes condi-
ciones, si es que existe:

i) Tres vértices son (0,0,0), (3,1,1), (0,1,6)

i1) Todos los vértices estan situados en el primer cuadrante

i4i) El volumen es de 144 u®

iv) Ningin lado tiene longitud mayor de 20 u
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7.7 Soluciones

7.1.1

Recta que pasa por P con direccién o — ¢/
i—v=(-1,2,00—(1,-1,1) = (-2,3,-1)

r=1-2¢t
Paramétricas ¢ y =1+ 3t
z=1-—2t
Continua r—1 y—1 =z-1

Implicitas
Igualando primer y segundo término, y primer y tercer término

3r—3=-2y+2=3x+2y=>5
—x+1=-2242=—a+2z=1

{3x+2y:5
—rx+2z=1

7.1.2

P_Q:Q_P:<07172)_(1a171):(_17071)

T =1
Paramétricas ¢ y =1
z2=2+4t
Implicitas
A partir de las paramétricas observamos ¢ = —zx por tanto z = 2 — z. Las ecuaciones
implicitas son:
(oo
rT+z=2
7.1.3
=1
Paramétricas { y =1—¢
z2=2+4t
Implicitas

A partir de las paramétricas observamos t = x por tanto y = 1 —x y 2 = 2+ x. Las

ecuaciones implicitas son:

{x+y:1
—r+z=2

7.2

Se calcula el vector director de la recta a partir del producto vectorial de (3,—1,1) y
(1,1, —3), obteniéndose:

4 = (2,10,4), simplificado a (1,5, 2)
7= (1,1,1) + \(1,5,2)
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7.3.1

Las rectas no tienen la misma direccién pues (4, 3,2) no es multiplo de (1, 3,2), por tanto
las rectas se cruzan o se cortan.

La interseccion sera el conjunto vacio en el primer caso y un punto en el segundo.
Interseccion:

(—-1,2,1) + «(4,3,2) = (0,1,0) — A(1,3,2)

a(4,3,2) + A(1,3,2) = (0,1,0) — (—1,2,1)

Si el ultimo vector es combinacién lineal de (4,3,2) y (1, 3,2) las rectas se cortan, si no es
combinacién lineal se cruzan.

Para obtener el rango del conjunto de vectores (4,3,2), (1,3,2 y (1,—1,—1) podemos
recurrir a la eliminacién gaussiana o al determinante.

1 -1 -1
4 3 2 | ~..
1 3 2

Se obtiene rango 3, por tanto las rectas se cruzan

7.3.2

De nuevo las direcciones no son proporcionales, por tanto las rectas se cortan o se cruzan.
El rango a calcular ahora es el del conjunto de vectores (5,2, —4), (=5,3,2) y (—9,1,3) —
(—4,3,—1) = (—5,—2,4). El rango es 2 y por tanto las rectas se cortan. Resolviendo el
sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas que se obtiene a partir de las dos ecuaciones
en forma continua, obtenemos que el punto de corte es (-9, 1, 3)

7.3.3
La matriz de ampliada y una forma escalonada del sistema son las siguientes:
2 -3 -1 3 1 -3 0 0
1 -3 0 0 0 3 -1 3
1 1 0o 2 0o 0 -2 3
0o 1 -1 -1 0o 0 0 9

rgM = 3, rgM*=4 Se cruzan

Se puede confirmar que las rectas no son paralelas (el otro caso de sistema incompati-
ble) demostrando que sus direcciones no son proporcionales. Las direcciones se obtienen
mediante los productos vectoriales siguientes:

i=(2,-3,-1) x(1,-3,0) = (-3,—1,-3)

v=(1,1,0) x (0,1,-1) =(-1,1,1)
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7.4.1

Del plano que pasa por los 3 puntos P = (1,2,3), Q = (-1,-2,-3) y R = (0,1,-1),
obtener la ecuacién paramétrica y las ecuaciones implicitas.

RP = (1,1,4), tenemos un vector director del plano

QP = (2,4,6), simplificando a (1,2, 3) tenemos otro vector director del plano, que ademés
no es multiplo del anterior.

m &= (0,1,~1) + M1, 2,3) + (1, 1,4)

La ecuacion implicita se obtendrad por cualquiera de estos dos métodos:

a) El SL de matriz ampliada A* es compatible.

1 1 T
Ar=11 2 y—1
4 3 z+1

O lo que es equivalente, Det A* = 0, pués si el sistema es compatible, la columna tercera
es combinacion lineal de las dos primeras.

De la condicién de que el SL sea compatible o de que el determinante anterior sea nulo se
infiere la ec. implicita —bx +y+2 =10

b) El plano tendra de ecuacién implicita Ax + By + Cz+ D =0 [1],
(A,B,C)=(1,1,4) x (1,2,3) = (—5,1,1)
D se obtiene sustituyendo P,Q o R en la ecuacion [1]

7.4.2
Direccion @ — v = (0,1, —-1) — (5,1,2) = (—5,0,—3)
m Z=(0,1,—1)+ A(1,1,4) + u(—5,0,-3)

La ecuacion implicita se obtiene a partir de la paramétrica como en el apartado anterior,
obteniéndose: 22 — 3x — 17y + 52 =0

7.5

Por contener a la recta tiene vector director (1,2,1) y pasa por el punto (0,1, —3). Por
ser paralelo a la segunda recta contiene la direccién (2,1,1) x (1,—1,2) = (3, -3, —3), que
simplificaremos tomando (1,—1, —1).

T T = (07 17 _3> + /\(17271> +:u(1a _17 _1)
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7.6.1
fip = (1,—1,1) y 72 = (2,2,—3). Los planos no son paralelos ni coinciden, por tanto se
cortan en una recta.

1 -1 1 1 1 -1 1 |1 _ 2452
2 2 -3 |4 0 4 -5 |2 Tz YTy
245
r=1—-z24y=1-—2+ Toz =3/2-1/4z
x=3/2—1/4z
La interseccion es la recta de ecuaciones paramétricas: ¢ y =1 /2+5/4z
z2=z
7.6.2
a LB v u
1 0 0 =2 |0
La interseccién es la solucién del sistema de matriz ampliada: 1 1 -1 -3 |1
-1 -2 1 =5 |0

La solucién de este sistema es:
a=2u, f=—8u—1,A=-9u—2
Por tanto un vector comun tendré la forma:
Z=2p(1,1,-1) — (1 +8u)(0,1,-2) = 2u,—1 — 6p,2 + 14pu) peR
Simplificando: (sustituyendo 2 — p ya que p es pardmetro)
= (uy,—1—3u,2+7u)

Es la ecuacion de la recta que pasa por (0,—1,2) y tiene vector director (1,—3,7)

7.7
1 3 2 |1
La interseccion es la solucion del sistema de matriz ampliada: [ 2 3 1 | O] ~
1 2 b |a
1 3 2 | 1 1 3 2 | 1 1 3 2 | 1
0 -3 -3 \—2]~[0 3 3 \Q}NIO 3 3 |2]
0 -1 5-2 Ja—1 0 3 6-3b |3—3a 0 0 3-3b |1-3a

e b=1

— a = 1/3 = sistema compatible indeterminado, con un pardmetro libre. La
interseccion es la recta r definida por los planos 71 y w2 (es obvio darse cuenta
de que 7 y 9 se cortan en una recta, pues sus vectores normales son linealmente
independientes). La tltima ecuacién del sistema queda eliminada. El plano 3
pertenece al haz de planos de la recta r. (i3 € < i1, s >).

— a # 1/3 = sistema incompatible. No hay ningtin punto comin. La recta r y el
plano 73 son paralelos.

e b # 1 Sistema compatible determinado. Los tres planos se cortan en un punto.

7.8

A1By x ACy = (1,1,3) x (2,-3,1) = (10,5, —5)
AyBy x AgCh = (3,2,—1) x (1,2,1) = (4, —4,4)
Simplificando tenemos 71 = (

2,1,-1) y ity = (1,-1,1)

La recta interseccién de los planos tiene direccién @ = (2,1, —1) x (1,—1,1) = (-2,-1,1)
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7.9

e a) Sabemos obtener la ecuacién del plano que pasa por tres puntos. Buscaremos dos
puntos A y B de la recta, y tenemos el tercer punto C' = (1,2, —4). El punto C no
pertenece a la recta, por tanto estara definido un plano.

De las ecuaciones de la recta deducimos: y = 2/3x, z = 3 — x, tomando x como
parametro.

Para x = 0 obtenemos el punto A = (0,0, 3)

Para x = 3 obtenemos el punto B = (3,2,0)

AB = (3,2, -3)

AC = (1,2,-7)

La ecuacién implicita del plano sera:

A=(3,2,-3) % (1,2,-7) = (4,-9,~2) = 4z — 9y — 2z + D =0
Exigiendo que pase por A = (0,0, 3) obtenemos —6 + D =0

Laecuaciénes‘4m—9y—22+6:0‘

ob)

El vector director de la recta ya lo tenemos, es A_B, y éste es precisamente el vector
normal al plano perpendicular a la recta, por tanto 7; = (3,2, —3) y la ecuacién del
plano es

3r4+2y—32+D =0

Como el plano pasa por C = (1,2, —4):
3x14+2%2—-3%(—4)+ D =0— D = —19 y la ecuacién del plano es

30 +2y—3:-19=0|

La interseccion de la recta y el plano seré:

3x+2(2/3x) —3383—2)—19=3x+4/32 —9+3x —19 =6z +4/3x —28 =0
(22/3)r =28 = x =28+ (3/22) = 14%3/11 = 42/11

El plano perpendicular a la recta y que pasa por C corta a la recta en el punto
P’ =(42/11,2/3 42/11,3 — 42/11) = (42/11,28/11,—9/11)

P'C = (1,2,—4) — (42/11,28/11,-9/11) = (=31/11,—6/11, —35/11)

El punto simétrico se obtiene asi:

P

C'=C+2CP =C—2P'C =
(1,2, —4) — 2(—31/11,—6/11,—35/11) = (73/11,34/11,26/11)

e Otra forma de resolver el apartado b:
A es un punto de la recta

La proyeccién ortogonal de AC' sobre la recta r, de vector director AB = (3,2, —3),
es el vector AP' = (42/11,28/11,—42/11)
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AC' = AP' — P'C = AP' — (AC — AP') = 2AP' — AC = (73/11,34/11, —=7/11)
C'=0C" = 0A+ AC' = (0,0,3) + (73/11,34/11, —7/11) = (73/11,34/11,26/11)

7.10

La recta viene dada como la intersecciéon de dos planos, con vectores normales 777 =
(b,—1,0) y iy = (0,1,b). Para que los planos se corten en una recta el rango de los dos
vectores debe ser 2. El rango es 2 < b # 0

e Caso b = 0. Las dos ecuaciones implicitas son iguales, es decir los dos planos son
iguales. Su ecuacion es y = 3

La interseccién del plano y = 3 y del plano 7 : * + y + z + h = 0 tiene ecuacion

r=2z—-3—h
paramétrica:  y =3 zeR
z=1z

Es una recta, y el pardmetro tomado ha sido z

e Caso b # 0. La interseccién es la solucién del sistema

br —y+3—20=0
{y+bz—3—2b:0,
r4+y+z+h=0
b -1 0 —-3+2b
con matriz ampliada: [ 0 1 b 3+2b
1 1 1 —h

El determinante de la matriz de coeficientes es: b — b — b*> = —b? # 0. Por tanto el
sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un punto.

Calculamos el punto de corte mediante eliminaciéon gaussiana:
11 1 —h 1 1 1 —h
[ 0 1 b 3+2 ~F31(—b)[ 0 1 b 3+2b
b -1 0 —3+2b 0 -1-b —b bh—3+2b

Sumando las dos tltimas ecuaciones —by =bh+4b = y=-4—h
bz=3+20—y=3+2b+4+h = z=(T+h+2b)/b
r=—-h—y—z=—-h+4+h—(7T+h+2b)/b=(4b—T7—h—2b)/b=(—T—h+2b)/b

7.11
r y r’ no son paralelas para ningtin valor de a. Hay dos formas de verlo. Una es resolver
el sistema formado por las cuatro ecuaciones. Al hacerlo se encuentra que la matriz de
coeficientes tiene rango 3 lo que implica que r y r’ no tienen la misma direccién y por
tanto no pueden ser paralelas.
El otro procedimiento es determinar las direcciones de las dos rectas a partir del producto
vectorial de los vectores normales a los planos que las definen:
i = (1,0,-2), 72 = (0,1, 1)
T_i3 = (1, 1, 1), T_i4 = (O, —2,a)
’L_[l :ﬁl Xﬁgz (2,1,1)
ﬁg :ﬁg X ﬁ4 = (2+a,—a,—2)
Para que uno sea multiplo de otro, fijdndonos en la uUltima componente —2u; = iy
—6—-—a=0
— { —24+a=0
0=0
a no puede ser a la vez —6 y 2 por tanto no existe a tal que r y r’ sean paralelas.
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7.12
dist(P, 7) =|| proy<s=QP || siendo Q un punto de
Q= (2,2,6)
P = (10,12, 15)
QP = (8,10,9) i=(1,0,2)x (3,1,-1) = (-2,7,1)
L (8,10,9).(—2,7,1)
—~ i>QP = -2,7,1) =
; proy<ii>Q (=2,7,1).(=2,7, 1)( D
Q P 7
—-(=2,7,1
6( AR )
7 21
dist(P,7) = =54 = — =857
OP'=0OP—-P'P
- 7 37 23 83
OP' = OP —proys-GP = (10,12,15) — =(=2,7,1) = (=, =, &)
6 3 6 6
7.13

241

= (1,3,2) Q1=(1,0,3) ta=(-2,1,1) Q2=(2,-1,0) 1 =1y xty=(1,-5,7)

P—-—P=af
Po=Qa+Xts P=Q1+p U
PQ—P1=|Q2+)\62—Q1—M171=O¢77‘

A(=ty) Fpi+ai=0Qr—@

a A

1 2 1 |1
-5 -1 3 | -1
7 -1 2 | -3

La solucién es —1/5,4/5y —2/5
Por tanto P; = (1,0,3) — 2/5(1,3,2) = (3/5,—6/5,11/5)

Py=(2,-1,0) +4/5(-2,1,1) = (2/5,—1/5,4/5)

Comprobacién de que P, — P; es proporcional a 7i:
Py,— P =(-1/5,1,-7/5)
<P2 - Pl)(_5) = (17 _57 7)

Ecuacion de la perpendicular comiin
Z=(3/5,—-6/5,11/5) + A(1,-5,7)

d(ri,r2) =|| P2 = Py ||=|l (=1/5,1,=7/5) |= 1/5v/T5 = v/3

7.14
P = (47073) € 72, Q:
QP = (4,0,3)—(1,2,3)

d(’l“g,?"l) = d(P S T‘Q,T‘l)

(1,2,3) cr
=

La distancia de P € ry a r1 se obtiene a través del vector:
QP — proy, QP = (3,-2,0) — (3,-2.0).(0,1,2)/5(0,1,2) =

d(P € ra,m1) =|| (3,-8/5,4/5) ||= 1/5v/152 + 82 + 42 = /61/5 = 3.4928

3,—2,0). Las rectas son estrictamente paralelas, no coinciden.
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7.15

Los dos planos son paralelos, con vector normal n = (2,3, —1)

Tenemos que medir la distancia sobre una recta perpendicular a ambos planos, por tanto
con vector director (2,3, —1). De las infinitas rectas posibles tomamos por simplicidad la
que pasa por el origen, es decir, r: (z,y,2z) = A(2,3,—1)

d(my,me) =|| P1P» ||, siendo P la interseccién de r con 71 y P» la interseccién de r con 7.

Interseccién de r y w1 @ 2(2\) +3(3\) — (=) +4=0
resolviendo se obtiene A = —-2/7y P = —2/7(2,3,-1) = (—4/7,—6/7,2/7)

Intersecciéon de ry mo : 4(2X\) +6(3X\) = 2(=A) =3 =0
resolviendo se obtiene A = 3/28 y P, = (3/14,9/28,—3/28)

Py — Py = (11/14,33/28, —11/28)
11

2414

Su norma es

7.16

2 1 -1 | —4 2 1 -1 | —4 2 1 -1 | —4
[1—1 1 \2]~[0 3—3—8]~[O 3—3|—8]
-1 =5 5 |19 0 -6 6 |21 0

incompatible por tanto r y 7 son paralelos

Comprobacion:

La direccién de la recta es (2,1,—1) x (1,—1,1) = (0, —3,—3). Para simplificar tomamos
u=(0,1,1).

El vector normal al plano es 7 = (—1,—5,5)

7.4 = 0, por tanto la recta es paralela al plano o estd contenida en el plano. En el primer
caso el sistema de tres ecuaciones seria incompatible (lo que hemos encontrado) y en el
segundo compatible indeterminado

Ahora buscamos un punto P de la recta y determinamos su distancia al plano. Para ello
debemos buscar también un punto auxiliar ) en el plano.

Q = (—19,0,0) por ejemplo
Fijandonos en la eliminacién gaussiana tenemos para la recta:
20 =—y+z—4
3y=32z—28
y=2z—38/3
r=-y/2+2/2-2=—2/2+4/3+2/2—-2=-2/3
P=(z,y,2z) = (—2/3,2 —8/3,z). Tomando z =8/3: P =(-2/3,0,8/3)
La distancia es la norma de la proyeccion de QP sobre n:
QP =(-2/3,0,8/3) — (-19,0,0) = (55/3,0,8/3)

QP (—55/3 +40/3) _5
ad o (1+25+25) (=1,=5,5) = 57 (=1,-5,5)

La norma es 5/51v/51 = 5/4/51 = 0.70
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717
u=(1,2,3),v=(4,-6,0)
uv=-8 , v =—v , wv' =8 yyaestidn en el mismo cuadrante.
u.v'
cosx = ————=—= = 0.2965
Vuauvu' !
arc cos 0.2965 = 1.26977 radianes = 72.7525 grados
En la férmula cosa ... podiamos haber tomado directamente |@.7], en vez de invertir el
vector. Este segundo método es mas sencillo:
|u.v]
= —— =0.2965
coser Vuun/ v
7.18 1170
T_il = (2737 ]-)7 ﬁ? = (37 _57 1) COStx = # =0.3614
V1.7V g T2
arc cos 0.3614 = 1.2010 radianes = 68.8136 grados
7.19 .
S S .1
n= (2)3)_1)) u = (15_1)1) cosaq = —— = (0.3086

.V U0
arc cos 0.3086 = 1.2571 radianes = 72.0247 grados

El dngulo que forman la recta y el plano es 90 grados menos el angulo anterior: 90 —
72.0247 = 17.98 grados

7.20

-

a=0A=(3,12,7),
b=0B=(1,0,2) h
OA+ OB = (4,12,9) que es el cuarto

vértice del enunciado a
Area = base x altura 0 A
Tomamos que la base es OA

vector altura = OB - proyeccién ortogonal de OB sobre OA

-

h=>b—

area = Va.a Vh.h = 26.8514

o
]

@ = (151,202, —102/101, 285/202)

[
1

Otro método:  arca = || @ |||| b || sena

-
—

b
a = arc cos———" = 1.00638 rad = 57.29 grad

Va.a Vb
area = Vad.a Vb.b sena = 26.8514
Otro método:  area = || @|||| b || senav =| @ x b ||=]| 7 ||
i=dxb=(24,1,—12)
area = || 71 |= v/242 + 12 + 122 = 26.8514
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7.21

volumen = || @ x b ||| & |coss| a =/'

(6] A

0 es el dangulo que forman el vector producto vectorial de @ y b (Mm=dax 5) v el vector
¢. B € [0, x]. Se ha tomado el valor absoluto del coseno para que el volumen sea el mismo
cuando ¢y @ x b formen dngulo agudo (coseno positivo) y dngulo obtuso (coseno negativo).

ap b a
[a@xbllll €l |cospl =] (@xb).c|=]|az b2 c2] |
as by c3
3 1 1 3 1 -1
12 0 2 | =38, volumenl = 38 12 0 —2|=—14, volumen2 = 14
7T 2 -1 7T 2 -1
7.22
Denominando x,, y, a los cortes con los ejes, se cumple la proporcion:
Yo _ 2
To  To—3/2
El area del triangulo es:
12
Lo Yo _ 6=y = —
2 To

La solucién del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas es:

12 2 x2

= 9
2 x,—3/2 6

_ 6+/36-36
==

=2, —3/2= 22 —62,+9=0=

12
3 Yo=—=414

To

Zo

7.23
El punto P de la circunferencia tiene de coordenadas:
(2p, Yp) = (4,3) + (r cos60,7 sen60) = (4,3) +5 (1/2,v3/2) = (13/2,3 + 5v/3/2)

La direccién tangente es perpendicular a la direccién (a, b) = (cos60, sen60) = (1/2,/3/2) —
(1,1/3) simplificando

El vector perpendicular a (a,b) es (b, —a) = (v/3, —1)
La ecuacion de la recta tangente a la circunferencia en P es por ejemplo:
(z,y) = (13/2,3+5 V3/2) + X (vV3,-1)

Punto del corte con el eje X, y = 0, por tanto A = 3+5 v/3/2, x = 13/2+(34+5 v/3/2) V3 =
13/2+3V3+15/2=28/2+3 /3 =19.1962 — (19.1962,0)

Punto del corte con el eje Y, x = 0, por tanto 13/2 = -\ /3 — X\ = —13/2/V/3 ,
y=3+5V3/2—-A=3+5+3/2+13/2/V/3=11.0829 — (0,11.082919)
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7.24

a) Comprobamos que el punto pertenece a la esfera.
42442472 =16+ 16 + 49 = 81 = 92

El vector normal es 7 = (4,4,7). La ecuacién del plano es 4x +4y + 72+ D = 0. D se
obtiene exigiendo que el plano pase por P = (4,4,7), D = —81.
Por tanto 4x +4y 4+ 72 —81 =0

b) (r =122 +y2+(2+2)2 =81
(5-1)2+42+(5+2)2=16+ 16 + 49 = 81
La direccién normal es la radial y ésta es: OP — OC siendo P el punto sobre la esfera y
C el centro de la esfera.
= (5,4,5) — (1,0,—-2) = (4,4,7)
dr +4y+T72+D=0; 20+16+35+D=0= D =-T1
dr +4y+72—-71=0

7.25

a) . z—1
2

r1 tendrd direccién (1,—2) la recta perpendicular pasando por P = (X,Y) es: 7, :

La interseccion de r y r) es el punto (), que calculamos a continuacion:

X+A-1
%:Y—Qwrz = X+A—-1=2Y —4\+4 = X -2V —-5=-5\ =
2Y — X +5 2Y — X +5
A:% = Q:(X,Y)Jr%u,—z)

El punto simétrico P’ se obtendrd asf : P' = P +2PQ = P + 2%(1, —2)
P = (X,Y)+ (4/5Y — 2/5X +2)(1, —2)
P,=X+4/5Y —2/56X +2=3/5X +4/5Y +2
P?j:Y—8/5Y+4/5X—4:4/5X—3/5Y—4

b) Dada r':

2 3
la puedo escribir como y = 3/2(z + 1)

{Pg’c—3/5X+4/5Y+2 N {P;—3/5X+4/53/2(X+1)+2
P, =4/5X —3/5Y —4 Py=4/5X-3/53/2(X +1) -4
P, =3/5X+6/5X +16/5 P, =9/5X +16/5
P, =4/5X —9/10X —49/10 P, =—1/10X —49/10

x+1 y

P1, =16/5

P1, = —49/10

P2, =9/5416/5
P2, =—1/10 — 49/10

Tomando X =0: {

Tomando X =1: {

La substraccién de los dos puntos P2 y P1 nos da el vector director de larecta: (9/5,—1/10).
Un vector director mas sencillo (sin utilizar fracciones), serfa (18, —1)

Como punto de la recta podriamos tomar P2, que se simplifica como: P2, =9/5+16/5 =
5, P2, =—1/10 —49/10 = -5

Por tanto: " : (z,y) = (5,-5) + (18, -1)s / seR
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7.26. Considera en el plano R? larecta r : y = 3z +1 y determina los vectores directores
de las rectas s1 y s que pasan por el punto P = (—2,1) y forman con la recta r un dngulo
de 60 grados.

Un punto genérico de la recta X = (z , 3z + 1)
PX=X-P=(z+23z+1—1)=(z+2 32)

La recta r en forma implicitaes 3x —y+1=0
El vector normal a la recta es 7 = (3, —1)

\PX.ii| = VPX.PX Viiii cos30

Para no usar raices cuadradas elevamos todo al cuadrado.
(PX.i7)? = (PX.PX)(71.7)(cos30)?
PXii=(x+23zx).3,-1)=3x+6—-3x=6

36 = ((z+2)%4+922%) 10 (v/3/2)?

36 = (22 + 4+ 4x + 922) 10 3/4 = (1022 + 4z + 4) 15/2

36=05z2+2r+2)15 = 12=(0(Bz2+22x+2)5
2502+ 10z +10=12 = 2522+ 102 —-2=0

_ —10+/100+200 —10+10v3 —-1++3
T 50 ~ 7 50 5

Punto de corte entre r y sq:

1 =1/5 (=1 ++/3)

Y1 =3x1+1=3/5(-1++3)+1

Punto de corte entre r y ss:

9 =1/5 (=1 —+/3)

Yo = 3xo 4+ 1= —3/5(1++3)+1

Vectores directores:

o (z1,y1) = (=2,1) = (w1 + 2,51 — 1)
—1/5+1/5V3+2=9/5+1/5V3
3/5(—1++v3)+1—-1=-3/5+3/5V3
i = (94 3,-3+3V3)

o (72,92) — (=2,1) = (w2 + 2,52 — 1)
—1/5—1/5v3+2=9/5-1/5V3
—3/5(1+v3)+1—1=-3/5—3/5/3
iy = (9 —/3,-3 - 33)
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Comprobacién de que forman un dngulo de 60 grados con r. Vector director de la recta
= (1,3)

e U1.U=(94+V3,-3+3V3)(1,3) =9+ V3 -9+9V3=10V3
i1.7)%? = 100 x 3 = 300

300 = 10 x 120(cosa)? = 1/4=0.25 = (cosa)> = a = 60 grados

o ihil=(9—-+3,-3-3V3)(1,3) =9 —-v/3-9-9V3=-10/3
(i2.7)% = 300

(|| @2 )% =81 — 18v/3 4+ 3 + 9 + 183 + 27 = 120

Sale como el caso anterior, por tanto a = 60 grados

7.27. Obtén los 8 vértices de un paralepipedo que cumpla las siguientes condiciones, si es
que existe:

i) Tres vértices son (0,0,0), (3,1,1), (0,1,6)

ii) Todos los vértices estan situados en el primer cuadrante

iii) El volumen es de 144 u?

iv) Ningin lado tiene longitud mayor de 20 u

Solucién:
A=(0,0,0), B=(3,1,1), C =(0,1,6)
AB = (3,1,1)
AC = (0,1,6)
El producto mixto da el volumen total.
Ty Z
3 1 1|=5bx—18y+32=180
0 1 6
Tenemos dos parametros libres. Tomando x = z = 0 tenemos —18y = 180 = y = —10.

Los vectores que definen el paralelepipedo serian:
AB = (3,1,1), AC = (0,1,6) y AD = (0,10,0)



CAPITULO 8

Variedades cuadraticas

8.1 Diagonalizacién ortogonal de matrices simétricas

En el Capitulo 6 vimos que dada A real, A es simétrica si y sélo si existen @) ortogonal
y D diagonal tales que A = QDQ!. Por tanto son equivalentes los resultados siguientes
(cada uno implica el otro):

(i) A simétrica

(ii) Existen @ ortogonal y D diagonal tales que A = QDQ?
En el Capitulo 7 vimos que @ ortogonal si y sélo si sus columnas son base ortonormal.
Por tanto la diagonalizacién es ortogonal (Q~! = Q') si y sélo si existe base de vectores
propios ortonormal.

Resumen de las propiedades que cumple toda matriz A,, real y simétrica:

e Tiene n valores propios reales, contando multiplicidades

dim V); = multiplicidad de \; como autovalor, por tanto es diagonalizable

Existen @ ortogonal y D diagonal tales que A = QDQ*.

@ tiene por columnas una base ortonormal de vectores propios = todo par {u, 7}
conu € Vy; y ¥ € Vyj y M # Aj es un conjunto ortogonal. Se dice por ello que
los subespacios propios son mutuamente ortogonales. V); es ortogonal a V); para
Ai # Aj. De la matriz A se dice que es ortogonalmente diagonalizable.

{ Como obtener la base ortonormal en la practica? FEstd garantizado que los
vectores propios correspondientes a autovalores distintos serdn ortogonales entre si. Para
el caso de subespacios propios de dimensién mayor o igual que uno hemos de escoger su
base de forma que sea ortogonal. Para ello tomamos un primer vector base y al segundo,
tercero, etc le exigimos que ademads de cumplir las ecuaciones del subespacio propio sea
ortogonal al primer vector, al primero y al segundo, etc. A partir de la base ortogonal se
obtiene la ortonormal sin méas que dividir cada vector por su norma.

6 —2 -1
Ejemplo 8.1 Diagonalizar ortogonalmente la matriz A = | —2 6 -1
-1 -1 5

Se obtiene que los valores propios son Ay = 8, Ao = 3 y A3 = 6. Por ser los tres valores
propios distintos la matriz tiene 8 subespacios propios de dimension 1:

Resolviendo los SL [A — NI |0] para encontrar los vectores propios obtenemos:

Vs =< (1,-1,0) > Vs =< (1,1,1) > Ve =< (1,1,-2) >

248
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Se comprueba facilmente que los tres vectores son ortogonales.

IVE VB VB
La matriz P = —1/\/§ 1/\/§ 1V6 | es ortogonal, y por tanto la matriz A se puede
0 1/V3 —2v6

factorizar en la forma A = PDP?.

3 -2 4
Ejemplo 8.2 Diagonalizar ortogonalmente la matriz A = | —2 6 2} , CUYG ecuacion
4 2 3

caracteristica es 0 = —X\3 + 1202 — 21X — 98 = —(A = 7)2(\ + 2)

La matriz A es real y simétrica por tanto sabemos que existe una base ortogonal de
vectores propios.

V7 = {(222_y7y72) / Y,z GIR}

De aqui podemos obtener el vector v = (1,0,1)

Para obtener un vector vy que pertenezca a Vi y sea ortogonal a U1 tenemos que resolver
la ecuacion:

(%5%,y,2).(1,0,1) =0

ZA42=0
dz—y=0=y=4z

y sustituir el resultado, y = 4z, en la expresion genérica de un vector de Vz: (2szy’ Y, 2)

—

Ug = (%,4,2, z) = (—z,4z,2) con z pardmetro
Tomando z =1 vy = (—1,4,1)

Normalizando vy y Uy obtenemos:

0 = (1/\/570’ 1/\/5)
@y = (—1/v/18, 4/v/18, 1/v/8)

Voo ={(—%2,—-1/2z,2)/z € R}, de donde 03 = (—2,—1,2) y u3 = (—2/3,—1/3,2/3).

Por ser la matriz A real y simétrica V; y V_g son ortogonales, y por tanto is es ortogonal
a Uy y Ua, que ademds son ortogonales entre si .
1/vV2 —1/V/18 —2/3

0 4/v/18 —1/3| es ortogonal, y se verifica A = PDP!, con
1/vV2  1/V/18  2/3

La matriz P =

70 0
07 0

0 0 -2

D=
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8.2 Definicién de forma cuadratica

Una forma cuadrética en IR™ es una funcién F' definida en R"™ cuyo valor en & es F(Z) =
(%)t A ¥ siendo A simétrica. A se denomina matriz de la forma cuadrética.

El producto escalar definido en el Capitulo 6 es un caso particular de forma cuddratica,
la que tiene A = 1.

Otros ejemplos:
4 0}

A:[o 3

F(%) = 423 + 323

B = {_32 _72] F(%) = 323 — 4x129 + T23

Comparando los ejemplos vemos que cuando la matriz es diagonal no hay términos cruza-
dos. Cuando la matriz no es diagonal el coeficiente del término cruzado (i, 7) es el doble
de Qjj-

Ejemplo 8.3 Dada la funcién F (%) = 522 + 322 + 222 — x129 + 8x913, escribe F' como
una forma cuadrdtica.

5 —1/2 0
F =(@" A FeonA=|-1/2 3 4
0 4 2

Ejemplo 8.4 Dada F(¥) = 22 — 81129 — 523. Calcula F(-3,1).
F(=3,1)=9+24—5=28

8.3 Diagonalizacion de una forma cuadratica
Sea la forma cuadratica F(Z) = (¥)! A #. Considerando una nueva base B, Pg[7]p = 7,
se obtiene:

F(%) = (Pg[¥]p)! A Ppl7]p
F(Z) = ([7]s)" Pt A Pp [7]B [1]

A es simétrica < existe base ortonormal de autovectores.
Tomando B base de este tipo, A = PgDPg L — PpDP}; (El hecho de que la base sea
ortonormal es lo que permite igualar Py 1= P}). Despejando D se obtiene D = P5APg
y sustituyendo esta expresién en la ecuacién [1] tenemos:

F(7) = ([#]p)" D []5.
Por tanto, tomando las coordenadas respecto de la base de vectores propios ortonormal

B, la forma cuadratica es diagonal.
A las columnas de P se las denomina ejes principales de la forma cuadratica (7)! A 7

8.4 Vision geométrica de los ejes principales

Supongamos que F(¥) = ' A¥, donde A es una matriz simétrica de orden 2, y sea ¢ una
constante. El conjunto de todos los # € R? que cumplen la ecuacién 2* AZ = ¢ corresponde
a una elipse (o circulo), una hipérbola, dos rectas paralelas, un punto, o la ecuacién no
tiene solucion. Si A es una matriz diagonal la grafica estard en posicion estandar, como en
la Figura 2. Si A no es diagonal la grafica estard rotada respecto de la posicién esténdar,
como en la Figura 1. Encontrar los ejes principales (determinados por los vectores propios
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de A), equivale a encontrar un nuevo sistema de coordenadas con respecto al cual la grafica
estéd en posicién estandar.

Figura 1 522 —dxy + 5y% =3

Figura 2 322 +7y? =3

Autovalores de A: 3y 7
Autovectores de A {(1,1),(—1,1)}
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En las dos figuras siguientes vemos el caso de “hipérbolas”

Figura 3 x? — 8xy — 5y® =3
10
7.5
5
2.5
7.5 5 2.5 5 7.5
5
-5
-7.5
10
Figura 4 —T2?+3y* =3

Autovalores de A: -7y 3
Autovectores de A {(1,2),(-2,1)}

252
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8.5 Clasificacion de las formas cuadraticas

La Figura 5 representa la gréfica de cuatro formas cuadraticas. Para cada punto & = (x,y)
en el dominio de la forma cuadrética F, se representa el punto (z,y, z), con z = F(Z)

z =322 — Ty? 2z = =322 — Ty?

En la Figura 5a todos los valores de F'(Z) son positivos, excepto en & = 0. Similarmente,
en la Figura 5d todos los valores de F(Z) son negativos, excepto en @ = 0.

El corte de las figuras con planos paralelos al XY produce elipses en las figuras 5a y 5d,
rectas paralelas en la figura 5b e hipérbolas en la Figura 5c.

Estas figuras ilustran las siguientes definiciones. Una forma cuadrética F' es
e “definida positiva” si F'(Z > 0 para todo T # 0
e “definida negativa” si F(& < 0 para todo Z # 0
e ‘“indefinida” si F(Z toma valores tanto positivos como negativos
e ‘“semidefinida positiva” si F(Z > 0 para todo &
e “semidefinida negativa” si F(Z < 0 para todo &

Figura 5a definida positiva
Figura 5b semidefinida positiva
Figura 5c¢ indefinida

Figura 5d definida negativa
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La caracterizaciéon de las formas cuadraticas en funcién de los autovalores es la siguiente:
La forma cuadratica F(¥) = ZYAZ es:

e definida positiva si A tiene todos los autovalores son positivos
e definida negativa si A tiene todos los autovalores son negativos

e indefinida si y sélo si A tiene tanto autovalores positivos como negativos

8.6 Aplicacién: Ejes principales de una elipse

La ecuacién general de una elipse en el plano y centrada en (0,0) viene dada por una
ecuacion de la forma:

=y o] [o] =

Donde A = [z

si la cte es positiva, o todos negativos, si la cte es negativa.

b . . . .
c} , la matriz de la elipse, debe tener todos los valores propios positivos,

Elipses con matriz asociada diagonal

Por ejemplo A = [(2) g} y cte=8. Es la elipse 222 4+ 8y% = 8,

que se puede escribir como (z/2)% + y? = 1. Esta elipse tiene semieje mayor 2, a lo largo
del eje X, y semieje menor 1, a lo largo del eje Y.

Los semiejes en el eje X y en el eje Y son respectivamente +/cte/dy, v/cte/ds, siendo d; y
ds los elementos de la diagonal principal.

La expresion de y en funcién de x es: y = £4/1 — (x/2)?
-1 0
0 —4
que se puede escribir como (7/4)% + (y/2)? = 1. Esta elipse tiene semieje mayor 4, a lo
largo del eje X, y semieje menor 2, a lo largo del eje Y.

Por ejemplo B = [ } y cte=-16. Es la elipse —a? — 4y%> = —16

Los semiejes en el eje X y en el eje Y son respectivamente /—16/ — 1, \/—16/ — 4

La expresién de y en funcién de x es: y = £2 x /1 — (z/4)?

Cuando la matriz asociada a la elipse es diagonal, la elipse tiene posicién estandar: semiejes
segun los ejes X e Y.

4 4
2 2
- -2
4 -4
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Elipses con matriz asociada no diagonal

5 =2
-2 5
522 — dxy + 5y? = 45

Por ejemplo A = { ], que tiene valores propios 3 y 7, y cte=45. Es la elipse

La puedo escribir como la ecuacién de segundo grado en y: 5y? — 4ay + (522 — 45) = 0

_dx £ /1622 — 4 x 5(522 — 45)
- 10

Y

La elipse tendra forma estandar tomando en vez de la base candnica, una base ortonormal
de vectores propios de A.

|A —sI| = 5__28 5_—25 =(5-5)2—-4=52-10s—21=0
Las raices son 3y 7
2 -2 0 "
[A—3I\O]_[_2 5 0}é2x—2y—0ém—yéu1—(l,l)/\/§
-2 -2 0 _
[A—TI|0] = 9 9 0 = 2r-2y=0=>2=—y=1id = (1,-1)/V2

Respecto de la base ortonormal B = {(1,1)/v/2,(1,—1)/+/2} la ecuacién de la elipse es
3(2")2 + 7(y')% = 45.

<l 2[5

Las direcciones ortogonales i1 y i son los ejes principales de la elipse.

V453 = /15 = 3.87

Las longitudes de los semiejes son { 157 = 2.53

8.7 Ejercicios

Ejercicio 8.1 Encuentra los ejes principales del elipsoide | bx? + 4y + 522 — 2z = 24
y la longitud de los tres semiejes.
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8.8 Soluciones

8.1

La matriz asociada a la forma cuadritica es A =

Obtenemos que los autovalores de A son 6,4, 4.

La forma cuadrética diagonalizada es pues: 6(z')% +4(y')? + 4(2')? = 24

La base sobre la que se definen las coordenadas z’,v’, 2’ es una base ortonormal formada
por los vectores propios @; (asociado a A =6), da (a A =4) y 43 (a A =4).

Vo =< 11 >, siendo iy = (—1,0,1)/v/2

Vy tiene dimensién dos, y su expresién paramétrica es Vy = { (z,y,2) / y€R , z €
IR }. Dos vectores de Vj ortogonales entre si y unitarios son por ejemplo iy = (0,1,0) y

i3 = (1,0,1)/v2

Los ejes principales son los dados por las direcciones de 1, iy y U3 y los semiejes en esas

direcciones son respectivamente: \/24/6 = 2, /24/4 = \/6,/24/4 = /6



