Leccion 5

Equivalencia de matrices

5.1 Operaciones elementales

Efectuamos una operacién elemental sobre una linea (fila o columna) de la matriz A, x,, cuando
realizamos una de estas tres operaciones:

a) Multiplicar la linea 7 (fila o columna) por un escalar a # 0. También se denomina escalamiento.

b) Sumar a la linea i la j (paralela a ella) multiplicada por un escalar cualquiera. También se
denomina reemplazamiento. La linea i es la “transformada” y la linea j la “auxiliar”.

c) Intercambiar entre si las lineas 7 y j (intercambiar dos filas entre si o dos columnas entre si).
También se denomina trasposiciéon o permutacion.

Cuando se realiza una operacion elemental sobre una fila también puede decirse que se realiza una
operacion elemental “por filas”, y andlogamente para las columnas.

Con frecuencia abreviaremos “operacion elemental” como o.e.

A lo largo del curso se utilizardn las operaciones elementales por filas fundamentalmente para resolver
sistemas de ecuaciones, para calcular rangos, y para simplificar la obtencién de determinantes. Para
esta ultima tarea se podra recurrir ademas a las operaciones elementales por columnas.

Notacidén de las o.e.: (ilustrada con ejemplos)

Fi3(_4) | alafila 1 se le suma la 3 multiplicada por —4

Fis se intercambian las filas 1 y 3

Fio) la fila 1 se multiplica por 7

C13(—4) | ala columna 1 se le suma la 3 multiplicada por —4

Ci3 se intercambian las columnas 1y 3

Cin) la columna 1 se multiplica por 7
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. 1 2 1 2
Ejemplo: A = [ 1 4] [0 2] =B
La operacién elemental realizada ha sido Fyy(_y)
. 1 2 2 1
Ejemplo: A = [ 1 4] [4 1] =B

La operacién elemental realizada ha sido Cis

g R

Ejemplo: A = [ 1 ﬂ
12 Fo1(-2)

Las operaciones elementales realizadas han sido primero Cia y seguidamente Foy(_g)

2a 2a

La operacion realizada de multiplicar la primera fila por a no es una operacién elemental, porque si
a = 0 la operacién no es valida.

. ., ., 1 1 a a
Ejemplo de operacion que no es operacion elemental: A = [ a ] — [ a } =B

1 1 1 1
Ejemplo de operacion que si es operacién elemental: A = [ a } — [ 0 ] =B

La operacién elemental realizada es Fy(_g)

En las operaciones de reemplazamiento podemos utilizar cualquier escalar a.

aULa—{—l_> aaa—}—liB
a 2a a+?2 0 a 1 |

La operacién elemental realizada es Fpy(_y).

Ejemplo: A = [
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5.2 Operaciones elementales inversas

Se llama inversa de una operacion elemental a una operacién elemental que cancela el efecto de
la primera; es decir, si después de realizar una operacién elemental sobre A se efectia la operacion
elemental inversa se obtiene de nuevo la matriz original A.

La inversa de una o.e. por filas (columnas) es una o.e. por filas (columnas).

La inversa de Fj,) es Fj1/q) La inversa de Cj(q) es Cj(1/a)
La inversa de Fjj(,) es Fjj_q) La inversa de Cjj(a) €s Cyj—q)
La inversa de Fj; es Fj; La inversa de Cj; es Cj;

5.3 Matrices elementales

Se define matriz elemental como aquella matriz cuadrada de orden n que se obtiene al efectuar
una operacion elemental sobre una linea (fila o columna) de la matriz identidad de orden n.

Ejemplos de matrices elementales de orden 3:

10 0] g (3 0 0

010 % Jo 1 0l=Ep, Semultiplicala 1* fila por 3

0 0 1] 0 0 1

[1 0 0] r 1 0 0

010 BED L g 1 0] = Ery o Se suma a la 3* fila la 1* por —2
0 0 1] -2 0 1

[1 0 0] 100

010 8100 1]|= Er,, Se intercambia fila 2* con fila 3*

0 0 1] 010

Con frecuencia para simplificar la notacién se designan las matrices elementales como las opera-
ciones elementales asociadas. Para los ejemplos anteriores la notaciéon simplificada de las matrices
elementales serfa: Fb3, Fi3) vy F31(_2)

Para las mismas o. e., pero por columnas, las correspondientes matrices elementales serian: Cag,

01(3) y C'13(72)

Fijandonos en los ejemplos anteriores observamos la siguiente relacién entre matrices elementales

por filas y por columnas:

Fi3) = Cy3) son iguales
F31(—9) = Ci3(-2) las lineas transformada y auxiliar aparecen intercambiadas.
Fys = Cog son iguales

Este patrén es valido para cualquier orden n, para cualquier par de indices 7,7 y para cualquier
escalar o (no nulo en el caso del escalamiento).

Fi(a) = Ci(a) Fij (o) = Cji () Fij = Cij
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5.4 Inversa de una matriz elemental

e Toda matriz elemental tiene inversa, y la inversa de una matriz elemental es la matriz elemental
correspondiente a la operacién elemental inversa.

La inversa de Fj,) es F; (1/q)

La inversa de Fj; () s Fj; (—q)

La inversa de Fj; es Fj;

Fia) Fi (1/a) =1
Fiqja) Fi) =1

Fij (o) Fij (—a) =1
Fij (o) Fij (@ =1

F; Fijj =1
Ejemplos:
1/3 0 0] [3 0 0 10 0
0O 01 0 01 0 0 1
1 00 1 00 1 00
EF31(2)EF31<—2): 010 0 1 0of=1(010
2 01 -2 0 1 0 0 1
1 00 [1 00O 10 0
Ep,Fp,= (0 0 1 00 1l=10o1 0
010 010 00 1

e El mismo desarrollo se aplicaria a las operaciones elementales por columnas.
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5.5 Operacion elemental sobre A como producto de A por matriz
elemental

e Sean una matriz A,,«, v la matriz elemental F}, correspondiente a determinada o. e. por filas;
entonces la matriz By,x, que resulta de efectuar dicha o. e. sobre A,,«, es igual al producto
FmAan‘

e Sean una matriz A, x, y la matriz elemental C,, correspondiente a determinada o. e. por

columnas; entonces la matriz B,,x, que resulta de efectuar dicha o. e. sobre A,,x, es igual al
producto A, xnCh.

Resumimos asi el resultado anterior:

A — B = B=FA F multiplica por la izda (pre-multiplica)
oef F
A — B = B=AC C' multiplica por la dcha (post-multiplica)
o.e.c. C
1 2 2
. . . 0 4 1 . .
Ejemplo 1: A partir de la matriz A = 1 0 _p| dueremos obtener la matric B que tiene
2 1 2
intercambiadas las filas 2 y 4. Determina la matriz elemental F tal que F.A = B
10 00
. 0 001
F es 4 x 4, pues A tiene 4 filas. F = 00 1 0
01 00
Comprobacién:
1 0 0 0 1 2 1 2 2
0 0 01 04 1| |21 2
0010 10 -1 |1 0 -1
0100 2 1 2 0 4 1
2 1 0 -1
Ejemplo 2: Dada A= |1 —2 1 —2|,sumar a la 2? fila la 1* multiplicada por (—2) utilizando
3 -1 0 1
el producto por una matriz elemental.
F es 3 x 3, pues A tiene 3 filas.
1 00
Fyjgy=1{-2 1 0 es la matriz elemental que resulta de sumarle
0 0 1 a la fila 2* de I3, la 1* multiplicada por (—2).
1 00 2 1 0 -1 2 1 0 -1
Fp(pA=|-2 1 0 1 -2 1 —2|=|-3 41 o0
0 01 3 -1 0 1 3 -1 0 1

Coincide con el resultado obtenido al sumar a la 2% fila de A la 1* multiplicada por (—2), es decir,
al efectuar Fy;(_g) sobre A.
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0
Ejemplo 3: Dada A = |4
1

matriz elemental.

Ciz =

0
0
1

NN N

0

1
0
3
1
3

1
0
0

= o O

o = O

S O =

NN DN

W = W

W = W

31

, intercambiar las columnas 1 y 3 utilizando el producto por una

NN DN

= s O
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5.6 Definicion de matrices equivalentes

Se dice que A,,x, es equivalente a B,,x,, A ~ B, si partiendo de A podemos obtener B efectuando
un numero finito de operaciones elementales.

Se dice que A,,x es equivalente por filas a B,,x,, A ~ 7 B, si partiendo de A podemos obtener
B efectuando un nimero finito de operaciones elementales por filas.

Se dice que A,,x, es equivalente por columnas a B,x,, A ~. B, si partiendo de A podemos
obtener B efectuando un numero finito de operaciones elementales por columnas.

Observaciones:

e A~y B=A~DB perono al revés
e A~.B= A~ DB perono al revés

La condicién de equivalencia por filas y la condicién de equivalencia por columnas son “més fuertes”
(més restrictivas) que la condicién de equivalencia.

Ejemplos:
10 00 10 00
. 0100 01 00 .
e Las matrices A = 000 ol?Y B = 0 0 1 o noson equivalentes por filas, no son
0 001 0 000
equivalentes por columnas, y si son equivalentes.
10 00 10 0 3
. 01 00 01 00 .
e Las matrices A = 000 ol? B = 00 o 1| %™ equivalentes por filas (y por tanto
0 001 0 000

equivalentes), pero no son equivalentes por columnas.

10 00 1 5 2 2
. 01 00 0100 .
e Las matrices A = 000 ol7 B = 00 0 ols® equivalentes por columnas (y por
0 001 0 00 3
tanto equivalentes), pero no son equivalentes por filas.
10 00 10 00 10 00
. 0010 0 000 0100 .
e Las matrices A = 000 ol B = 000 olY C= 0 0 1 o mosonninguna de
0 00O 0 000 0000
ellas equivalente a la otra.
10 00 1 2 20
. 0110 0110 . [
e Las matrices A = 000 ol B = 00 0 ol ™ equivalentes, y ademds son tanto
0 00O 0 00O

equivalentes por filas como equivalentes por columnas.
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5.7 La equivalencia de matrices es una relaciéon de equivalencia

Desde el punto de vista de las relaciones entre los elementos de un conjunto, en este caso el conjunto de
matrices M,,xn, las relaciones de equivalencia que acabamos de definir, basdndonos en las operaciones
elementales, pertenecen a la clase de relaciones denominadas “relaciones de equivalencia”, puesto
que cumplen las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Lo justificamos a continuacién para la equivalencia general.

Reflexiva: Podemos justificar que A es equivalente a A tomando por ejemplo la o.e. de multiplicar
una fila por el escalar 1.

Simétrica: Si A es equivalente a B, B es equivalente a A. Se justifica realizando en el paso de B a
A las o.e. inversas a las realizadas en el paso de A a B (en el orden inverso, pues primero se debe
deshacer la 1ltima o.e., luego la peniltima y asi sucesivamente).

Aoe. 1 —..—o.e | — B, corresponde a que se cumpla la expresién siguiente:
F,..Fhb FFACiCy...C, = B
Al ser las matrices elementales invertibles, su producto es invertible, por tanto:
(Fy . R L)Y F,.. R R)AC, Cy..C, = (F, ... , F1 )"'B
ACCy..C, = (F, .. , F, )"'B
A(C1Cy...Cy) (C1Cy ... Cp)™ = (F, ... [, F{ )"'B(Cy Cy ... Cy)7 !
A= (F,.. R FL,)'B(C Cy .. Cy)~!
Vemos que de B se llega a A mediante operaciones elementales, concretamente estas:
A= (F) V(R (F)™IB(C)™ .. (o) L(Cy) T
Transitiva: Si A es equivalente a B, y B es equivalente a C, entonces A es equivalente a C.

Aoe.l—..—=0e.l—-B y Boel+l— .. 30e. k—C =
Aoe. 1 —..—=o0el—o0el+l—..—>0e k—=C

Las expresiones anteriores indican que si la secuencia de o.e. de 1 a l nos lleva de A a B, y la
secuencia de [+ 1 a k de B a C, entonces la secuencia completa de 1 aly de !l + 1 a k transforma
Aen C.

Para la equivalencia por filas las demostraciones de las propiedades reflexiva y transitiva son sencillas,
con razonamientos similares a los anteriores. La demostracion de que la relacion es simétrica se
obtiene igual que como se ha expuesto para la equivalencia general, pero sin tomar las matrices C;.
Andlogamente para equivalencia por columnas, sin tomar las operaciones Fj.
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5.8 Factorizaciones asociadas a equivalencia de matrices

A~B & F,. . . IhbyIRACCy...C, = B & (Fl)il(F2>71 (Fa)il B (Cb)il (02)71(01)71 = A
def

Denotando FF = F, ... Fo F1 , y C = C; Cs ... Cy, tenemos las factorizaciones de los tres tipos de
equivalencia.

e Equivalencia
A~ B = dF,C invertibles tales que FAC = B
(v en consecuencia F~1BC~! = A)

e Equivalencia por filas

El caso particular en el que sélo se usen o.e. por filas corresponde a tomar C = I.

A~yB & F, ., 1 A=B <& ()W) (F)'B=A
A~y B = JF invertible tal que FFA =B
(y en consecuencia F~1B = A)

e Equivalencia por columnas
El caso particular en el que sélo se usen o.e. por columnas corresponde a tomar F' = I.
A~.B & AC1Cy..C, = B & B (Cb)il ...(02)71 (Cl)il = A
A ~. B = 3C invertible tal que AC = B

(v en consecuencia BC~! = A)

La factorizacién FFAC = B se expresa con frecuencia utilizando los nombres P y () para las matrices
Fy C,esdecir PAQ = B. Larazén es que F' y C son matrices invertibles y los nombres P y () son
los que se suelen utilizar en Algebra para designar matrices invertibles.

TRES CONCLUSIONES IMPORTANTES SOBRE FACTORIZACION:

A ~ B implica que existen P y @) invertibles tales que B = PAQ.
A ~¢ B implica que existe P invertible tal que B = PA.
A ~. B implica que existe @) invertible tal que B = AQ.
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5.9 Equivalencia A ~ [ y relacion con el caracter invertible de A

1. Para el caso particular de matrices cuadradas, FAC = B indica que si A es invertible, en-
tonces también lo es B (el producto de invertibles es invertible). Si A no es invertible,
entonces, por ser A = F~'BC~! B no puede ser invertible (si B fuera invertible A serfa
invertible por ser producto de invertibles, incurriendo en una contradiccién). Por tanto
A ~ B = implica que ambas son invertibles o que no lo es ninguna.

2. Una consecuencia del resultado anterior es que A ~ I = A invertible, ya que la identidad lo
es.

3. A~ 1= A equivalente por filas a I y A equivalente por columnas a I.

Demostracién: FAC =1 & A = F 10! = F~'C~' = F|..F, = C,..C}, = F\...F},] =
1C;...C;,.

k es el numero total de operaciones elementales.

En las secciones 5.3 y 5.4 vimos que las inversas de matrices elementales de filas son matrices
elementales de filas, que las inversas de las matrices elementales de columnas son matrices
elementales de columnas y que toda matriz elemental de filas es igual a una matriz elemental
de columnas y al revés, en particular: Fj; = Cij  Fyo) = Cija)  Fij (o) = Cji (a)-
Por eso la expresién A = F~'C~! anterior ha podido escribirse en cualquiera de las dos formas
siguientes:

o A = F71071:F1 By = Fy L F T
o A = F‘lC‘lz(Jl . Cr = 10 ... Cy

A = Fy ... F, I expresa que A es equivalente por filasa I, y A = I C7 ... Cx que A es
equivalente por columnas a I.

4. A~ I < A es producto de matrices elementales.

Demostracién: Del resultado anterior se concluye la implicacién directa. La implicacién inversa
.. F I

se deduce sin més que escribir A = Fy...E, =
1C;...C,

5. A producto de elementales = A es invertible (pues el producto de invertibles es invertible).

Esta propiedad también se podria haber deducido combinando los resultados de los apartados
4y 2.

Resumen de las propiedades de 2 a 5:

A~ & A~pl &0 Ancd & A producto de elementales

N8
A invertible

Queda pendiente la implicacién vertical hacia arriba.



Leccion 6

Forma escalonada por filas de una
matriz

6.1 Definicion de forma escalonada por filas y de forma escalonada
reducida por filas

Partiendo de cualquier matriz A,,x, se puede llegar mediante un nimero finito de o.e. por filas a
una matriz U, «, escalonada, y a ésta se le denomina forma escalonada por filas de A. Existen
infinitas formas escalonadas por filas de una matriz dada A.

A ~f Uesc filas

El proceso de obtener una forma escalonada por filas de una matriz se denomina “eliminacién
gaussiana’.

Notese que por ser U una forma escalonada por filas de A, se tiene: U = F, ... F» F} A , siendo
F; la matriz elemental correspondiente a cada o.e. realizada. La expresion de U puede simplificarse
como U = PA, siendo P = F, ... F» Fy ( P invertible).

Se denomina forma escalonada reducida por filas de una matriz A a la forma escalonada por
filas de A que tiene pivotes unidad y ceros encima de los elementos pivote. La forma escalonada
reducida por filas de una matriz A dada es tnica. En general utilizaremos para esta matriz las no-
taciones Ared filas O Ured filas-

El proceso de obtener la forma reducida a partir de la forma escalonada se le denomina “eliminacién
de Gauss-Jordan”.

Ejemplo de formas escalonadas y forma reducida:
e 1 2 1 2 1 0 10
13 4 0 -2 0 -2 0 1
Las dos primeras matrices a la derecha de A son formas escalonadas de A, y la tercera es la forma
escalonada reducida de A.
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Aplicando las propiedades simétrica y transitiva de la equivalencia por filas deducimos que todas las
matrices equivalentes por filas entre si tienen la misma forma escalonada reducida por filas. Expre-
samos este resultado como sigue:

A ~; B

=B ~¢ Upeq fil
A ~f Ured filas } / red Jilas

Demostracion:
A ~f B = B ~f A;

B~y A

= B ~¢ Ued til
A ~f Ured filas } d red Jilas

Noétese que para cualquier matriz C' se verifica que (se deduce con demostracién similar):
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6.2 Obtencion de la forma escalonada por filas mediante Elimi-
nacién Gaussiana Simple

Describimos a continuacién un algoritmo para obtener a partir de A;,x, una forma escalonada por
filas determinada. El método se denomina Eliminacién Gaussiana Simple y el orden en el que
se efectian las operaciones elementales viene prefijado por un convenio. No se pueden realizar
escalamientos. El intercambio de filas sélo se puede realizar para buscar un elemento pivote en la
obtencién de la forma escalonada, y se ha de realizar con la primera fila siguiente que si posea pivote.

El algoritmo de Eliminacién Gaussiana Simple consta de los siguientes pasos:

1) Partiendo de la izquierda, buscamos la 1% columna con un elemento distinto de cero, llamémosla
ji. Esta columna j; es la primera columna pivotal. Si el primer elemento no nulo de j; (el de la
fila més alta) no estd en la 1% fila se intercambian la primera fila y ésta. Este elemento no nulo,
en la posicién (1, 1) es el primer elemento pivote. Mediante operaciones elementales convertimos
los elementos de la primera columna pivotal que estdan debajo del elemento pivote, en ceros. La fila
auxiliar utilizada es la 1¢ fila. La operacién elemental que elimina el elemento b es la de sumar a la
fila que contiene el elemento b la fila auxiliar multiplicada por (—b / primer pivote).

2) Moviéndonos hacia la derecha, a partir de la 1% columna pivotal, buscamos la siguiente columna
que tenga un elemento no nulo en la 2% fila o siguientes. Esa columna j, serd la segunda columna
pivotal. Se realizara un intercambio de filas si este primer elemento no nulo no estuviera en la 2¢ fila,
para colocarlo precisamente en ésta. Este es el segundo elemento pivote. Ademads de esta operacion
elemental de intercambio a fin de que el elemento pivote se encuentre en la 2% fila (posicién (2, j2)),
se realizaran las operaciones elementales necesarias para que todos los elementos de la columna
pivotal, por debajo del pivote, sean ceros, utilizando como fila auxiliar la fila 2¢. Estas operaciones
elementales no afectan a los elementos de las columnas situadas a la izquierda de js, ya que los
elementos de la fila 2 a la izquierda de j2 son todos nulos.

3) Seguimos moviéndonos hacia la derecha. Sea js la siguiente columna que tiene un elemento no
nulo, ahora en la 3% fila 0 mas abajo. Si es necesario intercambiaremos las filas para que, en la nueva
matriz, la columna j3 tenga en la fila 3 el primer elemento no nulo encontrado (tercer elemento
pivote), y a continuacion realizaremos las operaciones para transformar a ceros los elementos por
debajo de él, utilizando la fila 3 como auxiliar.

4) Seguimos repitiendo el proceso hasta conseguir r columnas pivotales, ji,ja...,j, y solamente
ceros en las filas r + 1,7+ 2, ..., m.

Al final de estos cuatro pasos habremos conseguido transformar la matriz A en una forma escalo-
nada por filas de A.

Dada una matriz, mediante el método de eliminacion gaussiana simple se obtiene una unica matriz
en la forma escalonada por filas. Esto es debido a que las operaciones elementales que se realizan y
el orden en que se realizan estan fijadas por el método.
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00 2 2 3
000 01
Ejemplo: Obtén la forma escalonada por filas de la matriz A = |0 2 6 8 4| mediante elimi-
01 450
0011 2
nacién gaussiana simple.
00 2 2 3 0 2 6 8 4 0 2 6 8 4
0 00 0 1| Fis 000 0 1| Fy12|0 0 0 0 1
A=10 2 6 8 4| — 002 2 3 — 0 0 2 2 3 =
01450 01 450 0 1-1 4-3 5—4 0—2
0011 2 0 01 1 2 0 0 1 1 2
[0 2 6 8 4 0 2 6 8 4 0 2 6 8 4
0000 1 Fy (00 2 2 3 Fya(~1/2) 0 0 2 2 3
00 2 2 3 — o000 1] — — [0 0 O 0 1 =
001 1 -2 001 1 —=2| Is2-129 [0 0 1-1 1—-1 —2-3/2
0 01 1 2 0 011 2 00 1-11-1 2-3/2
[0 2 6 8 4 0 2 6 8 4
0 0 2 2 3 Fyz(7/2) 00 2 2 3
0 0 0O 1 e 0 0 0 0 1| =Ac filas = Agas A ~F Agas
0000 —7/2| Fs3¢-1/29 |0 0 0 00
0 0 00 1/2 00 00O
Se obtienen 3 cols. pivotales: la 2%, la 3% y la 52. Los pivotes son 2, 2 y 1 respectivamente.

6.3 Propiedad fundamental de las formas escalonadas por filas

e Todas las formas escalonadas por filas de una matriz A,,x, tienen el mismo nimero de filas
no nulas.

e Todas las formas escalonadas por filas de una matriz A,,«, tienen las columnas pivotales en
las mismas posiciciones, y el nimero de ellas coincide con el nimero de filas no nulas.

Dada una matriz A,,x, distinguiremos en ella sus columnas pivotales y sus columnas no pivotales.
La posiciéon de sus columnas pivotales se determinara mediante la obtencién de cualquier forma
escalonada por filas de la matriz.
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6.4 Rango de una matriz

Se denomina rango de una matriz A,,x, al nimero de columnas pivotales que tiene.

Propiedades:

e El rango coincide con el ntimero de filas no nulas de cualquier forma escalonada por filas de la
matriz.

e El rango ha de ser menor o igual que m y menor o igual que n.

e Todas las matrices equivalentes por filas entre si tienen el mismo rango.
Notese que el reciproco no se cumple. Ejemplo:

1 0 0 0
0 0" |0 1
e Un resultado muy importante que no vamos a demostrar es el siguiente: — rgA = rgA?

e El rango de la matriz [,, es n, pues la matriz ya es escalonada por filas y tiene n filas no nulas (o
lo que es lo mismo, n columnas pivotales).

e Toda matriz equivalente por filas a la identidad tiene rango n.
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1 _1 1 2 1 -1 4 -1 1 2
Ejemplo 6.1. rg [O 3} =2,1rg(0 2 -1 2({=2,rg|0 -1 2 —=3[=3
00 0 0 0O 0 0 9
1 5 0
Ejemplo 6.2. Determina el rango de la matriz A= (2 4 -1
0 -2 0
Sol.
1 5 0 1 5 0 1 5 0
A=12 4 —1|~; |0 =6 —1| ~f (0 -6 ~—1 = rgA =3
0 —2 0 0 —2 0 0 0 1/3
Fai—2) F3a-1/3)
) ) ) 1 1 .
Ejemplo 6.3. Determina el rango de la matriz A = [a 2a] en funcion de a.

Sol.:

11 11 . '
A_[a Qa] ~f [O a} Sia#0 el rango es 2 y sia =0 el rango es 1.

Fa1—a)

Es importante darse cuenta de no cometer el error de efectuar las operaciones: fila primera por —a,
y fila sequnda igual a ella misma mds la primera. En efecto mo puede hacerse porque la primera
operacion no es elemental (ver en pdgina 29). Veamos la consecuencia de este error:

1 1
Side A = [a Za] pasamos a [ a 2@} , con la siguiente operacion elemental (sumar a la seqgunda

0
B, que erréneamente tomamos como equivalente por filas a A, se deduciria:

fila la primera) obtenemos [—a Z] , que denotamos como B. Interpretando el rango en esta matriz

Sia#0 el rango es 2, y si a =0 el rango es 0. Notese que para el caso a = 0 el rango obtenido es
erroneo.

Ejemplo 6.4. a) Justifica si las siguientes matrices son equivalentes por filas o no y si tienen el
mismo rango o no. b) Justifica si son o no equivalentes por columnas.

1 11 1 2 2
A‘[OOO]’ B_[ooo]
Sol.:

Las dos matrices estin en forma escalonada y tienen el mismo numero de filas no nulas, una, por
tanto tienen el mismo rango, y su valor es 1.

Las matrices no son equivalentes por filas, porque ningin conjunto de operaciones elementales por
filas permite llegar de una a la otra.

Las matrices son equivalentes por columnas, pues de la primera a la seqgunda se puede llegar aplicando
las dos siguientes o.e. por columnas:

1) Co1(2), 2) Ci1(2).-
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11 2 1
. . . 2130 .
Ejemplo 6.5. Determina el rango de la matriz A = 1 2 a4 3l funcion de los valores de a.
11 2 a
Sol.:
11 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
2130 0 -1 -1 -2 0o -1 -1 -2
A=l 1240370 1a-2 2 0 0 a-3 0 b
11 2 a 0 O 0 a-1 0 0 0 a-—1

Hemos llegado a una matriz B equivalente por filas a A en la que ya se puede estudiar el rango de
forma sencilla.

e Sia#3yaz#1elrango es 4 ya que las cuatro columnas son pivotales. Indicamos los pivotes
de las columnas 3 y 4 con el simbolo ©.

11 2 1
0 -1 -1 -2
B=109 0 o o0

0 0 0 o

e Sia =3 la tercera fila tiene todos los elementos nulos y la cuarta no, por lo que las intercam-
biamos, llegando a la siguiente escalonada por filas.

1 1 2 1
0 -1 -1 -2
0o 0 o0 2
0O 0 0 O

El rango es 8 y las columnas pivotales son la primera, la seqgunda y la cuarta.

e Sia =1, obtenemos a partir de B la matriz:

1 1 2 1
0O -1 -1 -2
0 0 -2 0
0O 0 0 O

, que ya estd escalonada. El rango es 3 y las columnas pivotales son la primera, la seqgunda y
la tercera.
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6.5 Obtencion de la forma escalonada reducida a partir de una
forma escalonada

La obtencién de la escalonada reducida por filas a partir de una forma escalonada se realiza mediante
la eliminacién denominada de Gauss-Jordan o de reduccion, realizando las operaciones elementales
por filas necesarias para transformar en “unos” los elementos pivote y en “ceros” los elementos de
las columnas pivotales situados por encima del elemento pivote.

Un procedimiento sisteméatico posible es el de escalar las filas no nulas, en primer lugar, a fin de que

todos los pivotes tomen el valor 1, y seguidamente obtener los “ceros” por encima de los elementos
pivote.

Denotando como ji, j2 . . . j- las columnas pivotales de la matriz escalonada de orden m x n, los pasos
serian los siguientes:

1) Considerando la iltima fila no nula, que llamamos fila r, como auxiliar, y con las correspondientes
operaciones elementales sobre las filas, consigamos mediante reemplazamientos que la columna j,
tenga ceros en las filas 1, 2, ...., r — 1. Ninguna columna a la izquierda de j, se verd afectada por

estas operaciones, ya que los elementos de la fila r a la izquierda de la columna pivotal j,. son todos
nulos.

2) Continuamos hacia arriba, en la fila » — 1, donde a través de operaciones elementales, tomando
la fila 7 — 1 como fila auxiliar, haremos cero los elementos de la columna pivotal j._1 en las filas 1,
2, ..., 7 — 2. Continuamos con estas transformaciones para que cada columna pivotal j; tenga ceros
en las ¢ — 1 primeras filas, siempre disminuyendo 4, hasta i = 2.

Con el proceso descrito se obtiene la forma escalonada reducida por filas.

Ejemplo: Obtén la forma escalonada reducida de la matriz A del ejemplo de la Seccién 6.2 partiendo
de la forma escalonada alli obtenida (calculada mediante Eliminacién Gaussiana Simple).

0 2 6 8 4 01 3 4 2 01 3 40
00 2 2 3 Fi1/2) 00 1 1 3/2 Fy3(_3/9) 0 01 10
00001 —— |0 0 00 1{f —— [0 0 0 0 1
000 0 o fap 00 0O 0 Fis2 1o 00 0 0
0 00O0O0 0000 O 000 0O
01 010
Ia 0 01 10
12(=3)
— 00001 :A'red filas ) ANf A'red filas
0 0000
0 00 0O

Las columnas pivotales son las mismas: la segunda, la tercera y la quinta. Los pivotes ahora son
todos 1 y cada columna pivotal tiene ceros por encima de los elementos pivote.
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6.6 Equivalencia por filas a la identidad: aplicacion para obtener
la inversa

Si A, es equivalente por filas a la identidad A es invertible (pagina 37),
En la factorizacion Fy, ... FhFy A=1 (6.1)

despejamos A~ cémo: A =F, ... By F (6.2)

(sin més que multiplicar la ec. 6.1 por A~! por la derecha)

La tltima ecuacién es igual a esta otra: A™' = F, ... 5By (6.3)

Las ecuaciones (6.1) y (6.3) ponen de manifiesto el siguiente resultado: efectuando la misma secuencia

de operaciones elementales por filas y en el mismo orden que llevan de A a I, la matriz I se transforma
en A7

El resultado determina un procedimiento para obtener la inversa de una matriz denominado método
de Gauss-Jordan. El esquema es el siguiente:

A1 1] — — ... — — [I | AY]

operaciones elementales por filas

El esquema con producto de matrices, denotando F' = F, ... F5F}, es el siguiente:

FIA | I|=[FA |FI|=[1 |F|]=[1 |4"]
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1 21
Ejemplo 6.6. Determina la inversa de A = |2 0 2| por el método de Gauss-Jordan, si es que
2 30

dicha inversa existe.

121 |100 1 2 1 | 1 00

A=12 0 2 |0 1 0 ~ 0 -4 0 | -210 ~
F31(-9)

1 2 1 | 1 0 0 1 21 | 1 0 0
0 -1 =2 | =201 ~ |0 12 | 2 0 1| ~
0 =4 0 | =2 10 By [0 =40 | =21 0] Fyy
121 |10 0
012 |20 -1
008 |6 1 —4

Observamos que el rango es 3, igual al orden de la matriz A, por tanto A tiene inversa. La submatriz
de la izquierda es ya triangular superior, pero falta hacer “1” uno de los pivotes.

121 | 1 0 0

~ 1012 | 2 0 -1
Fyas [0 0 1 |3/4 1/8 —1/2

)

120 |1-3/4 -1/8 1/2 120 [1/4 —-1/8 1/2
~ 010 |2-3/2 0-1/4 —-141|=|0 10 |1/2 -1/4 0
Fas_pl0 0 1 | 3/4 1/8  —1/2 001 [3/4 1/8 —1/2

Fiz-1

fila1l = filal - 2*fila2

10 0] 1/4—1 —1/8+1/2 1/2 10 0| -3/4 3/8 1/2
~ o1 0] 1/2 ~1/4 0 |=]0o10] 1/2 —1/4 0
Fla o0 0 1] 3/4 1/8 ~1/2 00 1] 3/4 1/8 —1/2

~3/4  3/8 1/2
Resultado: La matriz inversa de A es A=V = | 1/2 —1/4 0
3/4  1/8 —1/2
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6.7 Ejercicios

Cuando se tiene una matriz en la que aparece una variable no puede usarse la funcién rank de
MATLAB para calcular el rango de la matriz como funcién de la variable. Tampoco puede usarse
la funcion rref para determinar la forma escalonada reducida general, que mantenga la dependencia
correcta de la variable.

Ejercicio 6.1. Calcula el rango de las siguientes matrices y las posiciones de sus columnas pivotales.

1 -3 5 0 2 303 10

-2 6 0 1 4 2 -1 11
A= , B=|-1 11 1 -2
-2 6 —-10 0 —4 0 2 0 _1

0 0 10 1 8 111 3

1 1 2 2 -1 1 2 3 1 5

1 2 0 3 1 2 1 3 0 1

¢= 1 0 4 1 -3 D= 1 1 2 0 2
2 1 6 3 —4 4 4 8 1 8

0 2 6 8 4
Ejercicio 6.2. Obtén la forma escalonada reducida por filas de la matriz A= [0 0 2 2 3
0 2460

Ejercicio 6.3. Calcula, si existen, las inversas de las siguientes matrices, aplicando el método de
Gauss-Jordan.

1 11 2 1 0 —2

A=1{1 1 1 B=|1 3 4 c=13 1 -1
1 1 5 9 2 -1 3
(12 1] 1 0

D= 4 3 E=|1 -1 -1
13 5 2] 1 3
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Ejercicio 6.4. Determina el rango de las siguientes matrices, en funcion del pardmetro que con-

tienen:
1 1 s 1
1 s s 1
A= 1 2 s 1
11 2 1
1 2 a 3
1 1 a a
D= 21 3 0
11 2 1
Sol.
1 1 s 1 11
1 s s 1 11
A=1 92 s1| ™ |1 2
11 2 1 1 s
1 1 2 1 1
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 s—2 0 0
1 2 c —1
1 3 0 -3
B= 0 1 2
0 -1 -1 ¢
1 2 0 c -1
0 1 c —c -2
0 0 ¢c—1 0 c—2
0 O 0 24c¢c c+2
e Sic=-2
o Sic# —2

Q
I

O O OO+

S O = =

w »w » N

o O o=

—_ = = =

O N

o |

2 0 ¢ -1 L3
3 ¢ 0 -3 12
C=1]00
1 ¢ 2
-1 -1 ¢ 01
0 0
3 3 0
2 3 -3
1 k4
0 —k k
2 1 11 2 0
s—2 0 0 1 0 0
o ol o s—1 0 o0
0 0 0 0 s—2 0
F3p01-4)

0
-3
1
2
a

Para s =2 el rango es 2 y para s # 2 el rango es 3

1
1
B= 0
0
1
1
E= 0
0
1 1
0 0
0 1
0 s—1
1
0
0
0
0 c
c —c
c 2
-1 c

-1
-2

o
oS o O =

c—1

pivote en la tercera columna si c # 1 y en la quinta sic=1

OO O = W (el

O = O N W

O O Q O Ww

OO OO

(el ool S

—_

(el ool

3 3 0
-1 0 -3

1 a ~
—a 1

Sia=0o0a=1
Sia#1ya#0

c -1
—c —2
24c c+2

0 c—2

rango 8  porque se anula la cuarta fila, pero no la tercera

1 3
0 -1
0 O
0 O
0 O
rango 8
rango 4

rango 4  La cuarta fila produce pivote en la cuarta columna, y la fila tercera tiene
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— —
142_ _OO
-]
===
|
oo e
___ 2
SIS —
21
—_— - - O 1__0
| 3
R W) o
e 2_I__1_
2 S
| E—— |
— o m 3 11__00
a3 g
===
— — O e —
— N — N
L ] I 1_
2 140_
1
MmO - S
S S m A e

AN~~~

— — AN

rango 8
rango 4

Sia=30a=1

Sia#1ya+#3

2 nunca

r9(E)

rg(E) = 1 nunca
r9(E)

rg(E) = 4 siy sdlo sik #0 yk# —1

-1

3 sty solosik=0o0k
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-1 -1 2
Ejercicio 6.5. Considerada la matrizA= | 1 0 1| obtén la matriz I tal que FA = U siendo
2 2 1

U la forma escalonada por filas de A que se obtiene mediante eliminacion gaussiana simple.

Sol:

1. Escribimos | A | I].

-1 -1 2 1 0
1 0 1 1
2 1 0 1

2. FEjecutamos el algoritmo de eliminacion gaussiana simple en la matriz 3 X 6 hasta que en la
parte izquierda de la matriz nos quede la forma escalonada U.

-1 -1 2 0
o -1 3 1
0 0 5 1

Las operaciones a aplicar son dos: Fy = Fyy(1y y Fo = F3y(2). Por tanto A = U. Deno-
tando F' = F5Fy tenemos U = F'A, que es la forma compacta de la factorizacion que relaciona
AqyU.

En el bloque derecho de la matriz tendremos FoF'I = Fy Fi = F', por tanto este bloque nos
permite determinar F

-1 -1 2 1 00
Resumiendo: U=1| 0 -1 3|, F=1]110
0 05 2 01

OBSERVACION: Nétese que F' es invertible (porque el producto de elementales es invertible), por
tanto en ' A = U podemos despejar A: A= F~1U

Obtengamos la inversa de F por Gauss-Jordan:

1 0 O 1 0 O

1 0 1
2 1 0 1
1 0 1 0
1 0o -1 1

0 O 1 -2 0 1

1 00
F'l=1|-110 FEste resultado era de esperar pues es el producto de las elementales inversas.
-2 0 1

Denotando F~' como P, escribimos A = PU.

En ejemplos como éste, de una matriz en la que no se ha tenido que realizar ninguna permutacion
para llegar a una forma escalonada, la matriz resultante P queda triangular inferior. La matriz U
es triangular superior, por ser escalonada y cuadrada (U es cuadrada por serlo A). A la matriz
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P se le designa entonces como L (lower triangular) y a la factorizacion A = LU se le denomina
factorizacion LU de A.

Comprobacion de que A = LU :

1 0 0] |-1 -1 2
-1 1 0 0 -1 3| =..
-2 0 1



Leccion 7

Forma canoénica equivalente

Hemos visto como a partir de una matriz A,,x, podiamos obtener infinitas matrices equivalentes
por filas a ella, en la forma escalonada. Una de estas formas escalonadas es la denominada forma
escalonada reducida de A, que es unica. Todas las formas escalonadas por filas de A tendrdn entre
una y n columnas pivotales (la tinica matriz sin columnas pivotales es la matriz nula), que no seran
necesariamente las n primeras. El nimero de columnas pivotales, r, es el rango de la matriz A.
Repasamos en el siguiente ejemplo la obtencién de una forma escalonada y de la forma reducida de
una matriz sencilla, cuadrada de orden 3.

F31-1 F35(9) Fio(1) Fyqy
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 0 1 2 0
A120—>{001—>001—>001—>001
1 2 3 00 2 00 O 00 O 0 00
Forma esc. Forma esc. por filas
por filas y reducida

Concluimos (ya al llegar a la primera forma escalonada por filas) que el rango de A es 2, siendo las
columnas pivotales la primera y la tercerca.

La matriz a la derecha de todo es la forma escalonada por filas més sencilla posible que podemos
obtener.

Mediante o.e. por columnas podemos ahora hacer que las columnas pivotales sean las dos primeras:

Ca3

0
1
0

1
S O =
S O N

Y continuando con o.e. por columnas podemos hacer que todos los elementos de las columnas no
pivotales sean nulos:

Cs1(—2)

— = Ucan equ

S O =

0
1
0

o O O

A la dltima matriz la llamamos “forma candnica equivalente” de la matriz A. Es tunica.
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Forma candnica equivalente de la matriz A,,x, es la matriz equivalente de A que tiene la
expresion:
p I. | Q

— — —| , siendo r el rango de A
Q | Q

Para obtener la forma canénica equivalente de una matriz A,,«, serd necesario, en general, efectuar

tanto operaciones elementales por filas como operaciones elementales por columnas.

Dadas A,uxn ¥ Bmxn se cumple el siguientes resultado:

Apvn V Bixn son matrices equivalentes entre si si v solo si tienen la misma forma candnica equivalente.

equivalente v por tanto el mismo rango.

Se demuestra utilizando las propiedades simétrica y transitiva de la equivalencia de matrices.

A~ B

=B ~ Ucan equ
A~ Ucan equ }

A ~ Ucan equ

=A ~ B
B ~ Ucanequ

Obviamente si A,, es equivalente a la identidad, I,,, entonces la forma candnica equivalente de A es
la identidad, I,,. De forma general se cumple A,, ~ I, < rg(A,) = n.

Resumiendo el resultado subrayado y resultados anteriores:

A~ DB & 1gA=r1gB (7.1)
A~y B = 1gA=rgB (7.2)
A ~. B = rgA=rgB (7.3)

Equivalencia por filas implica equivalencia, y a su vez equivalencia implica igualdad de rangos, por
eso se cumple la expresion (7.2).

Por el mismo razonamiento para la equivalencia por columnas se cumple la expresion (7.3).

Al resultado 7.2 habiamos llegado ya en la leccién anterior, al definir el rango r a partir del niimero
de columnas pivotales de la forma escalonada por filas de la matriz.

Revisamos dos ejemplos sencillos de pares de matrices donde se muestra que las propiedades (7.2) y
(7.3) no pueden darse en sentido inverso:

10
A_[o o]yB

0 1) . . .
0 0 tienen el mismo rango y no son equivalentes por filas.

A= [[1) 8] y C= [(1) 8} tienen el mismo rango y no son equivalentes por columnas.

Los tres pares A con B, A con C'y B con C son equivalentes entre si, y A es la forma candnica
equivalente de A, By C.
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Este es otro ejemplo de matrices A y B con el mismo rango y que no son equivalentes por filas.
Obviamente si son equivalentes considerando la definicién general.

1 20 10 3

1
A=1(0 0 1| , B=]|0 1 0 La matriz candnica equivalente de ambas es C = |0
0 00 0 00 0

y “a través de ella” podemos considerar a A y B
equivalentes entre si.



