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Leccion 1

Definiciones generales, suma y
multiplicaciéon por escalar

1.1 Definicién de matriz y algunos tipos de matrices

Una matriz es una ordenacion rectangular de elementos dispuestos en filas y columnas encerrados
entre corchetes (o paréntesis), por ejemplo

3 2 3 -1 241 1—4 0-—3¢ 3 9 3
B=|1 4 0 -0 C=13-2i 2+6i —2—3 D:[1 4 0]
0o -1 -1 1 0—1 141
Las matrices se representan por letras mayuisculas A,B,C, ... y sus elementos por minusculas con

dos subindices, a;; . Los subindices indican, por este orden, la fila y la columna en la que se sitia el
elemento.

ain @2 ... Qaip
a1 as2 ... 049 <z

A= " Se denota también A = {a;;}
Aml Am2 ... Amn

Una matriz de m filas y n columnas se dice que es una matriz de orden m X n, y esto también se
denota asi: A, xn.

Las matrices que trataremos tendran elementos de un cuerpo K (a los elementos de un cuerpo se
les denomina también escalares). Consideraremos el cuerpo de los nimeros reales, IR, o el cuerpo de
los nimeros complejos, C. Nétese que R C € (todo real es un elemento de € con parte imaginaria
nula). Ambos son cuerpos conmutativos (no solo la suma, sino también la multiplicacién cumple la
propiedad conmutativa).

Hablaremos de “matrices en IR” si a;; € IR y de “matrices en C” si a;; € C.

La matriz ejemplo B se puede considerar como una matriz en el cuerpo de los niimeros reales, R, o
también en el cuerpo de los niimeros complejos, C.
La matriz ejemplo C' es una matriz en el cuerpo de los niimeros complejos. No es una matriz en el

cuerpo de los reales ya que tiene elementos que no son nimeros reales.

El conjunto de las matrices de orden m x n con elementos del cuerpo KK tiene distintas notaciones,
siendo las mas frecuentes las tres siguientes:

Mysn(K) 6 K™ ™ 6 Myxn

La segunda notacién particularizada para IR o C seria R™*"™ & C™*", respectivamente. La tercera
notacion no hace referencia a si los escalares son reales o complejos.
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Al conjunto que comprende las matrices de todos los érdenes, se le denota en general M (IK) o M.
M(IR) designa el conjunto de las matrices reales de todos los 6rdenes
M (C) designa el conjunto de las matrices complejas de todos los érdenes
M designa el conjunto de las matrices de todos los érdenes (no se hace referencia explicita a
cual de los dos conjuntos de escalares es el utilizado).

Definimos a continuacién algunos tipos de matrices y localizaciones en ellas.

1) Matriz fila es una matriz de orden 1 x n, A =[a11 a12... aiy]

b11

ba1
2) Matriz columna es una matriz de orden m x 1, B =

bml
A una matriz columna se le denomina también vector.

Para los vectores una notacién habitual es la de una letra mintscula con una flecha superpuesta:

b1
bo1

S
Il

bml

3) Matriz cero o matriz nula es aquella que tiene todos los elementos nulos. Se denota como
A =0, 0 como .

El elemento cero de un cuerpo es el elemento neutro de la suma. El elemento cero de los ntimeros
reales es 0, y el elemento cero de los niimeros complejos es 0 + 0i.

4) La matriz opuesta de A, denotada —A, es aquella que resulta de sustituir en A cada elemento
por su opuesto (el elemento simétrico de la suma en el cuerpo).
Si A = {a;;}, los elementos de —A son: —A = {—a;;}

5) Matriz cuadrada es aquella con igual nimero de filas que de columnas. m = n.
Una matriz cuadrada de n filas y n columnas se dice que es una matriz de orden n. Una matriz de
este tipo se denota como A, x, 0 simplemente A,.

En una matriz cuadrada la diagonal principal es la linea formada por los elementos cuyos subindices
de fila y columna coinciden, ai1, a9s, ... apn.

La diagonal secundaria es la linea formada por los elementos a;; tales que i + j =n + 1.

Se denomina traza, denotada tr(A), a la suma de los elementos de la diagonal principal de A.
trA =ay1 +a+ ...+ ann

Se llama tridngulo superior al formado por los elementos a;; situados por encima de la diagonal

principal.
Se llama tridngulo inferior al formado por los elementos a;; situados por debajo de la diagonal
principal.

* A AA * diagonal principal

o x A A A tridngulo superior

o o x A o tridngulo inferior

o [¢] [¢] *

e Matriz triangular superior. Matriz cuadrada que tiene el tridangulo inferior nulo. O lo que
es lo mismo, a;; = 0 para i > j.

e Matriz triangular inferior. Matriz cuadrada que tiene el triangulo superior nulo. O lo que
es lo mismo, a;; = 0 para ¢ < j
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Matriz diagonal. Es aquella que es triangular superior y triangular inferior a la vez. Entre
éstas cabe destacar la matriz escalar, que ademads de ser diagonal tiene todos los elementos
de la diagonal principal iguales. La matriz unidad o matriz identidad es una matriz escalar
cuyos elementos de la diagonal principal son unos. La matriz identidad de orden n se denota
como I,,. “Uno (=1)” es el el. neutro de la multiplicacién en el cuerpo.

Matriz simétrica. Una matriz A, es simétrica si a;; = a;j; para todos los valores de 7 y de j.

Matriz antisimétrica o hemisimétrica. Una matriz A,, es antisimétrica si a;; = —a;; para
todos los valores de ¢ y de j. Evidentemente, para los elementos de la diagonal principal se
concluye a;; = —ay;, por tanto 2a;; = 0, por tanto a; = 0 parat=1,2,...n.

Matriz persimétrica. Una matriz A,, es persimétrica si es simétrica respecto de la diagonal
secundaria.

6) Elemento cabecera de una fila es el primer elemento no nulo de esa fila.

7) Se dice que A,y es escalonada por filas si verifica los dos requisitos siguientes:

2)

b)

Las filas con elementos que no sean todos cero estan por encima de las filas cuyos elementos
sean todos cero.

Dadas dos filas consecutivas, la cabecera de la fila inferior estd en una columna situada mas a
la derecha que la de la cabecera de la fila superior.

Cada elemento cabecera de una matriz escalonada por filas recibe el nombre de pivote, y cada
columna que contiene un elemento pivote se denomina columna pivotal.

Para

abreviar se utiliza también la designacién de escalonada.

Ejemplo 1.1. Matrices escalonadas por filas.

| 0

L 1 2 1 -1 o 0 .1 3 4 -1 1 2
0 3 0 5 -1 2 [00_1_2] 0 1 2 -3
00 0 0 0 0 0 -1
1 -1 3 1 -1 3 1 -1 3 01 2
0 2 3 0 0 3 0 2 3 0 0 2
0 1 0 0 0 0 0 0 0 00

Se indican en negrita los elementos pivote.

A continuacion damos dos ejemplos de matrices que no son escalonadas.

4 1 3 4 1
0 0
01

S W w

0 21
0 3 0

Toda matriz cuadrada en forma escalonada por filas es triangular superior

8) Se dice que A;,x, es escalonada por filas y reducida si es escalonada, con pivotes unidad, y
tdos los elementos de las columnas pivotales, salvo obviamente el pivote, son ceros.

Para

abreviar se utiliza también la designaciéon de escalonada reducida.
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Ejemplo 1.2. Matrices escalonadas reducidas.

10 1 0 1 -1 1 0 0 3 1 010
0 1 0O 1 -1 2 0 0 1 -2 01 2 0
o 0 0 O 0 001

Obsérvese la diferencia con las matrices escalonadas por filas.

1.2 Igualdad de matrices

AeK™"y Be K™ ambas del mismo orden, son iguales si a;; =b;; V i=1,....m , j=
1,....n

1.3 Suma de matrices

Dadas A € K™ "y B € IK™*", ambas del mismo orden, se define A+ B como la matriz C' = {¢;;}
tal que Cij = Q45 + bz]

1 0 1 0
Ejemplo 1.3. Calcular A+ B con A= |-1 0| yB=|-2 -1
2 1) 1 -1
El resultado es una matriz del mismo orden, en nuestro caso 3 X 2.
1 0 1 0 [ 2 0]
A+B=|-1 0|+ |-2 —-1|=|-3 -1
2 1 1 -1 | 3 0]

Ejemplo 1.4. Calcular A— B, tomando las matrices del apartado anterior. (Ndtese como la “resta”
es la suma de la opuesta).

1 0 1 0 0 -1 -0 0 O
A-B=|-1 0f—-|-2 —-1|=|-1 O|+}| 2 1|=|1 1
2 1 1 -1 2 1 -1 1 1 2

1.4 Propiedades de la suma de matrices

1. Operacién cerrada: V A, B € IK™*", A+ B € IK"™*"

2. Asociativa: V A,B,C e K™" A+ (B+C)=(A+B)+C

3. Elemento neutro: 3 0 € K™"/VAcK™", A+0=0+A=A4
4. Conmutativa: VA, BeIK™*", A+ B=B+ A

5. Existencia de elemento opuesto:
VAeI K™ J —AeK™" A+ (-A)=(-A)+A=0

—A es la que hemos denominado anteriormente matriz opuesta.
La matriz opuesta de A es la que tiene como elementos los opuestos de los elementos de A.

El elemento opuesto de a € R es —a € R

El elemento opuesto de a+bi € C es —a —bi € C. (Signo opuesto en la parte real y en la parte
imaginaria).
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1.5 Producto de una matriz por un escalar a del mismo cuerpo

Dada A = {a;j} € K™" y a € KK, se define:
axA=Csaxaj=c; VYVi=1....m,j=1,...,n a, a;; y ¢ € K.

Es decir, se define como otra matriz C' = {¢;;} cuyos elementos se forman multiplicando o por cada
uno de los elementos de A = {a;;}

La matriz C' es del mismo orden que A.

Para matrices IR""*", tomando los escalares a € IR se garantiza que el producto por un escalar sea
una operacion cerrada, es decir que la matriz resultante siga perteneciendo a R™*".

Wy ”

En general se omite el simbolo “x” de la operacién, escribiendo « * A simplemente como aA

Este producto se designa frecuentemente como “producto externo”, ya que involucra dos factores de
conjuntos distintos, uno es un escalar y el otro una matriz.

. 1 -1 0] [5:1 5-(=1) 5-0] [5 =5 0
Ejemplo 1.5. 5 [2 1 3]—[5.2 5.1 5.3}_[10 5 15}

_ 1 =10 [5+i —5—i 0
Ejemplo 1.6. (5+1) [2 1 3]_[104—21 541 15—&-31}

Ejemplo 1.7. 5[1“ 0]:[5'(“”) 5'0}:[5—1—5@ 0]

2—i 3i| [5-(2—4i) 5-3i 10 —5i 156
11—3i —3+15i

Ejemplo 1.8. (54 1) {Hi 0}:[(5“)‘(1“) (5+1)-0

24 3i (54i)-(2—14) (5+14)-3i

_[4+6i 0

1.6 Propiedades del producto de una matriz por un escalar del
mismo cuerpo

1. Cerrada: VA € K™*" y Va € K, aA € K"™*"

2. Ley de identidad o de unidad del producto externo: 1 A = A 1 es el elemento neutro del
producto en el cuerpo K, también llamado elemento unidad de K.

En R es el escalar 1, ejemplo 1(—25) = —25
En C es el escalar 1+ 0i , ejemplo (14 07)(2 — 61) = (2 — 61)

3. Pseudoasociativa (asociativa entre el producto externo y el producto interno en K):
(af)A = a(BA) VAeIK™" Va,BelK

Se cumplen ademas:

4. Distributiva respecto a la suma de matrices:
a(A+B)=aA+aB VA, BeK™"VacK

5. Distributiva respecto a la suma de escalares:
(a+B)A=aA+ A VA K™" Va,feK

Otros resultados: —1A=-4 , 0A4A=0
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1.7 Estructura de Espacio Vectorial de las matrices: (IK™*" + %K)

El conjunto IK"*™ con las operaciones de suma y producto externo por un escalar de IK, al cumplir
las 10 propiedades anteriormente enumeradas, tiene estructura de Espacio vectorial.

Este resultado se expresa como: (IK"™*", + | x IK) Espacio Vectorial

o diciendo simplemente que IK™*" es Espacio Vectorial sobre IK (se entiende en este caso, implicitamente,
cuales son las operaciones a las que nos referimos).

Al igual que habiamos visto para los vectores de IR™, con las matrices IK™*", al haber definido la
suma y el producto externo por un escalar del cuerpo IK, podemos realizar la operacién “mixta’ de
obtener combinaciones lineales.

Ejemplo 1.9. Escribe la matriz C obtenida como combinacidon lineal de las matrices A = [_g _;]
3 2 . .
y B = 10 con coeficientes 3 y —6, respectivamente.

Sol.:

I R i e e I e At



Leccion 2

Producto de matrices e inversa de una
matriz cuadrada

2.1 Definicion del producto de matrices

Dadas dos matrices Ayxn = {aij} v Bnxp = {bij} 1 se define C = A - B, como otra matriz Cmxp
con tantas filas como A y tantas columnas como B, siendo su elemento ¢;; el resultado de sumar los
productos de los elementos de la fila ¢ de A por los de la columna j de B, en la forma dada en el
siguiente sumatorio:

n
Cij :ailblj-l-anggj+...+ambn]’ = Zaik‘bkj izl,...,mj: 1,...,p
k=1

El algoritmo puede entenderse facilmente observando el siguiente esquema:

fila ¢ columna j Cij
J ij
mXxn nxp mXxp
En general se omite el simbolo “-” de la operacién, escribiendo A - B simplemente como AB

Ejemplo 2.1. Multiplicar las siguientes matrices:
-1 2| =
0 -1 -2 9 3 oO-1+-1--14+-2--2 0-0+-1-24+-2-3
-3 9
5 —8
1

. . . 2 2
Ejemplo 2.2. Multiplicar entre si por pares, las matrices A = [1 2 3] , B=12| yC= {3 1],
3

[2 3 1} Lo [2-1+3.1+1-2 2-0+3-2+1-3]_

cuando sea posible.

INétese que el niimero de columnas de A ha de coincidir con el ntimero de filas de B
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1
AB=[1 2 3]-|2|=[1-1+2-2+3-3] =14
3

1 123
BA=|2|-[1 2 3]=|2 46
3 369

AC, CA, CB, BC no son operaciones posibles

RECORDATORIO de la condicién del producto de matrices:

Am><n ’ Bn><p = Cm><p

2.2 Propiedades basicas

Siempre que los productos sean posibles, el producto de matrices en K, siendo K el cuerpo de los
reales, o el de los complejos, cumple las siguientes propiedades:

1. Asociativa: VA,B,Ce M A (BC)=(AB)C
Se cumplen ademas:

2. Distributiva respecto a la suma de matrices:
VA,B,Ce M A(B+C)=(AB)+(ACQC)
(A+B)C=AC+BC
3. Pseudoasociativa (asociativa entre el producto externo y el producto interno en M)

VA, Be M yVaeK (aA) B=A (aB)=a(A B)

Nota: Considerando o = 0 vemos que si una de las matrices producto es nula el resultado es
la matriz nula del orden correspondiente.

2.3 Otras propiedades

1. ImAan = Amxn ; AanIn = Amxn ; ImAanIn = Amxn
1 0 0
Ejemplo 2.3. I, = [1 0] Is3=10 1 0] A= [1 2 3]. Se cumple:
0 1 4 5 6
0 0 1
ILhb A=A Al3=A ILhbAl3=A
. 240 73| |1 O |2+¢ 7T—31
Ejemplo 2.4. [ A 6 ] [O 1] = [ 4 6 ]

2. El producto de matrices no es conmutativo, es decir, no necesariamente A B es igual a B A
aunque ambos productos puedan realizarse.



LECCION 2. PRODUCTO DE MATRICES E INVERSA DE UNA MATRIZ CUADRADA 9

Una condicién necesaria (aunque no suficiente) para que se cumpla A- B = B - A es que el
resultado sea del mismo orden, y esto 1ltimo requiere que A y B sean matrices cuadradas de
ese mismo orden.

Amxn ' anp = mep

!
anp : Amxn - Can

Justificamos el resultado: {

Tenemos por una parte que el producto es de orden m X p, y por otra que p = m (para poder
multiplicar B por A), por tanto C'y C’ tienen tamafios m X m y n X n respectivamente. Para
que ambas sean del mismo orden tendremos m = n. Por tanto, al concluir que m =n =p, A
y B tienen que ser ambas cuadradas de orden n.

Se dice que dos matrices cuadradas de orden n conmutan o que son conmutativas o permutables
si cumplen A- B = B - A. También se utiliza la denominacién “conmutante” o “permutante”.

En algunos casos se verifica que A B = —B A 2, entonces se dice que las matrices cuadradas de
orden n A y B son anticonmutativas o antipermutables. También se utiliza la denominacién
“anticonmutante” o “antipermutante”.

Ejemplo 2.5. Ejemplo de dos matrices cuadradas del mismo orden que no son permutables ni
antipermutables.

NEET

SR I O IR i i 1)

3. El producto de matrices tiene divisores de cero: A B = 0 no implica que A=0 6 B =0.

La definicion estricta de los divisores de cero es la siguiente: una matriz no nula A es un divisor
de cero por la izquierda si existe una matriz no nula B tal que AB = 0. De forma andloga
se define un divisor de cero por la derecha. Una matriz que sea tanto divisor de cero por la
izquierda como por la derecha se dice que es divisora de cero.

11 -3

. _ . -2 _
Ejemplo2.6.A[1 1]7&0 B[ 3 2}7&0 y AB=0

Ejemplo 2.7. A= [0 0] yB= [1 0]

IR

01 0 0

=l o o =1 o

En los dos ejemplos anteriores vemos que las matrices A y B son respectivamente divisores de cero

por la izquierda y por la derecha.

2Nétese que en este caso también se requiere que A y B sean matrices cuadradas del mismo orden
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4. El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion:
e A B= A C no implica que B =C
e B A=C A no implica que B=C

Obviamente si se verifican las implicaciones reciprocas.

Ejemplo 2.8. A B=A C, sin embargo B # C
1 2]t 1] 1 2][3 3] [3 7
4 8|1 3| (4 8[|0 2] |12 28

Ejemplo 2.9. De nuevo AB = AC pero B # C
1 0off{1 of (1 0 1 0ff{1 0of (1 0
0 0|0 2] |0 0 0 00 3] |0 O

5. El producto de dos matrices triangulares superiores es una matriz triangular superior.

6. El producto de dos matrices triangulares inferiores es una matriz triangular inferior.

1 0 0] (-1 00 -1 0 0
Ejemplo 2.10. (2 3 0 2 1 0/l=|4 3 O
4 5 6 0 4 2 6 29 12

7. El producto de dos matrices diagonales es otra matriz diagonal. Ademés ¢; = ag;by;

0
0
8

2 0 0|1 0 O 2 0
Ejemplo 2.11. (0 4 0 |0 2 0] = |0 8
0 0 6/]0 0 3 0 01

8. Una matriz diagonal conmuta con todas las matrices diagonales. Es consecuencia de que el
producto de elementos del cuerpo IK sea conmutativo.

1 0 0|2 00 20 O
Ejemplo 2.12. |:O 2 0 [O 4 0f = |:0 8 0
0 0 3[]]|0 0 6 0 0 18
2 0 0|1 0O 2 0 0
0 4 O] 0 2 O] =10 8 0
0 0 6/]0 0 3 0 0 18
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Ejemplo 2.13. En este ejemplo se analiza el resultado del producto de una matriz dada por una
matriz diagonal.

10 011 2 3 1 2 3]
02045 6/ =|8 1012
003|232 [6 9 6
12 311 0 0] [1 4 9
45 6/ |02 0f=[4 10 18
2 32/ [003 [2 6 6]

En el primer caso, DA, cada fila de A queda multiplicada por el elemento de la diagonal.

En el sequndo caso, AD cada columna de A queda multiplicada por el elemento de la diagonal.

DA AD
n n
cij = Y aigdyj = aid;; cij = Y _ diganj = dijai;
k=1 k=1

9. El producto de una matriz A,,x, por un vector n X 1 es un vector m x 1.
AV =w
El vector resultante w es igual a la combinacién lineal de las columnas de A tomando como
coeficientes las componentes de .

1 2 3 1 14
. 4 5 6 32
Ejemplo 2.14. 9 3 9 g =14
1 1 1 6
A 0l w
1 2 3 1 1x1 4+ 2x2 + 3%x3 1 2 3
4 5 6 4x1 4+ 5%x2 + 6x3 4 5 6
2 3 2 ;2), T lox1 4 3x2 4 2x3| " l2| 23] T3 2
1 1 1 I1x1 4+ 1x2 + 1x3 1 1 1
10. Tomando la matriz B = [ ¥ U2 ... T, |, en la que cada columna viene representada por un
vector, tenemos que AB = [ AUy} Aty ... Aty ]
11 2 L
Ejemplo 2.15. Supongamos que tenemos la matriz A = [1 0 3], los vectores U7 = |2| y
3
1
vo = | 0], y que queremos calcular Aty y Avs.
-2

Podemos construir entonces:

11
B=[4 % |=1[2 0
3 -2

A continuacion multiplicamos A B
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11
11 2 9 -3 . .
AB:[l 0 3] g _g :LO _5]:[Av1 A )]

La dltima igualdad indica que en la primera columna recogemos el resultado AV y en la sequnda
el resultado Avs.

2.4 Potencia de una matriz cuadrada

Dada una matriz A, y un natural positivo k, entonces A, leido como A a la potencia k, es el
producto de A por si misma k veces. Andlogamente a la nomenclatura utilizada para los escalares
reales o complejos, A corresponderia a la base y k al exponente.

k wveces
k
AP =AA.. A
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2.5 Inversa de una matriz

Dada una matriz A € M,, decimos que F es la inversa de Asi: A F=F A=1.
La inversa de A se denota como A™!, es decir F = A~!, y se tiene entonces A A~! = A1 A=1

De razonamientos en apartados anteriores se concluye que A~! € M,

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz A que posee inversa se denomina matriz
regular o matriz invertible. De una matriz que no tiene inversa se dice que es singular o no
invertible.

Propiedades
1) Si A es invertible A~! es tinica

2) Si A es invertible A~! también es invertible y (A7!)"! = A

3) Si Ay B son invertibles, entonces A B es invertible y (A B)~! = B71A~!
4) Si A invertible y a € IK, a # 0, entonces (o A)' =a ! A7!

5) Si A es invertible, AB=I1= BA=1,B'=Ay A =B.

6) Si A es invertible A no es divisor de cero por la izquierda ni por la derecha.

Dem.

1) Sea A~! la inversa de A, y B otra matriz inversa de A.
Considerada la igualdad A B = I y premultiplicando ambos miembros por A~!, obtenemos:
A'AB=A"1'] = B=A"!

concluimos que B es la misma matriz que A~!.
2) ATTA=AA"1=T = (A Hl=4

3) Consideramos el producto B~ A~}

ABB Al = ATA' = AA =1y

B 'A'AB=B"'IB=B"'B=1

= (AB)"'=B1A7!

HaAda'A =aa TAA T =11 =1 y a'AlaA=11=1

= (@d)t=a 147!
5) Partimos de AB =1

multiplicando por A~! por la izquierda y por A por la derecha obtenemos: BA = A7'JA =
ATA=1T

Por cumplirse AB = BA = I se deduce que B es la inversa de A.

6) Partimos de AB = 0, multiplicando por A™! a la izquierda tenemos B = 0, por tanto A no es
divisor de cero por la izquierda (no existe B no nulo tal que AB = 0). La demostracién de que A
no es divisor de cero por la derecha se obtendria de forma andloga partiendo de BA =0

Nota: Esta ultima propiedad nos indica que si A es invertible, entonces el producto AB = 0 cumple
la propiedad de integridad (sélo el cero es divisor del cero), siendo la matriz nula la B.
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Observaciones

e Una consecuencia de la propiedad 3) es que el producto de tres matrices invertibles de orden n
es invertible, y la inversa es el producto de las inversas en el orden contrario. La generalizacién a
productos de mas matrices es obvia.

(ABCO)'=(AB)CO)y'=ctAB)t=Cc"1 Bt Al
(AB .. F)yt=Frt.. BtA!

e Si A es invertible, entonces por la propiedad anterior, A* tiene inversa, y (AF)~! = (A~1)*

(A™1)* se expresa por definicién como A" siendo k el natural positivo utilizado.
Esta notacién es til al simplificar expresiones como la que se indica a continuacion:
Ak AP = AF=P siendo k y p exponentes positivos.
La igualdad anterior para el caso k = p nos lleva a A*A=% = A% y por otra parte A¥A=F =T

(cada producto AA~! produce la identidad). Por tanto A® = I por definicién, para que se cumpla
la igualdad A*A=P = A¥~P para cualquier par de valores k y p.

e [, es invertible y su inversa es I,

e Si A es invertible, podremos despejar B en la ecuacién AB = C del siguiente modo: B = A~1C.

En la ecuacién BA = D se despejarfa asi: B = DA™L.
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2.6 Ejercicios

Ejercicio 2.1. Dada la matriz A = [1 2

3 )J en R, calcula, en funcion de A, las matrices B de orden
2 tales que AB =0

Solucion:

1 2|ja b |a+2c b+2d| [0 0O

3 A e dl [3a+Xe 3b+Xd| [0 O

Obtenemos un sistema de 4 ecuaciones lineales y 4 incégnitas (a, b, ¢ y d), homogéneo, que depende
del pardametro \:

a+2c=0
b+2d=0
3a+ =0
3b+Ad=0
Sustituyendo a = —2c¢ en la tercera ecuacion y b = —2d en la cuarta ecuacidn, obtenemos el siguiente
a+2c=0
‘ ‘ . b+2d=0
sitstema lineal equivalente:
—6c+Ac=0
—6d+Xd=0
= —2c
y . , b=—-2d
que también puede escribirse como: ,
(A=6)c=0
(A=6)d=0

Aplicamos la propiedad de la integridad en la tercera ecuacion y razonamos a partir de ahi:

—2c¢ —2d

. d]conc,delR

e Si A =06 la solucion es cualquier matriz B de la forma: B = [

e Si\#6 la unica solucion del SL homogéneo es la trivial: B = [8 8}
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Ejercicio 2.2. Determina todas las matrices U reales de orden 2 triangulares superiores (no diago-
nales) tales que U? =1, o lo que es lo mismo, tales que U™! = U.

syms a b ¢ ; A=[a b; 0 c];
%» [ a, bl
h L0, cl
AxA
% [ a2, axb + bx*c]
L o, c~2]
AxA-eye(2) % eye(2) es la identidad de orden 2
% el resultado anterior tiene que igualarse a la matriz cero
h [ a"2 -1, axb + bxc]

5oL 0, c¢"2 - 1]

% a~2-1=0 a=+-1 solo dos valores posibles

%hc2-1 =0 c=+-1 solo dos valores posibles, de momento independientes de a

% bx(a+c)=0 => a=-c, puesto que b es distinto de cero. a queda entonces fijado por c
w1, bl

wl o, -1]

b

W -1, ©l

WL 0, 1]

% si en el enunciado se admitieran diagonales habria que anadir a las anteriores las
% matrices que obtenemos en este apartado.

syms a b ; A=[a 0; 0 b];

% [ a, 0]

h L0, bl

AxA,  AxA-eye(2)

h [a2, 0]

h L 0, b2]

hl[a2-1, 0]

%ol 0, b’2 - 1]

% a~2-1=0 a=+-1 solo dos valores posibles

% b°2-1 =0 b=+-1 solo dos valores posibles, independientes de a

sol=[a 0 ; 0 b]
ml=subs(sol,{a,b},{1,1})
m2=subs(sol,{a,b},{1,-1})
m3=subs(sol,{a,b},{-1,1})
m4=subs (sol,{a,b},{-1,-1})

w1, 0]
WL o, 1]
b

w1, o]

w0, -1]
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b
Wl -1, 0]
w0, 1]
b
W -1, 0]
w0, -1]

Ejercicio 2.3. Sabiendo que B = A/3, siendo B regular, obtén la inversa de B en funcion de la
inversa de A.

Sol.:

BB '=1 = B'=] = AB'=3I = B '=34""

ol

O también se podria haber deducido asi :

A A\ !
B===B'1=(Z)] =347
1o (3) 3



Leccion 3

Transformaciones de una matriz

3.1 Traspuesta de una matriz

Dada una matriz A,,x, se llama traspuesta de A y se denota A?, a la matriz que resulta de cambiar
ordenadamente sus filas por sus columnas.

A sera entonces de orden n x m. aﬂ;j:aji Vi=1l....n, j=1,....m
2 0
1
Ejemplo 3.1. A= 23 Al =13 -1
0 -1 -2 1 o

Propiedades:
1) (At =4
2) (a A =a A VaeK
3) (A£ Bl =A"+ B!
4) (A B)t = Bt A

Demostracién de la propiedad 4):

Sea A B=C
n n n
(N by — t gt _ t ot
Cij = Cji = Zajkbkz = Zakjbik = Zbikakj
k=1 k=1 k=1

La peniltima igualdad se obtiene porque el producto de elementos del cuerpo IK cumple la propiedad
conmutativa.

El término més a la izquierda de la cadena de igualdades es el elemento (4, j) de (A B)! y el término
m4s a la derecha es el elemento (i,7) de la matriz B'A*. Concluyendo entonces que (AB)! = B* A?

Noétese que la matriz identidad cumple I' = I.

Cuando A es cuadrada tenemos los siguientes resultados:

e A es invertible si y sélo si A? es invertible, y en este caso (A%)~! = (4A71)L
Demostracion:

AA™ =T & (A71)A! = I (tomando traspuestas a ambos lados de la primera igualdad o de
la segunda)

A7TA =T & AY (A7) = I (tomando traspuestas a ambos lados de la primera igualdad o de
la segunda)

Las igualdades de la derecha muestran que A’ tiene inversa y que (A?)~! = (A~1)L.

e Una matriz A,, es simétrica si y sélo si A = A’

t

En efecto A,, es simétrica si y sélo si a;; = aj;, y como a;; = aj;s

tanto A' = A

tenemos que az-i = aj; y por
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1 2 3
Ejemplo 3.2. A=| 2 —1 =2| es una matriz simétrica
3 =2 0
e Una matriz A,, es antisimétrica o hemisimétrica si y sélo si A = — AL
En efecto A,, es antisimétrica o hemisimétrica si y sélo si a;; = —aj;, y como aj; = aﬁj, tenemos
que a;; = —aj; y por tanto A = —A*
0o 2 3
Ejemplo 3.3. A= |—-2 0 —2| es una matriz antisimétrica
-3 2 0
1

Ejemplo 3.4. A = [ 2] no cumple A = —A? pues —A! = [_1 2}

-2 0 -2 0

Este ejemplo nos permite recordar el requisito de que los elementos de la diagonal principal
sean nulos en las matrices antisimétricas.

e Dada una matriz cuadrada A4,, A+ A! es simétrica.
Veamos la demostracién: Definimos C = A + A!
Cij = Q45 + afj = a;i + aj; = aj; + a;-i = Cj;
El resultado ¢;; = ¢j; demuestra que C' es simétrica.

(La tercera igualdad se cumple por la propiedad conmutativa de la suma de los elementos del
cuerpo K).

e Dada una matriz cuadrada A4,,, A — A! es antisimétrica.
Veamos la demostracién: Definimos C' = A — A?
o— g gt gt t — (g —at) = (..
Cij = Qjj — Qj; = Qj; — Qg = — g + Ay = (aji aji) = —Cji
El resultado ¢;; = —cj; demuestra que C' es antisimétrica.

(La tercera igualdad se cumple por la propiedad conmutativa de la suma de los elementos del
cuerpo IK).

e Toda matriz cuadrada A, se puede expresar de forma tinica como suma de una matriz simétrica
S y otra antisimétrica H: A=S+ H

Veamos la demostracion:

A=S+H 1]

y tomando traspuestas A' = S + H*

Por otra parte S' = Sy H' = —H, por tanto A' =S — H [2]
Sumando [1] y [2] obtenemos A + A' =25 = § = 1(A+ AY)
Restando [1] y [2] obtenemos A — A" = 2H = H = {(A — AY)

Hemos demostrado como obtener S 'y H a partir de A
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2

3 5] como suma de una matriz simétrica y otra anti-

Ejemplo 3.5. Descomponer A = {

simétrica.

sesmten-i([3 o3 Dbt -1

H=;<A—At>=%<[_§ ;]—H _§]>:5[—2 é]:[—g 2}

Comprobacion: [ 2 _1] -l—[ 0 2} = { 2 1]

ja)

-1 5 -2 0 -3 5
También se podria haber resuelto partiendo de la siguiente ecuacion matricial:
2 1 a b 0 d
A= [—3 5] - [b c} * [—d o]

Los sumandos de la derecha son las matrices S y H que tenemos que obtener.

A partir de la ecuacion matricial anterior obtenemos las siguientes ecuaciones escalares:

a=2
b+d=1
b—d=-3
c=5

Y resolviendo el SL de 4 ecuaciones y 4 incognitas nos queda:
a=2b=—-1,c=5,d=2

Obteniendo las mismas matrices que con el método anterior.

Propiedad adicional para A, xq.

e Dada A,,xn, las matrices AA? y A'A son ambas simétricas.

Demostracién: (AAY)! = (AY)TA = AA?
(AtA)E = AY(AY)E = AtA
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3.2 Primera definicién de matriz ortogonal

Una matriz cuadrada se dice ortogonal si AA" = ATA =1

Propiedades de una matriz A ortogonal:
a) A=l = A

b) La traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal

c¢) La inversa de una matriz ortogonal es ortogonal (la inversa es la misma que la traspuesta).
d) El producto de dos o més matrices ortogonales es ortogonal

Dem.
a) Por la definicién de inversa

b) Sea A ortogonal,
Afl(Afl)t — At(At)t —AtA =1 y
(A=A = (AN A" = AA' = I, por tanto A~ es ortogonal.

c) Sea A ortogonal,
AlANY = AtA =Ty
(AHEAt = AAY = I, por tanto A? es ortogonal.
d) Lo demostramos para el producto de dos matrices. Sean A y B ortogonales
(AB) (AB)! = ABB'A! = ATA' = AA' =1
(AB)! AB= B'A'AB=B'IB=B'B=1

_ |cos(#) —sin(h)
4= [sin(@) cos(#)

Un ejemplo de matriz ortogonal es la siguiente:

ecR.

] para cualquier valor

Comprobacion:

T e el B v I T

Recuerda los siguientes valores de senos y cosenos:
sin(0°)=0 sin(30°)=1/2 sin(45°)=+/2/2 sin(60°)=+/3/2 sin(90°)=1
cos(0°)=1 cos(30°)=1/3/2 cos(45°)=v/2/2 cos(60°)=1/2 cos(90°)=0
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3.3 Conjugada de una matriz

Dada una matriz A € C™*" se llama conjugada de A y se denota A, a una nueva matriz cuyos
elementos son los conjugados de los elementos de A. Dado el complejo z = a + bi, su conjugado es
Z = a — bi. El conjugado es por tanto el complejo con la misma parte real y la parte imaginaria
cambiada de signo.

Si la matriz A es real, entonces A = A

Propiedades:

Si todos los elementos de A son imaginarios puros (parte real 0), entonces A = —A

Cuando A es cuadrada tenemos las siguientes definiciones:

A, se dice hermitica o autoadjunta si A® = A, es decir, si a;; = a@;; para todos los valores de i y
j. Obviamente, los elementos de la diagonal principal de una matriz hermitica han de ser nimeros
reales.

A, se dice antihermitica o hemihermitica si A® = —A, es decir, si a;; = —aj; para todos los valores
de i y j. Se desprende que los elementos de la diagonal principal de una matriz antihermitica han
de ser nulos o imaginarios puros.

A,, se dice normal si A At = At A
A,, se dice unitaria si At = A~1 es decir, si A At = At A=1

3.4 Ejercicios

s e . ‘ 1 2 o
Ejercicio 3.1. Descompdn la matriz A = [_1 3] en R como suma de una matriz simétrica y otra
antisimétrica.

2 4
Ejercicio 3.2. Considera la matriz C = |—1 2
0 1

Comprueba que las matrices A = CC' y B = C'C son ambas simétricas.



Leccion 4

Matrices especiales respecto al valor
de sus potencias

Consideremos una matriz cuadrada A.

e Matriz periddica de periodo k es aquella matriz A cuadrada que verifica que A¥*! = A para
algin natural positivo k, siendo k el menor de ellos para el que se verifica. En efecto A1 =
A = A% = Aparai=1,2,3,...

Demostraremos el ultimo resultado mediante induccion:

— El resultado A%t! = A se cumple para i = 1, es decir, A1 = A.

— Vamos a suponer que se cumple para un valor 7 y deduciremos que entonces se cumple
también para el siguiente valor de ¢, es decir ¢ + 1.

Supuesto A# 1 = A se tendrd que AGTDRHL = gikthtl — fiktl gk — g Ak = AR+ = A,
— Al cumplirse para ¢ = 1 y para el siguiente indice de cualquiera que lo cumpla, se cumplird
para i = 2,3,4, ..., es decir, se cumplird para todo 1.
El periodo se designa en general como 7T, es decir T' = k.
Si una matriz A es periédica de por ejemplo periodo T = 4, entonces A% = A, A® = A,

A3 = A, etc. Partiendo de A, cada vez que multiplicamos A por A* volvemos a obtener A.

Cuando T = 1 se tiene A2 = A y A+ = A para todo i. Por tanto A¥ = A para todo k > 2.
Se dice en este caso que A es idempotente.

Nétese que A¥ = I implica A*¥*! = A pero no reciprocamente. En el caso de A inversible s
se cumple el reciproco, pues multiplicando la expresién A¥*1 = A por A~! por la derecha se

tiene A¥ = 1I.
1 -2 -6
Por ejemplo la matriz no invertible A = [—-3 2 9| es periodica de periodo T = 2,
2 0 -3
cumpliendo por tanto:
1 -2 -6 1 -2 -6 1 -2 —6 1 -2 —6
AB=1-3 2 9||-3 2 9||-3 2 9|=|-3 2 9|=A4
2 0 -3 2 0 -3 2 0 -3 2 0 -3

Sin embargo A% no es igual a la identidad:
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1 -2 -6 1 -2 -6 -5 —6 —6
A2=1|-3 2 9| |-3 2 9|=|9 10 9
2 0 -3 2 0 -3 -4 -4 -3

e Matriz nihilpotente de fndice k es aquella matriz cuadrada A que verifica A* = 0, siendo k el
menor natural positivo para el que se cumple la igualdad.

Las matrices A nihilpotentes de indice k = 2, es decir, tales que A? = 0, se definen simplemente
como matrices nihilpotentes.

Si una matriz es nihilpotente de indice k (sea k = 2 o cualquier otro valor), resulta inmediato
que AP = 0 para todo p > k.

e Matriz involutiva es la matriz cuadrada A que verifica A2 = I, y por tanto A = A~1.

A2=] = A3=A = A'=A3A=AA=1
Considerando un exponente cualquiera se obtendria:
A% =] Vi=1,..,n A=A Vi=1,...n

Expresado con palabras, las potencias pares de A producen I y las potencias impares de A
producen A.

La demostracién formal, que es muy sencilla, tendria que hacerse mediante induccién.
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Ejemplo de matriz periddica, de periodo T'=4: A = {(1) _(ﬂ

Es la matriz que opera sobre cualquier vector de IR? una rotacién de 90 grados en el sentido contrario
al de las agujas del reloj, es decir, A¥ = Uyot

A5 = A, A% = A, y lo mismo para A3 A ..
Aplicar la rotacién 5 veces es lo mismo que aplicarla una vez.

[ 1/2 —1/2

Ejemplo de matriz idempotente: A = 12 12

o = O
o O O

[1
Ejemplo de matriz idempotente: A = |0
0

Esta matriz corresponde en IR? a la proyeccién ortogonal de cualquier vector ¥ = (z,y, z) sobre el
plano XY. En efecto:

1 0 0f [z T
A=|0 1 0| |y| = |y
0 0 0] |z 0

Ejemplo de matriz nihilpotente de indice 3: A =

o O O

11
0 2
00
Toda matriz triangular superior con la diagonal principal nula es nihilpotente para algiin indice.

6

Otro ejemplo de matriz nihilpotente: A = [ 4

:2] es nihilpotente de indice 2 o simplemente

nihilpotente.

Ejemplo de matriz involutiva: A = B _ﬂ
Esta matriz corresponde en R? a la reflexién de cualquier vector @ = (z,y) respecto del eje X. En
efecto:

(1 0] [z - T
0 -1 |y] |—v
2

Fijémonos en A2, analizando cémo actiia la matriz A% sobre el vector .

b i R R | R

Vemos que "reflejar el reflejado produce el original”, A%7 = I¥

Recordemos que el producto de matrices diagonales se obtiene de forma sencilla:

R R g



