Leccion 8

Determinantes

8.1 Definicion

A toda matriz cuadrada A, con elementos del cuerpo K le asociamos un numero denominado
determinante de A, detA o |A| simbolizado asi :

aj; aip ... Qain
a a e @

detA = |A] = |21 %2 e K
apl an2 ... Gnpp

Este ntimero se calcula sumando todos los productos que se obtienen al multiplicar n elementos de
la matriz de todas las formas posibles, con la condiciéon de que en cada producto exista un tinico
elemento de cada fila y un unico elemento de cada columna; cada uno de estos productos llevara
su signo o el opuesto segin la permutacién formada por los subindices fila de los n factores y la
formada por los subindices columna de los n factores sean o no de la misma clase, respectivamente.

Cada sumando tiene esta forma:
ar j; 4245 -+ QGpn—1 j, 1 On j,
siendo j1,jo, ..., jn una permutacion de 1,2...n. Por simplicidad hemos tomado para las filas el

orden natural.

El niimero de permutaciones (ordenaciones) de n elementos distintos 1,2...n —1,n es n!, por tanto
el nimero de sumandos es n!.

Dos permutaciones son de la misma clase (distinta clase) cuando para pasar de una otra se necesita
un numero par (impar) de intercambios (también llamados inversiones o trasposiciones).

Dos importantes resultados sobre determinantes son los siguientes:
e El valor de un determinante no varia cuando cambiamos ordenadamente sus filas

por sus columnas. |Af|=|A|. En efecto, los productos y sus signos son los mismos en A’
que en A.

e |I| = 1. En efecto, en la matriz identidad de orden n solo existe un producto que no es nulo,
que es el de los elementos de la diagonal principal.
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Cuando el determinante es de una matriz de orden 2 se obtiene:

(¢] [ ]

ail a2
a21 a2

= 011022 — 12021 =

(¢] [ ]

Perm. Filas | Perm. Columnas | Signatura
12 12 X (+1)
21 x(—1)

Para un determinante de orden 3 resulta:

ailp aiz a3
G21 @22 (23| = 11022033 — (11023032 — 012021033 + @12023031 + 413021032 — 413022031
asy azz ag3

Perm. Filas | Perm. Columnas | Inversiones | Signatura
123 123 0 x(+1)
132 1 x(—1)
213 1 x(—1)
231 2 x(+1)
312 2 X (+1)
321 1 x(—1)

La regla de Sarrus simplifica la obtencién del determinante de orden 3.

*
con signo + *ﬁ ; con signo — g%g
*

Para un determinante de orden 4, tendriamos 4 x 3 X 2 x 1 = 24 sumandos, cada uno formado por el
producto de 4 elementos. Sin embargo, veremos cémo determinadas propiedades de los determinantes
nos permitirdn simplificar enormemente su céalculo.

Ejemplo 8.1. Calcular los siguientes determinantes:

2 -1 3

0 1 2(=6+0-2-3-8-0=-7

1 2 3

2%” 45_2,’ = (2+1)5i — 6(4 — i) = 10i — 5 — 24 + 6i = 16i — 29
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8.2 Matriz de cofactores

ail a2 ... Qip

. a1 G2 ... @
Sea la matriz A, = | 2 22 n
anl1 Aap2 ... Qupn

Se define menor complementario (7,j) de A, denotado m;;, como el determinante de la matriz
de orden n — 1 que resulta de suprimir en A la fila ¢ y la columna j.

Se define cofactor (i,j) de A y se denota A;j, al producto del menor complementario m;; por el
factor (—1)"*7.

Ay = (1) -my

Se define matriz de cofactores de A, denotada como cof(A), a aquella cuyo elemento (i, ) es el
cofactor A;;.

Ay A ... A
cof(A) = {Ai;} cof(A) = A Az o Agg
Anl AnQ e Ann

Ejercicio: En Algebra tiene mucho interés la traspuesta de la matriz de cofactores de A, ya que a
partir de ella se puede calcular el determinante de A. Demuestre la siguiente propiedad:

(cof(A))" = cof(A")
Sol.

Analicemos los cofactores de At:

m;j de Al es igual a mj; de A.

En efecto eliminando las lineas (i,5) en A y las lineas (j,7) en A nos siguen quedando dos matrices
que son una la traspuesta de la otra (con esas lineas eliminadas, y por tanto de orden n — 1). Por
ser esas matrices traspuestas una de otra tienen el mismo determinante.

Multiplicando los menores complementarios anteriores por (—1)**7 tenemos:

cofactor (i,j) de A' = cofactor (j,i) de A

Denotando a la matriz de cofactores de A® como B y a la matriz de cofactores de A como C, la
igualdad anterior nos dice:

— 3 — (1t
bi]’ = Cjj5, €8 decir B = C".

Por tanto cof(A?) = (cof(A))*
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8.3

Propiedades de los determinantes

. El valor de un determinante no varia cuando cambiamos ordenadamente sus filas por sus

columnas. |A!|=|A|. (Esta propiedad ya se habfan enunciado en la primera seccién).

. Si se intercambian entre si dos lineas (filas o columnas) paralelas el determinante cambia de

signo.

. Un determinante con dos lineas paralelas iguales es nulo. (Consecuencia inmediata de la

propiedad 2) ).

. Si todos los elementos de una linea tienen un factor comun, el determinante puede obtenerse

como el producto de ese factor comun por el determinante que resulta de eliminar ese factor
comun en la correspondiente linea.

1 a O 11 0
por ejemplo |2 a —-1|=a|2 1 -1
3 a 4 31 4

. Si los elementos de una linea son nulos, el determinante es nulo. (Consecuencia inmediata de

la propiedad 4), puesto que el escalar que seria factor comin es el cero).

. Si la matriz A tiene dos lineas paralelas proporcionales el determinante de A es nulo. Conse-

cuencia de las propiedades 4 y 3, pués al sacar factor comin quedaran dos lineas iguales.

a1l Qaiq
a12 Qa2

ailp ai
a2 a2

=0

. Silos elementos de una linea son la suma de r sumandos, el determinante se puede descomponer

en suma de r determinantes que tienen las restantes lineas iguales y en el lugar de aquella,
otra formada por los primeros, segundos, terceros, etc, sumandos.

a+b+c 5 0 a 5 0 b 5 0 c 5 0
d+e+f 1 —-1|=|d 1 —-1|+|e 1 —-1{+|f 1 -1
g+h+t 0 4 g 0 4 h 0 4 i 0 4
24a 1] |2 1 a 1| |2 1 a 11

a 6| |0 6 a 6/ |0 6 1 6

. Si los elementos de una linea son combinacién lineal' de lineas paralelas, el determinante es

nulo.
aaz + farz a2 a3 aalz ai2 ai3 Baiz a1z a3
aagy + Bagz  asy ag3| = |aagy asy as3| + |Baz az az| =
aasy + Baszz  azy  as3 oazz azz2  ass Pass asz ass

a2 aiz2 ais a3 aiz2 ai3
alagy aze a3|+fBlazg ax ax|=a0+30=0

asz2 agz2 ass az3 azz2 ass

. Si a los elementos de una linea se le suman los correspondientes a otra paralela multiplicados

por un escalar, el determinante no varia.

a1l +aaz a1z ais aip ai2 a3 a2 aiz a3
agr + aagy Gy G3| = |agr azy a3+ alagy aze az| = |A|+a 0=|A]
|a31 +aasp aszy asz| |as1  asz  a33 asz agz2 as3

IConsiderando los elementos de una linea como un vector
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Esta propiedad es muy util para simplicar el cdlculo de determinantes

Significa que la operacion elemental de reemplazamiento no altera el determinante

58

La suma de los elementos de una linea multiplicados por sus respectivos cofactores es igual al

valor del determinante.

Esta propiedad es muy util para simplicar el calculo de determinantes

La suma de los elementos de una linea multiplicados por los cofactores de otra paralela es nula.

El determinante de las matrices triangulares y diagonales es el producto de los elementos de
la diagonal principal. De esta propiedad se deduce de forma inmediata que el determinante de
la matriz identidad es 1, propiedad que ya se habia presentado en la seccién anterior.

Dadas A,,, By, |A B| = |A| |B|

Generalizacién tomando C' cuadrada de orden n
|[A B C|=[(AB)C|=|AB[[C|=I|A] |B] |C]

y lo mismo para mas de tres factores

IANA| = A" A| ( se deduce de la propiedad (4) )

Si A es invertible, entonces su determinante es distinto de cero y A7 = 1

A

Dem:
AA~1 =T y obteniendo los determinantes: |[AA™!| = |I| =1
por la propiedad 13 |AA™!| = |A||A7Y],

por tanto |A||A7!| = 1 y ello implica tres resultados:

4] £ 0
AT #0
-1 _ 1
A7 =1
Consecuencia de esta propiedade es que si |A| = 0, entonces A no es invertible.

@ ortogonal = |Q|es 10 —1

=A™

Recordamos que una matriz cuadrada @Q se dice ortogonal si QQ! = Q'Q = I.

Tomando determinantes y teniendo en cuenta que |Q!| = |Q|, obtenemos

QR =1QIQ=1QIQI=1= Q| =10Q| =-1

Aplicando las propiedades anteriormente expuestas podemos simplificar enormemente el calculo de
determinantes.
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8.4 Desarrollo del determinante por cofactores

El valor del determinante de una matriz A es igual a la suma de los productos de los elementos de
una linea (fila o columna) de A por sus respectivos cofactores (Propiedad 10 de la lista anterior). Es
decir

n
elegida una fila ¢ |A| = Z a;jAjj
j=1

0
n
elegida una columna j |A| = Z aijAij
i=1

Este resultado es muy 1til para calcular determinantes de orden superior a 3, al permitirnos reducir
el cédlculo del determinante de una matriz de orden n a basicamente el calculo de n determinantes
de orden n — 1.

Ejemplo 8.2. Calcula el siguiente determinante por cofactores de la primera columna.

2 0

1 g 0 1 201
Al=1 7 ] 4 =l An+lAn+ (-1 A +3- A =1-(-D 1 4 -1
3 -1 -3 —2 =32
0 2 0 0 2 0 02 0
+1- (=1 1 4 =14+ (-1 (=1)3* ] 2 0 1| +3-(-D*2 0 1
-1 -3 -2 -1 -3 -2 14 -1
0 1 0 2 0 0 2 0 o2
=1 4 -1/-|1 4 -1/-|2 0 1]-3]2 0 1/=-51
-1 -3 -2 |[-1 -3 —2[ |-1 -3 —2| |1 4 -1

En caso de poder elegir la linea para el desarrollo de |A| por cofactores se tomaria la primera fila,
puesto que dos de sus cuatro elementos son ceros, ahorrdndonos el cdlculo de dos cofactores.
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Ejemplo 8.3. Calcula el valor del siguiente determinante.

2

1
1
A] = 0
1

=
N O RO N

1
2
1
1

— N O =

2

Desarrollaremos por ejemplo por cofactores de la 1* columna. Pero previamente realizaremos las
operaciones (propiedad 9, no modifican el determinante) necesarias para hacer ceros todos los ele-
mentos de esta columna excepto el primero. La fila 1 es la fila auxiliar, utilizada para transformar
los elementos de las filas 3 y 5.

121 21
00111
Al=]1 102 0=
0011 2 Ff”l(‘”
12211 51(-1)
1 2 1 9 1 1 2 1 2 1
0 0 1 1 1 o 0 1 1 1
14(=1) 1+(-2) 0+(-1) 24(-2) 0+(-1)|=0 -1 -1 0 -1
0 0 1 1 9 o 0 1 1 2
1+ (=1) 24+ (=2) 24 (=1) 1+4(=2) 1+(-1)] [0 0 1 -1 0

Desarrollando el determinante por los cofactores de la 1* columna:

0 1 1 1 0 1 1 1
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1

_q(_1\1+1 _
Al =1(-1) 0 1 1 2 0 1 1 2
0 1 -1 0 0 1 -1 0

Y desarrollando el nuevo determinante de orden 4 por cofactores de la 1* columna.

111
[Al=(-D(=D° 1 1

2/ =1(-142-1+2)=2
1 -1 0
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8.5 Inversa a partir de la traspuesta de la matriz de cofactores

Consideremos el producto A (cof(A))?,

air a2 ... aip| [An Az ... Am
A (cof (A))! = ast azy ... ag,| |Aiz Az ... Ape (8.1)
anl An2 -+ Gnn| |Ain Aon ... Aun

Recordando que la suma del producto de los elementos de una linea de A por sus respectivos
cofactores es el determinante de A, y que la suma del producto de los elementos de una linea por
los cofactores de otra paralela es nulo, tenemos:

A0 ... 0
A(cof(a)yt= | O M Oy (8.2)
0 0 .. |A

Si |A| # 0, podemos pasar |A| al primer miembro, dividiendo, y obtenemos:

(cof(A))*

A — 77
A

=17 (8.3)

Partiendo del producto de matrices (cof(A4))!4, y con el mismo desarrollo, obtendriamos:

cof(A))*
(eof(A)) |1(4‘ Vo 4o (8.4)
t
De las ecuaciones (8.3) y (8.4) deducimos: A~! = (co|f§;|4)) (8.5)

La ecuacién (8.5) nos da un procedimiento para calcular la inversa de una matriz.

Notese que si A es singular obtendriamos

Al 0 ... O
A (cof(A))t = L |A|I = 0, por lo que deduciriamos |A| = 0.
0 0 ... |4]

RESUMEN: En esta seccién encontramos que si | A| # 0 existe inversa, dada por A~ = (cof(A))!/|A|.
En la propiedad 13 vimos que si A es invertible, |A| # 0. Por tanto concluimos que las dos afirma-
ciones siguientes son equivalentes:

a) A es invertible  b) A tiene determinante no nulo

O expresado de otra forma: A invertible < |A| # 0

OBSERVACION: Teniendo en cuenta el resultado del ejercicio de la pagina 58, cof(A?) = (cof(A))Y,
la ecuacién (8.5) se puede reescribir asi:

cof (A?)

AT =
|A]
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1 3 0
Ejemplo 8.4. Calcula la inversa de la matriz A= |1 0 —=2| a partir de su matriz de cofactores.
0 -2 2

Sol.

La matriz cuyos elementos son los menores complemetarios m;; de A es la siguiente:

-4 2 =2
6 2 =2
-6 -2 -3

Para obtener la matriz de cofactores de A tenemos que multiplicar los elementos m;; por el factor
(—=1)"7, 0 lo que es lo mismo, tenemos que cambiar de signo los elementos en los que la suma del
indice de fila y el indice de columna sea impar.

-4 -2 =2
cof(A)=|-6 2 2
-6 2 -3

Sequidamente se obtiene la traspuesta:

-4 -6 —6
(cof(A))t=1]-2 2 2
-2 2 =3

Para obtener la inversa sélo queda dividir por el determinante.

—4 —6 —6 2/5 3/5  3/5
—2 2 2|=1|1/5 -1/5 -1/5
—2 2 -3 1/5 —1/5 3/10

1 (cof(A4)" 1
A= Al —10

Comprueba el resultado siempre que calcules una inversa, confirmando que A=A = 1.

En dos de los libros de la Bibliografia bésica de la asignatura, S.I. Grossman y J.J. Flores Godoy “Algebra
Lineal” (2012, McGraw-Hill, Séptima Edicién, pdgina 210) y D.C. Lay, S.R. Lay y J.J. McDonald “Algebra
Lineal y sus aplicaciones” (2016, Pearson Educacién de México, Quinta Edicién, pdgina 181), verds que a la
traspuesta de la matriz de cofactores se le llama matriz adjunta, adjA. También es ésta la definicién que
usa MATLAB en la funcién adjoint para matrices simbélicas.

La ecuacién para la inversa en estos textos, y en la documentacién de Matlab, queda entonces como:
-1 _ adj(4)
4]

Esta definicién y su correspondiente ecuacién para la inversa pueden crear confusién, ya que en algunos libros
de texto, aunque cada vez en menos, se llama adjunta directamente a la matriz de cofactores, por lo que al
llevarla a la ecuacién para la inversa han de escribir adj(A?) en vez de adj(A). El libro de J. Burgos “Algebra
Lineal y Geometria Cartesiana” (2006, McGraw-Hill, Tercera Edicién), incluido en la Bibliografia, usa esta
definicién de adjunta y obviamente traslada adj(A!) en la férmula para la inversa.

En este manual se da la férmula (8.5) para la inversa, que lleva en el numerador la traspuesta de la matriz
de cofactores de A. Esta es la férmula que se puede encontrar por ejemplo en G. Strang “Introduction to
Linear Algebra” (2009, Wellesley-Cambridge Press, Cuarta Edicién), pagina 270, también incluido como libro
de referencia en la Bibliografia.



LECCION 8. DETERMINANTES 63

8.6 Relacién entre los determinantes de matrices equivalentes

En esta seccién analizamos cémo varia el determinante de una matriz al efectuar sobre ella opera-
ciones elementales, recordando las siguientes propiedades de los determinantes:

e la permutacién o intercambio de lineas cambia el signo del determinante
e reemplazar una linea por ella méds un multiplo de otra paralela no hace variar el determinante

e el escalamiento de una linea (recordemos que ha de ser con un factor no nulo) escala el deter-
minante por el mismo factor

Por tanto, si A~ B, ||B]=|A| X (1) xaq X ... X ap siendo s el nimero de intercambios

de lineas y «; (todos distintos de 0) los factores de los escalamientos realizados sobre A.
La expresion anterior nos esta indicando:

| SiA~B, [A|=0«|B[=0

Es obvio que la expresién anterior es la misma que “Si A~ B, |[A|#£0& |B|#07

En la Leccién 5 de ”Equivalencia de Matrices” vimos que si A ~ B, entonces A invertible & B
invertible. En la seccién 8.5 ya completamos la deduccién: A invertible < |A| # 0, por tanto el
resultado que acabamos de presentar ahora ya se podria haber descrito en esa secciéon. Aqui lo
hemos analizado a partir de los cambios que produce en el determinante la aplicacién de operaciones
elementales.

Relacion entre el determinante y la equivalencia a la identidadd

Analicemos el caso en que partiendo de A, realizamos operaciones elementales por filas hasta llegar
a una forma escalonada que denotamos como U (la denominada eliminacién gaussiana).

A~y U

Por ser U cuadrada y escalonada es triangular superior y |U| es igual al producto de los elementos
de la diagonal principal. Por tanto:

|U|ZU11 X U292 X ... X Upn
Deducimos:
e A0 U A0 Vi=1,...,n u; # 0 < el nimero de pivotes es n < rg(A) =n

Continuando con o.e. por filas hasta llegar a la forma escalonada reducida ésta seria I,,.

Estas afirmaciones también se pueden escribir en esta formas:

e |[A|=0< |U|=0< 3 u; =0 < el nimero de pivotes es menor que n, es decir, rgA < n.

Continuando con o.e. por filas hasta llegar a la forma escalonada reducida, ésta no seria I,,,
ya que el niimero de pivotes es menor que n.

8.7 Determinante, inversa, rango y equivalencia a la identidad

|A| # 0 & A invertible < rgA =n < A ~ I & A es producto de matrices elementales.
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Ejemplo 8.5. Determina st las siguientes matrices son invertibles.

Sol:

1 5 0 1 5 4
A=12 4 -1 B=|2 4 2
0 -2 0 0 -2 -2
1 5 0 1 5 0 1 5 0
o |[Al=2 4 -1|=|0 -6 —-1|=|0 =6 —-1|=-2 El determinante es no nulo por
0 -2 0 0 -2 0 0o 0 1/3

tanto A es invertible

También se podria haber razonado que A es invertible ya que rg A = 3 (vemos que en la EG
quedan 3 pivotes)

Por tener tres columnas pivotales A es equivalente por filas a I3 (solo hace falta escalar las
filas para hacer “unos” los pivotes y realizar la eliminacion de Gauss-Jordan), lo cual indicaria
también que la matriz es invertible.

1 5 4 1 5 4 1 ) 4

Bl =12 4 2/ =10 -6 -6/ =10 -6 —6/ =0 B no es invertible ya que su
0 -2 -2 0 -2 -2 0 0 O

determinante es nulo.

Del resultado rg B=2 (en la EG quedan 2 pivotes) también se podria haber concluido que B
no es invertible.

Notese, aunque no se haya formulado esta prequnta, que B mo es equivalente a I3
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1 21
Ejemplo 8.6. Determina el valor de ¢ para que la matriz A = |2 ¢ 2| sea invertible, analizando
2 30
su equivalencia a la matriz identidad.
Sol:
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
A=12 ¢ 2| ~|0 ¢—4 0| ~|0 -1 =2|~]|0 -1 -2 = Agse
2 30 0o -1 =2 0 ¢c—4 0 0 0 —2(c—4)
Fo1(-2) Faos F3o(c—1)

F31(-9)

Ndtese que la operacion Fsy(._4) puede realizarse cualquiera que sea el valor de c.

1 2 1
e Si ¢ = 4 obtenemos la forma escalonada por filas [0 —1 —2| que no puede transformarse
0o 0 O

mediante operaciones elementales por filas en I3, ya que solo disponemos de dos pivotes.

e Si ¢ # 4 podemos sequir operando a partir de Aese hasta llegar a la identidad.

12 1 1 2 1

Ape= 0 =1 -2 | ~]0 -1 -2

0 0 204 o o 1
Es(aty)

Notese que la operacion F3( 1 puede realizarse por ser c # 4.
—2(c—4)

En la forma escalonada vemos que la matriz tiene 3 pivotes, por tanto la matriz es equivalente a la
tdentidad e invertible.

Resultado: La matriz es invertible si y solo si ¢ # 4

A modo de repaso realizaremos las transformaciones de Gauss-Jordan para llegar a I3 para el caso

c#4:
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8.8 Factorizacion de matrices equivalentes

En la Leccion 5 de “Equivalencia de Matrices” obtuvimos que si A,,xn era equivalente a Bj,xp,
entonces existia P invertible y () invertible tales que PAQ = B, quedando P y () definidas, respec-
tivamente, por las operaciones elementales realizadas sobre las filas y las columnas de A para llegar
a B.

Las lecciones 5, 6, 7 han permitido justificar que toda matriz invertible es producto de elementales,
y que un producto de elementales se puede interpretar tanto como producto de elementales de filas
como de elementales de columnas. Por tanto tenemos el resultado reciproco:

Si existe P invertible y @ invertible tales que PA(Q) = B, entonces A es equivalente a B.

RESUMEN:

A ~ B < 3P invertible y @ invertible tales que A = PBQ.
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8.9 Rango de una matriz como el orden del mayor menor no nulo

ail a2 ... Qip
. a1 @ c.a
Dada una matriz Amxn = | 2 2n , se define menor de orden p de A, con p < m
am1 Am2 ... Gmn

y p < n, al determinante de la submatriz cuadrada de orden p que resulta de eliminar m — p filas y
n — p de columnas de A. Notese que no estamos definiendo el menor como la submatriz, sino como
el determinante de esa submatriz.

1 2 01
Por ejemplo, considerada la matriz A = [2 —1 0 2|, veamos algunos de sus menores:
0 0 1 3
11
El menor de orden 2 que toma las filas 1,2 y las columnas 1,4, es: ‘2 2‘ =0.
2 1
El menor de orden 2 que toma las filas 1,3 y las columnas 2,4, es: ‘ 0 3‘ = 6.

El niimero de menores de orden 2 en esta matriz es 18, ya que existen 3 elecciones para el par de
filas (14 y 2% , 1% y 3% | 2% y 3%) y 6 para el par de columnas (1% y 2¢ , 1%y 3% 1%y 4% 2% y 3%
2%y 4% 3%y 4%).

El ntimero de menores de orden 3 en esta matriz es 4, ya que existen 4 elecciones para la terna de
columnas (1,2,3 ;1,24 ; 1,34 ; 2,3,4).

Para una matriz de orden m x n el nimero de menores de orden p es:

<T;> : (Z) N p!(mmi p)! p!(nni p)!

El primer factor corresponde al niimero de elecciones posibles de p filas y el segundo al niimero de
elecciones posibles de p columnas.

Teorema 8.1. Dada Ap,xn, 7¢A es igual al orden del mayor menor no nulo de A.

Por ejemplo, si una matriz Asxg tiene rango 3, entonces existe al menos un menor de orden 3 que
no es nulo, y todos los menores de orden superior (los de orden 4 y los de orden 5 en este ejemplo)
son nulos.

Bisqueda del rango sirviéndose de los menores

Béasicamente extraido de J. de Burgos “Algebra Lineal y Geometria Cartesiana”. 1999. Segunda
edicién. McGraw Hill. Pagina 96.

Para hallar el rango de A, se toma un menor Ms de orden 2 no nulo y se le orla con una fila fija, la
i, Y con sucesivas columnas; si todos los menores de orden 3 que asi se obtienen son nulos, entonces
se prescinde de la fila i, y se repite el proceso con otra o con otras filas hasta: 1) encontrar un menor
M3 de orden 3 no nulo, en cuyo caso el rango es al menos 3; ¢ 2) descubrir que todos los menores
de orden 3 son nulos, en cuyo caso el rango es 2. Si hay un menor M3 no nulo, se le orla con una
fila y con sucesivas columnas, siguiendo el mismo proceso que con Ma, lo que nos lleva o bien a que
el rango es 3 (si todos los menores de orden 4 son nulos) o bien a que el rango es al menos 4 (en
cuanto se encuentre un menor de orden 4 no nulo). Siguiendo asi , se llega a un menor no nulo del
mayor tamano posible; este tamamno es el rango.
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2 3 3
7 2 4 basdandote en sus menores.
0 a ala—1)

Ejemplo 8.7. Determina el rango de la matriz A =

S =N

Sol.:

Las dos primeras filas y las dos primeras columnas forman un menor M de orden 2 no nulo, de
valor 12. Por existir menor de orden 2 no nulo ya sabemos que el rango de A es igual o mayor que

2.

Orlando este menor vemos que solo tenemos una posibilidad de filas, que es la fila 3, y dos posibili-
dades de columna. Denotamos My y Mo a los menores obtenidos con las columnas tercera y cuarta

respectivamente.
2 2 3 2 2 3
M{P =1 7 2 MP =17 4
0 0 a 0 0 a(a—1)
Por cofactores de la tercera fila tenemos:
MY =12a M = a(a—1)12

rgA = 2 & Mg(l) =0y Méz) =0 Los dos menores de orden 3 han de ser nulos.
M =0sa=0
M§2)=0<:>a:00a:1

Por tanto rgA = 2 <= a=0

Analicemos ahora el resto de casos, es decir, el caso a # 0. Para ese caso Mél) % 0, por tanto al
tener un menor no nulo de orden 8 el rango es como minimo 3. Como la matriz tiene 3 filas este
es ademds el rango mdximo, por tanto para a # 0 el rango es 3.

rango A=2<a=0

Conclusion:
rango A=3<a#0

2 2 3 3
Ejemplo 8.8. Determina el rango de la matriz A= |1 7 2 4| basdndote en sus menores.
1 7 a b

Sol.:

Las dos primeras filas y las dos primeras columnas forman un menor M de orden 2 no nulo, de

valor 12. Por existir menor de orden 2 no nulo ya sabemos que el rango de A es igual o mayor que
2.

Orlando este menor vemos que solo tenemos una posibilidad de filas, que es la fila 3, y dos posibili-

1 2 .
dades de columna. Denotamos como Mé ) Y Mé ) a los menores obtenidos con las columnas tercera
y cuarta respectivamente.

2 2 3 [22 3 2 23 |22 3
MP =17 2=)1 7 2 MP =1 7 4=1 7 4
174 (00 2-a 17 b |00 b—4

Por cofactores de la tercera fila tenemos:
MY = (2 - a)12 MP = (b - 4)12
e A = 2 & Mél) =0y M3E2) =0 Los dos menores de orden 3 han de ser nulos.

M =0ea=2
MP =0eb=1
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Por tanto 19A = 2 a=2 yb=4.

e 1gA = 3 en el resto de los casos, es decir, < a # 2 o b # 4.

En efecto, si a # 2 tenemos que el menor de orden 3 Mél) no se anula, y si b # 4 tenemos que

(2)

el menor M3y~ no se anula. Basta con que no se anule uno de los dos menores para que A tenga
rango 3. Si no se anula ninguno de los dos es obvio que también tenemos rango 3.
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8.10 Aplicacion de los determinantes para el calculo de areas y
volimenes

1) El 4rea de un paralelogramo en IR? es igual al valor absoluto del determinante de la matriz cuyas
columnas son las componentes de los vectores que lo determinan.
Teniendo en cuenta que |A| = |A!|, podrfamos también colocar los vectores en las filas.

Tomando en IR? los vectores @ y 7, el area del paralelogramo que definen es:

Las barras interiores corresponden al determinante y las exteriores al valor absoluto.

uy v1

Area=||udv||=| I

Los vectores se toman con su origen en O, por tanto:
4 = OU, siendo U el extremo del vector .
v = 0V, siendo V el extremo del vector 4.

Este paralelogramo tiene vértices consecutivos U, O, V.

Si se tomara el origen en A y los vértices adyacentes fueran B y C, usariamos:

— —

u=A v=A
2) El volumen de un paralelepipedo en IR? es igual al valor absoluto del determinante de la matriz
cuyas columnas son las componentes de los vectores que lo determinan.

De nuevo podriamos también colocar los vectores en las filas.

Tomando en IR? los vectores @, ¥ y W, el volumen del paralelepipedo que definen es:

Uy v w1
Volumen = | |@ 0@ | | = |uz v2 wa| |
uz U3 ws

Las barras interiores corresponden al determinante y las exteriores al valor absoluto.

Los vectores se toman con su origen en O, por tanto:

—

= OU, siendo U el extremo del vector .

S

U= O_V, siendo V' el extremo del vector .
W= O_W, siendo W el extremo del vector .

El vértice principal es O y U, V' y W son los vértices adyacentes.

Si se tomara el origen en A y los vértices adyacentes fueran B, C'y D usariamos:

— — —

u=A r=A w=A
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Ejemplo 8.9. a) Considerado el paralelogramo en R? con vértices consecutivos A = (—2,-2),
B =(0,3), C = (4,-1), calcula su drea.

Presentamos su solucion en MATLAB

A=[-2 -2]’; B=[0 3].’; C=[4 -1]’;
abs (det([A-B C-B]))

ans

28

La solucion es 28 unidades al cuadrado.

b) Considerado el paralelepipedo en R? con un vértice en A = (1,1,1) y vértices adyacentes en
B=(3,3,6), C=(5,7,3) y D= (4,-10,9), calcula su volumen.

A=[1 1 1]’ ;

B=[3 3 6]’ ;

c=[57 31’ ;

D=[4 -10 9]’ ;

abs(det ([B-A C-A D-A]))
ans

222

El volumen tiene 222 unidades al cubo.
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8.11 Ejercicios

OBSERVACION PARA RESOLUCION CON MATLAB: Si trabajas con matrices que incluyen
variables simbdlicas puedes hacer uso de la funcién det() pero no de las funciones rank() ni rref(),
ya que en general dardn resultados erréneos.

Ejercicio 8.1. Calcula el siguiente determinante, desarrolldndolo por cofactores de la tercera fila.

2 -1 0 3
5 1 4 =2
1 -1 3 0
0 -2 3 1
Ejercicio 8.2. Demuestra que
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+c)?
2c 2c c—a—b
1 a b+c
Ejercicio 8.3. Demuestra que 1 b c+a|l=0 sin efectuar el desarrollo correspondiente.
1 ¢ a+b

Ejercicio 8.4. Halla el valor de los siguientes determinantes de orden n

n 1 1 ... 1 1 1 1 ... 1
n 2 1 ... 1 -1 x 1 ... 1
a) (P L3 .o 1 oy =1 =1 A 1
n 1l 1 ... n -1 -1 =1 ... X

Ejercicio 8.5. Obtén la inversa de la matriz A a partir de la traspuesta de su matriz de cofactores.

1 2 -1
A=|-1 -2 3
-3 1 -1
-1 25 3 25 -1 1
Ejercicio 8.6. Dadas las matrices: A = 4 52 6|,B=152 4 2| yC= % A
7T 8 a 8 T3

e Escribe la ecuacion que relaciona |A| y |B| y justifica el resultado.

FEcuacion:

Justificacion:

e Escribe la ecuacion que relaciona |A| y |C| y justifica el resultado.

FEcuacion:
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Justificacion:

a b b
Ejercicio 8.7. Determina los valores de a y b para que la matriz A = |a a b| sea invertible.
a a a
|

Para ello obtén una forma escalonada por filas de A y a partir de esta analiza |A|.

A R
Ejercicio 8.8. Dada las matrices A = 3 o 1 3|V¥ B=12 6 6|, determina para cada
6 8 7 5 248
una de ellas:
a) Una forma escalonada por filas b) La forma reducida por filas
¢) El rango d) El determinante
e) La inversa si existe
11 11 11 11
s e . . -1 a 11 1 a 1 1 ,
Ejercicio 8.9. Consideradas las matrices A = 1 21 4 1]V B = 11 4 1l obtén para
-1 -1 -1 a 111 a

cada una de ellas una matriz equivalente por filas con el tridngulo inferior nulo, y a partir de estas
determina el rango y si es invertible o no, en funcion del pardmetro a.

Tg(A)=1 81y SO0 Si: «eeevvviieeeiiiiiiiaieeii TG(A)=2 81y S0l0 Si: «ecvvvviieeiiiiiiiaieiii
TG(A)=38 81 Y SOLO Si: veveeeeiiiiieiiiieeiaee, TG(A)=4 81 Y SOLO Si: oveveeseiiiiieiiiiseeiieee,
A dnvertible si y S0l0 ST: .oiiiiiiiiiiie

1g(B)=1 81y SOl0 Si: w.ovovveiiiiiciieciiiiiaaec 1g(B)=2 $i Y S0l Si: ..vvoveeiiiiiiaiiiiiiaee
1g(B)=3 51 Y S0l0 Si: w.ovveeiiiiiiiiiiiiiiiiaiee 1g(B)=4 $i Y S0l Si: .coovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

B invertible si y $0lo St: voiiiiiiiiiiiei

Indica “siempre” o “nunca” si procediese.
Ejercicio 8.10. Demuestra que si A es nihilpotente, entonces |A| = 0.
Ejercicio 8.11. Si A es una matriz idempotente, ; cuales son los valores posibles de |A|?.

Ejercicio 8.12. ; Para qué valores de a es la matriz A no invertible?.

_la+1 =3
A_[ 5 l—a]

Ejercicio 8.13. Dada la matriz A = , encuentra un razonamiento rdpido que permita

S = =
(G200 VR O R )
= w o o

afirmar que su rango es 3.



