Consideramos el espacio vectorial R"™ con el producto escalar candnico.

1 Bases ortogonales y ortonormales. Matriz ortogonal

Un conjunto de vectores S = {¥1, 2, ..., U, } de R" se dice que es un conjunto ortogonal
si cada par de vectores distintos del conjunto es ortogonal, es decir, si ¥; - 7; = 0 V i # j.

Un conjunto de vectores S = {¥1, s, ..., 0y} de R" es un conjunto ortonormal si es un
conjunto ortogonal de vectores unitarios.

Isii=j

0sii#j
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Ui - U = 045 =

TEOREMA. Si S = {t},7,...,7,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos de
R™, entonces S es un conjunto linealmente independiente y por tanto es una base del
subespacio generado por S.

Una base ortogonal de un subespacio W de IR™ es una base de W que es ademéds conjunto
ortogonal.

Una base ortonormal de un subespacio W de IR™, es una base de W que es ademds
conjunto ortonormal.

TEOREMA. De cualquier subespacio W de IR"™ se puede obtener una base ortogonal, y
mediante normalizacién de sus vectores, una base ortonormal. La excepcién es obviamente
el subespacio cero.

TEOREMA. La base canénica de IR"™ es base ortonormal.



Ejemplo 1. Muestra que {¥y, %2, 73} es un conjunto ortogonal de R3, siendo

3 -1 -1
Gi=| 1|, =] 2|, B=|-4
1 1 7

Consideremos los tres posibles pares de vectores distintos, a saber {v, U2 },{th, U3} y {va, U3}.
Ty =3(=1)+1(2) + 1(1) =0

U3 =3(—1/2)+1(-2)+ 1(7/2) =0

Uy = —1(=1/2) + 2(=2) + 1(7/2) = 0
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Cada par de vectores distintos es ortogonal, por tanto {U, U, U3} es un conjunto ortogonal.

Ejemplo 2. Muestra que {iiy, iz, 13} es una base ortonormal de R3, siendo:

3/V/11 -1/V6 —1//66
o= | 1/VI1|, d=| 2/V6|, i3=|—4/V66
1/V11 1/v6 7//66
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El conjunto {1, s, U3} es un conjunto ortonormal, luego es linealmente independiente, y
ariadido que tiene rango 3, resulta ser base de R3. Por ser un conjunto ortonormal es
una base ortonormal.

Cuando los vectores de un conjunto ortogonal se “normalizan” para tener longitud unidad,
el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal, y por tanto, al tener longitud unidad, forma un
conjunto ortonormal.

Estos son de hecho los mismos vectores del ejemplo anterior, que como habiamos compro-
bado son ortogonales, pero ahora normalizados.



TEOREMA. Una matriz cuadrada A,, tiene columnas ortonormales si y solo si A'A = I.

Demostracién: Podemos escribir A = [ d; d2 ... dy | quedando por tanto A! =
_,t
aq
"t
as
_;t
a, g
1 ata aa
d'é 191 1%n
Desarrollando A'A obtenemos A'A= | “|[ady dz ... @)= | : :
: — ot =
it aka a. a,

1sii=j
0siis#j

La tultima expresion es igual a I si y solo si @;a; = d;; = {

St o

at d; es el producto escalar de @; y d;, por tanto A’A = I si y sélo si las columnas de A
son vectores unitarios ortogonales entre si. O

TEOREMA. Dada A,, A'A =1 siy sélosi AA* = 1.

[43

=" A'A = I implica que el determinante de A es 1 o —1, en efecto:

AA=T1= |AAl=1= |A2 =1= |A|es 1o -1

Demostracion:

|A| distinto de cero, por tanto A es invertible.

Premultiplicando A*A = I por A por la izquierda y por A~! por la derecha queda: AA! =T

“e” AA! = I implica que el determinante de A es 1 0 —1, con una demostracién similar a la
anterior. Por tanto A invertible.
Premultiplicando AA® = I por A~! por la izquierda y por A por la derecha queda: A*A =1 O

Se dice que una matriz A, dada es matriz ortogonal si cumple que AA? = A'A =
I, o lo que es lo mismo, si su inversa coincide con su traspuesta, o lo que es lo mismo,
si sus columnas son base ortonormal de R™.

Es importante recordar que la base debe ser ortonormal (el nombre “matriz ortogonal”
puede inducirnos a pensar, erréoneamente, que bastaria con que los vectores fueran orto-
gonales entre si).

Resultados sobre matrices ortogonales:

e Si A es ortogonal también lo es A?, por tanto las filas de A también son base ortonor-

mal de R".

e Las matrices ortogonales tienen determinante 1 o —1.
AAY =T = |A||AY =1 = |A? =1

e El producto de matrices ortogonales es ortogonal.

Lo comprobamos para A y B ortogonales.
(ABYAB=B'A'AB=B'IB=B'B=1

A las aplicaciones o transformaciones lineales de IR™ en R™ cuya matriz estdndar asociada
es ortogonal las denominamos aplicaciones o transformaciones ortogonales.



2 Subespacios ortogonales

Se dice que 7 es ortogonal a un subespacio W de IR" si 7 es ortogonal a todo vector
weWw.

TEOREMA. 7 es ortogonal al subespacio W de IR" si y sélo si 7 es ortogonal a una base
de W.

Se dice que el subespacio H es ortogonal a W si VzZ' € H, 7 es ortogonal a W.

TEOREMA. H es ortogonal al subespacio W de R" si y sélo si los vectores de una base
de H son ortogonales a los de una base de W.

Si H es ortogonal a W, W es a su vez ortogonal a H (por la simetria del producto escalar),
y se dice de W y H que son subespacios de IR" ortogonales entre si.

Ejemplo 3. Considera en R? las rectas r =< (1,a,2) > y
s =< (1,—2,0) >. Determina el o los valores de a tales que r y s sean subespacios
ortogonales.

Sol:  Las bases de r y s son respectivamente {(1,a,2)} y {(1,—2,0)}.

El producto escalar de los dos vectores es 1 — 2a, por tanto las rectas son ortogonales si y
solo si a =1/2.

La recta r es la siguiente: < (1,1/2,2) >.

TEOREMA. La suma de dos subespacios H y W ortogonales entre si es suma directa.

En efecto todo par de vectores Z, W no nulos, cada uno perteneneciente a un subespacio,
es un conjunto linealmente independiente, por ser los vectores ortogonales entre si, y ello
garantiza que la suma es directa.

En relacién con el Tema 5 “Autovalores, autovectores y diagonalizacién” se tiene el
siguiente resultado:

TEOREMA. A real es simétrica < es diagonalizable y todos sus subespacios propios son
ortogonales entre si.

Las matrices estdndar A de las simetrias ortogonales en IR? y en IR? respecto de rectas o
planos respectivamente, son simétricas porque estos endomorfismos son diagonalizables y
los subespacios propios son ortogonales entre si. Lo mismo sucede con las matrices estandar
A de las proyecciones ortogonales en IR? o IR? sobre rectas o planos respectivamente.




3 Complemento ortogonal

El conjunto de todos los vectores z' que son ortogonales a W se denomina complemento
ortogonal de W y se denota como W=,

Wt={ZeR"/Z-W=0 VieW}

Ejemplo 4. Consideremos en R? el subespacio W identificado con un plano que contiene
el origen y el subespacio L identificado con la recta que pasa por el origen y perpendicular
al plano anterior. Se tiene entonces que VZ € L yVuw € W, Z- & = 0. Ver la figura.
En efecto, L estd formado por todos los vectores que son ortogonales a los W de W y
reciprocamente W estd formado por todos los vectores ortogonales a los Z de L. Es decir,

L=WtyW=L"

C:HI\§¢

N \L“

Tomemos por ejemplo el caso de W =< (1,0,0),(0,1,0) >.

Los vectores ortogonales a W serdn los (x,y, z) € R? ortogonales a la base de W, es decir,
tales que:

-(1,0,0) =0 =0
(:Bay7 Z) ( Y ) = x Por tanto WL =< (07051) >
([L‘,y,Z) : (0’ 1’0) =0

TEOREMA. Se cumplen los siguientes resultados sobre W+, siendo W un subespacio
del espacio euclideo R™.

1. Wt es un subespacio de R"
2. (WHt=w
3. WPWE=R"

OBSERVACION

Todo subespacio W C IR™ (salvo el {0} y el propio IR™) admite infinitos subespacios
complementarios, pero solo uno de ellos es complemento ortogonal.

Por ejemplo, en IR? cualquier recta pasando por el origen y no incluida en el plano XY es
subespacio complementario del subespacio formado por el plano XY, pero el complemento
ortogonal del plano XY es un subespacio unico, que es la recta que define el eje Z.



Nétese en el ejemplo anterior que para obtener los vectores ortogonales a (a, b, c) en R? hay
que resolver la ec. (a,b,c)-(z,y,z) = 0, es decir, la ec. lineal homogénea ax + by + cz = 0.

az—+by—+cz = 0 es la forma implicita de un subespacio bidimensional F' de R®. Dicha forma
expresa que los vectores (z,y, z) de Iy los vectores < (a,b,c) >' son ortogonales entre
si, y que por tanto F'y < (a,b,c) > son complementos ortogonales. F* =< (a,b,c) >.

Complemento ortogonal de un subespacio W dado en implicitas: A7 =0

De forma ma&s general, para un subespacio W de dimensién d de R", su forma implicita
A —q, n T =0 expresa que los ¥ € W — que son las soluciones y por tanto NulA — son
ortogonales a las filas de A.

La base de W la forman las d soluciones independientes del SLH, o lo que es lo mismo la
base de NulA.

La base de W+ la forman las filas de A.

Por ejemplo, para el subespacio W = {(z,y) € R? / 2z + 3y = 0}
B ={(-3,2)} es base de W, porque (—3,2) es solucién de la ecuacién implicita.
C ={(2,3)} es base de W+.

Es importante darse cuenta de que el “vector que aparece” en la ecuacién, en este caso
(2,3), es precisamente el ortogonal, y por tanto no perteneciente al subespacio que define
la ecuacion.

Complemento ortogonal de un subespacio W con base B conocida

Si partimos de un subespacio W de dimensién d del cual conocemos una base B =
{by,...,bg}, tomando B = [ by by ... by ] se tiene que la base de W+ son las soluciones
independientes del SLH B'Z = 0, o lo que es lo mismo la base de Nul(B?).

Por ejemplo partiendo de W =< (1,0,0,0),(2,1,0,0) >, W+ son las soluciones del SLH
Tr1 = 0

201+ 22 =0
1 2
101 1 1 0 0O
B= 0 ol T w —Nul({2 1 0 0})
0 0

La matriz tiene rango 2, por tanto el SL tiene dos parametros libres y la base de W+
tendra dos vectores. Un ejemplo de base de W+ es C = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Ndtese que la base obtenida, puesta por filas, produce la matriz de coeficientes de la forma
implicita de W.
W = {(x1,22,23,24) € R* [ 23 =0, 24 =0}

!Si (a,b, c) cumple la ecuacién también la cumple todo miltiplo de (a, b, c)



Ejemplo 5. Sea B = {(3,2,2,4),(1,0,0,2),(1,—1,—1,1)} una base de F, subespacio de
R*. Halla una base del complemento ortogonal de F.

Sol:

Los vectores ortogonales a los dados serdn los (x,y,z,t) que cumplan las siguientes ecua-
ciones:

(3,2,2,4) - (z,y,2,t) =0 3z +2y+224+4t=0
(1,0,0,2) - (z,y,2,t) =0 forma impl. de F+: { 2 +2t =0
(1,-1,-1,1) - (z,y,2,t) =0 T—y—2+t=0

Las 3 ecuaciones anteriores forman un SLH por lo que ya estamos viendo que F es un
subespacio vectorial. Para obtener la base de F- hay que resolver el sistema.

3 2 24 |0 1 -1 -1 1 |0 1 -1 -1 1 |0
1 0 02 ]0[~1 0 02/]0/~0 1 1110
1 -1 -1 1 1|0 3 2 24 |0 0 5 5 1 ]0

1 -1 -1 110 100 210

~ (0 1 1 1 |0 ~1]0 1 1 1 |0

0 0 0 -4 10 000 —4 10
Tenemos 3 ecuaciones, rango 3, y 4 incognitas. Por tanto tenemos 4 — 3 = 1 pardmetro

libre. Tomando z como pardmetro libre deducimos:

—4t=0 =

Yy+z+t=0 = y+2=0 = |y==2
r=-2t = |z=0

El vector solucion es de la forma (z,y,z,t) = (0,—2,2,0) VzeR

El conjunto de vectores ortogonales a los tres dados es un subespacio vectorial de dimension
1. Una posible base es: {(0,1,—1,0)}

Notese que Oz + x2 — x3 + O0xgy = 0, 0 lo que es lo mismo, xo — x3 = 0 es la ecuacion
implicita de F.

Ejemplo 6. Se consideran en R® los subespacios W, =< (1,1,0),(0,3,6) >, Wy =<
(1,2,1) > y W3 =< (7,8,5),(6,3,1),(1,3,6) >

Halla una base de cada uno de los subespacios ortogonales correspondientes, Wll, WQL,
Wi

Sol:

a) Wit = (z,9,2) € R? /(z,y, 2) es ortogonal a (1,1,0) y a (0,3,6
i

(x,y,2)- (1,1,0) =24y =0
(x,y7z)(0,3,6)=3y+6220

Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas L1010 L1010
Y grnas. 036 [0/ o1 2]0
10 =2 |0 , .
01 2 |0 El sistema se encuentra ya en la forma escalonada reducida.
Tomamos z como pardmetro libre. x =2z y=—2z z=2z

El vector solucion es de la forma (z,y,z) = (2z2,-2z,2) VzeR
El conjunto de vectores ortogonales a los dos dados es un subespacio vectorial de dimension
1. Una posible base es {(2,—2,1)}



Wi se expresaria como Wit =< (2,-2,1) >

NOTA: Se puede obtener Wi+ =< i > , siendo 7 = (1,1,0) x (0,3,6) (producto vecto-
rial).

b) Wit = (2,y,2) € R® /(x,y,2) es ortogonal a (1,2,1)

(r,y,2)-(1,2,1) =x+2y+2=0
La ltima ecuacion es la ecuacion implicita de W3-
Tenemos una sola ecuacion y tres incognitas, por tanto dos pardmetros libres. Dejando
como pardmetros libres y y z tendremos

z+2y+2=0 =zrx=-2y—2 y=y, z=2=2
El vector solucion en forma paramétrica es (x,y,z) = (—2y — z,y,z) YyeR VzeR
El conjunto de wvectores ortogonales al dado es un subespacio vectorial de dimension 2.
Una posible base es: {(—2,1,0),(—1,0,1)}.
Wi =< (-2,1,0),(-1,0,1) >

c) I/VgL = (z,y,2) € R3 /(z,y,2) es ortogonal a (7,8,5), (6,3,1) y (1,3,6)
136 |0 1 3 6
A=16 31 10| , |6 3 1]=100
78 5 |0 78 5

detA # 0, por tanto tenemos un sistema de Cramer, con solucidn unica, y como el sistema
es homogéneo, la solucién unica es la trivial.

Por tanto W3- = {(0,0,0)}.
W3 representa todo el espacio R3, por lo que era de esperar que I/VgL = {6}
Habiamos visto anteriormente como 0 es ortogonal a todos los vectores.

Ejemplo 7. Se considera el subespacio W de R® dado por 2z +vy — z = 0. Determina
una base de W.

Sol:

Podemos interpretar la ecuacion 2x +y — z = 0 como la expresion del producto escalar de
dos vectores, igualado a cero, siendo los vectores (2,1,—1) y (z,y, z). Los vectores (x,y, z)
contenidos en el plano que representa el subespacio vectorial W de R® son los vectores
ortogonales al vector (2,1, —1), y obviamente a los miltiplos de éste.

En efecto si (2,1,—1) - (z,y,2) =0, entonces  \(2,1,—1) - (z,y,2) =0

Por tanto W+ =< (2,1, —1) >, y una posible base B = {(2,1,—1)}

Ejemplo 8. Se considera el espacio euclideo candnico R? y el subespacio W dado por la
T+4y+82=0
r—y+z=0

forma implicita siguiente: . Determina una base de W+.

Sol:

r+4y+82=0
z—y+2z=0

W:{(x7yvz)/{ }

Las ecuaciones implicitas expresan que los vectores (x,y,z) de W son a la vez ortogonales
al vector (1,4,8) y al vector (1,—1,1), por tanto una base de W+ es {(1,4,8),(1,—1,1)}.



4 Descomposicion ortogonal y proyeccién ortogonal

El resultado W @ W+ = R", significa que cada ¢ € R" se puede escribir de forma tinica
como suma de un vector 4 € W y un vector 7 € W+

F=7+72 conjeWyzewt
gj’ es la proyeccion ortogonal de i sobre W, que denotamos también como proy w ¥

También se puede dar esta definicién equivalente: La proyeccién ortogonal de g sobre W
es el vector i € W tal que j — ¢ € W+

;, Cémo obtener proyy, i ?

Ya que W &b Wi = R" podemos obtener una base de R" B = {51, by, ..., b, gd+1, ol I%},
con {b1,ba,...,bg} base de W y {bgi1,...,b,} base de W+,

Entonces i = Clgl + 6252 +...+ Cdl_;d + Cd+lgd+1 +...+ Cngn

g

proyyy € W zewt

con proyywy = c1by +caba + ... +cqgbg € Wy
Z=cq41bar1 + ... + crby € wHt
Una vez obtenidas las coordenadas ¢y, cg, ... ¢, que son unicas (las coordenadas respecto

de una base dada son tnicas), podremos determinar el vector unico proyyy € Wy el
vector tinico Z € W tales que i = proy, 4 + 2.

Esquemas en el espacio euclideo canénico R> (Linear Algebra and its Applications, Lay,
Quinta edicién. p. 350). Proyeccién ortogonal del vector i sobre el subespacio < W > de
dimension 2:

FIGURE 2 The orthogomnal projection
of y onto W.
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FIGURE 4 The orthogonal projection
of y onto W 1s the closest pomt m W
toy.

Por otra parte, f/’ tiene la propiedad de ser el vector de W mas cercano a §
| g—proyw 7| < ||[§—7| VGEW con v#¢

Decimos entonces que dado ¥ € R™, la mejor aproximacién de i que puedo obtener
mediante un vector de W, subespacio de R", es proyy, ¢/

LEn qué sentido es mejor aproximacién?. En el sentido de menor distancia.

La distancia de i € IR™ al subespacio W se define como la distancia desde % al punto

més cercano de W. Dicho de otra forma, la distancia de ¥ a W es igual a || ¥ — proyy, 7 ||
= Z|

OBSERVACIONES
e 7= proyy, .7, es decir, 7 es la proyeccién ortogonal de ¢ sobre W.
e || proyy 7 || es la distancia de 7 a W+,
e Siy e W, entonces proyyy = ¢

e Si € W, entonces proyy, i = 0

En temas anteriores hemos estudiado proyecciones ortogonales en R? y en IR3, deter-
minando a partir de las caracteristicas de la transformacion cudl era la matriz asociada
referida a la “base natural” de la transformacién, o base de autovectores de la transfor-
macién, y cual era la matriz estdndar asociada, obtenida mediante los cambios de base.
Con procedimientos similares pudimos obtener la matriz asociada a la simetria ortogonal.
A partir de las matrices resultaba sencillo obtener la proyeccién ortogonal o el simétrico
de cualquier vector.

En este tema estudiamos la proyeccién ortogonal a partir de la descomposicién ortogonal
y extendemos el concepto de proyeccion ortogonal al espacio vectorial IR".

11



5 Proyeccion ortogonal conocida una base ortogonal

TEOREMA. Sea W un subespacio de IR", {51, gg, . ,gd} una base ortogonal de W e
7y € IR™. Entonces

— i g - g - _"[_)' pnd
proywy—_‘y jb1+§ 2b2+...+_‘7{7f,1bd [1a]
by - by b - be bd - ba
Cada sumando corresponde a la proyeccién ortogonal sobre un subespamo unidimen-
sional < b; >. Por tanto la proyeccién ortogonal de i sobre < bl,bg, .. bd >, siendo
{bl,bg, .. bd} una base ortogonal, es igual a la suma de las d proyecciones ortogona-

les sobre subespacnos unidimensionales, mutuamente ortogonales, en las direcciones de

by, ba, ... by

e Si la base {u, Ua, ..., Uy} es ortonormal la expresién [1a] queda cémo:

proywy = (¢ - Uy) U1 + (§ - U2) de + ...+ (¥ Ug) Uq [1b]

Para célculos a mano se recomienda utilizar la férmula [1a] ya que en la [1b] aparecerdn
en general raices cuadradas.

Se muestra un esquema en IR? de la proyeccién sobre un subespacio W de dimensién 2
genérico del que conocemos una base ortogonal B genérica. (Lay, Linear Algebra and its
Applications. Quinta edicién, p. 351).

De acuerdo con la notacion que usamos en esta seccién, ha de tenerse en cuenta:

e La base {u1,u2} de la figura ha de entenderse como una base ortogonal, no nece-
sariamente ortonormal. En efecto en la férmula de la figura aparecen explicitamente
los productos escalares u; - i;, que no serian necesarios si la base fuera ortonormal.
Para interpretar la figura de acuerdo con la notacién usada en esta Seccidn, esta
base ortogonal serfa la base B = {by, ba}.

FIGURE 3 The orthogonal projection of y is the
sum of its projections onto one-dimensional
subspaces that are nmtually orthogonal.
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Ejemplo 9. Considera en R2 los vectores if = (7,6) y b= (2, 1) Encuentra la proyeccidn
ortogonal de i sobre < b > y la distancia de i a la recta < b>.

Sol:

e Puesto que se proyecta sobre un subespacio de dimension 1, su base puede considerarse
base ortogonal.

Proy gz, § = gg b
- (7,6).2,1) 20 _ _
pr0y<b> Y= ( ) (2 1) ( ) E (27 1) - 4(27 1) - (874)

e La distancia de §f a < b > es igual a la norma de 7 = g—proy_g. ¥=(7,6)—(8,4) =
(_17 2)

d= /CIP 12 =5

OBSERVACION: Este procedimiento es el mds sencillo, pero proy_p_ § se podria haber
obtenido con otros métodos.

o Mediante el procedimiento visto en la Seccion 4:
Calculamos en primer lugar un vector Zy ortogonal a b = (2,1). Un ejemplo es z) =
(1,-2).

Considerada la base B = {1;, Z1}, con un vector en la direccion de b y otro en la direccion
ortogonal Zy, se calculan las coordenadas de (7,6) respecto a esta base, resultando ser
(4,—1), es decir:

(7,6) = 4(2,1) + —1(1,-2) = (8,4) + (—1,2)

\.\:_/ N——
e<b> €<z >

Por tanto la proyeccion de (7,6) sobre < (2,1) > es el vector proy_ g y = (8,4)

o A partir de la matriz asociada a la aplicacion lineal vista en temas anteriores (matriz
de la proyeccion ortogonal en ]RQ), usando la base anterior:

e | K R

. 7
proy_;. y=A [6}

13



6 Base ortogonal mediante Gram-Schmidt

El algoritmo de Gram-Schmidt permite obtener una base ortogonal de cualquier subespacio
de IR™ a partir de una base dada.

TEOREMA. Teorema de la Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Dada una base {dj,...,d,} de un subespacio W de R", y definidos:

1= a1
-, dy-bip
by = do — =—=-b1
1-b1
-, dg-bip  dz-byp
bs =03 — =——=b — =——=
101 by - by
Pz aq-brp  dg-bap dq-ba-1 7
d=04— =01 ———=b—...— 3 ——bg-1 ,
1-b1 bz - by ba—1+bq—1
{b1,...,bgq} resulta ser una base ortogonal de W. Ademads,

<gl,...,gk >=<di,...,ap >, paral <k <d

Ejemplo 10. Sea W =< (0,1,1),(1,1,2) > un subespacio de R3. Obtén una base orto-
gonal de este subespacio.

Sol.:

A partir de los vectores originales d; = (0,1,1) y ay = (1,1,2), que forman la base B,
construiremos la base B' = {b1,ba}, siendo by y be vectores de W ortogonales entre si .

Tomamos by = d1 y a continuacion construimos bs.
Consideremos el vector Proy g o as,

by = dy — proy _z, - das es ortogonal a by y pertenece a W, pués es combinacion lineal de

b1 Yy 62.
b = @
Por tanto, una base ortogonal de W es: z -
- = o &
by = @z — proy g, @2 = a2 — F4th
b1 = (0,1,1)

. 1,1,2)-(0,1,1
b= (1,1,2)- L 12 (011

(0,1,1)-(0,1,1)

~—

(0,1,1) = (1,1,2)—3/2(0,1,1) = (1,1-3/2,2-3/2) = (1,-1/2,1/2)

Podemos tomar by = (2,—1,1) para evitar fracciones.

Comprobamos que by Yy bo forman una base ortogonal: ~ (0,1,1)-(2,-1,1) =0—-14+1=0
B ={(0,1,1),(2,-1,1)}
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7 Ejercicios resueltos

Ejemplo 11. Supongamos dos clases de alimento, A y B, con las cantidades de vitamina
C, calcio y magnesio dadas en la tabla. Las cantidades corresponden a miligramos por
unidad de alimento.

Al|B

Vitamina C | 1 | 1
Calcio 51 2
Magnesio 311

a) Demuestra que combinando las dos clases de alimentos no podemos obtener el siguiente
aporte exacto:

U = (17 mg de vitamina C,54 mg de calcio, 31 mg de magnesio)

b) Determina el aporte mds cercano al aporte exacto que se podria conseguir combinando
los dos alimentos.

Sol.:

a) Para determinar si el aporte (17,54,31) se puede obtener combinando x unidades de
alimento A con aporte (1,5,3) e y unidades de B con aporte (1,2,1) hay que resolver la
siguiente ecuacion:

2(1,5,3) +y(1,2,1) = (17,54, 31)

r+y=17 11 |17

Por tanto el SL: S5r+2y=>54 , con matriz ampliada A* = |5 2 |54

3z +y =31 3.1 |31
11| 17 11| 17 11| 17 11 | 17
A*~ 10 -3 | 31| ~|0 -3 | =31|~ (O 1 | 10~ |0 1 | 10
0 -2 | —20 0 1| 10 0 -3 | —-31 00 | -1

El SL es incompatible pues rgA=2 y rgA*=3

Esto significa que U no es combinacion lineal de @ = (1,5,3) y b= (1,2,1), o dicho de

a
otra forma, que U no pertenece al plano < a , b >.

b) El vector mds cercano a U = (17,54,31) que se puede obtener combinando los alimentos
A y B serd la proyeccion ortogonal de ¥ sobre el subespacio generado por @ y b. Por tanto
tenemos que obtener:

proyw v, siendo W =< a , b >

e Procedimiento sequn la Seccidn 5:

Obtendremos en primer lugar la proyeccién ortogonal sobre W, por ser mds sencillo
aplicar la formula sobre un subespacio de dimension 1. Ademds la base de W que
conocemos no es ortogonal.

Tomamos W =< (1,5,3),(1,2,1) >, y nos falta el vector ii = (ny,na,n3) € W+.

(1,5,3)-(n1,m2,m3) =0 () +5ny +3n3 =0 [1 5 3 o} [1 5 3 |0]
A: ~J
(1,2,1).(n1,n2,n3):0 ni+2n,+n3 =20 121 ‘O -3 -2 |0

15 3 |0 1 0 —10/3+3 1[0 10 —1/3 [0 B
[0 1 2/3 o} [0 1 2/3 |o] [0 1 2/3 |0 = (1/3n3,—2/3n3,n3)

15



Wt =<(1/3,-2/3,1) > o mds simple W' =< (1,-2,3) >, = (1,-2,3).
Este vector también se podria haber obtenido mediante el producto vectorial.

La proyeccién de ¥ sobre la recta < it >= W+ es:

Lodi . (1754,31)-(1,-2,3) | 1| r—108+93) | Y 1| !
proyWLv = oS n= 2| = -2l ==|(-2
.1 14 3 14 3 7 3

proyy ¥ = ¥ — proyy. v = (17,54,31) — 3(1,-2,3) = (118/7,380/7,214/7) =
2/7(59, 190, 107).

La expresion decimal es proyw v = (16.8571,54.2857,30.5714)

Procedimiento seqin la Seccidn 4 (suma de subespacios ortogonales):

En el procedimiento anterior ya se presentd la obtencion de la base de W, {n =
(17 _27 3)}

Expresando (17,54,31) como combinacidon lineal de los vectores de la base completa
de R® B ={(1,5,3),(1,2,1),(1,-2,3)} obtenemos:

48 1
(17,54,31) = —(1,5,3) +10(1,2,1) + ~(1,-23),

proyw v Proyy LU

—

sin mds que resolver el SL | @ b it | U], y tras encontrar que dicha solucidn es
(48/7,10,1/7).

proywv = 48/7(1,5,3) +10(1,2,1) = (118/7,380/7,214/7) es el aporte mds cercano
posible.

Este procedimiento nos permite ver que el aporte mds cercano posible se obtiene
tomando 48/7 unidades del alimento tipo A y 10 unidades del alimento tipo B.

16



Ejemplo 12. a) Demuestra que no es posible expresar el vector v = (15,6,4,—5) como
combinacion lineal de los vectores del conjunto S = {(-1,0,0,1), (4,1, —1,—2)}.

b) Obtén los coeficientes de la combinacion lineal de los vectores de S que dan el vector
mas cercano a U.

Sol.: 1 4] 15
0o 1] 6
%) 0 -1 | 4
1 -2 | -5

Una forma de ver que el sistema es incompatible es sumar las ecuaciones 2 y 3, ya que se
obtiene una ecuacion de la forma [0 0] # 0]

b) El vector de < S > mds cercano a v es la proyeccion de U sobre < S >. Obtendremos
la proyeccion U y las coordenadas (los coeficientes del enunciado) de esta respecto de la
base S, utilizando dos métodos distintos.

o Aplicando la férmula de proyeccién, cuando se conoce base ortogonal del subespacio (Seccion 5)

Los dos vectores de S forman base de < S >, pero esa base no es ortogonal. Apli-
camos Gram-Schmidt:

gl = (_17 O>O7 1);

(47 17 _17 _2) i (_170>07 1)
2

by = (4,1,-1,-2) — (=1,0,0,1) =

(4,1,-1,-2) — _76(—1,0,0, 1) = (4,1,-1,-2) + 3(=1,0,0,1) = (1,1, —1,1)

Ya tenemos una base ortogonal en < S >, B' = {(-1,0,0,1),(1,1,—1,1)}, y pode-
mos aplicar la férmula de la Seccion 5.

-1 1
. (15,6,4,-5)-(-1,0,0,1) | 0O (15,6,4,—5) - (1,1,—1,1) 1
Proy <5>v = 9 0 - 4 1| =

1 1

-1 1 13

0 1 3

—10 0 +3 I

1 1 —7

Obtenemos ahora los coeficientes de la combinacion lineal de los vectores de < .S >,
que llamaremos dai y da, que dan el vector mds cercano a v. Para ello hay que
resolver el siguiente sistema:

-1 4 | 13 ~1 4 | 13 ~1 4 | 13 -1 0 | 1
o 1] 3 o 1| 3 o 1| 3 0o 1| 3
0 -1 ] =370 o] ol o o of o o] o
1 -2 | -7 0 2| 6 0 0] 0 0 0] 0
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o Método de descomposicion ortogonal de U usando suma de subespacios ortogonales (Seccion 4)

Para obtener una base del complemento ortogonal de < S >=< (—1,0,0,1), (4,1,—-1,2) >
-1 0 0 1]

tenemos que resolver el SL homogéneo con matriz de coeficientes [ 41 -1 -9

10 0 1 |0] [-10 0 1 [0] [t0 0 -1 |0
41 -1 -2 |0 01 -1 2 Jo/ o1 -1 2 o

La solucion general en forma paramétrica, tomando como pardmetros z yt es:

(t,z —2t,2,t)
Y la base mds sencilla de < S >+ es B = {(1,-2,0,1),(0,1,1,0)}.

Puede resultar mas claro modificar la forma paramétrica a (x,z — 2x, z, ), teniendo
en cuenta que t = x.

-1 4 0 1] 15
. . 1 1 -2 | 6 .
Resolviendo el sistema: 0 -1 1 0 | nE obtenemos la solucion (—1,3,7,2).
1 -2 0 1] -5

—— N —

Base original de < S > Base de < S >

’Los coeficientes buscados son —1 y 8|, ya que

-1 4
S 0 1 . -
proy g9 = —1 0 +3 1| €8 el vector de < .S > mds cercano a v
1 -2
13
. 3
Proy s> = | 4
-7
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8 Matriz de proyeccion ortogonal

Método 1

La proyeccién ortogonal de ¥ € IR™ sobre W es un endomorfismo en IR"™, con matriz
estandar asociada Aproy tal que
AproyV = U Aproy €s cuadrada de orden n.

Conocida una base B = {51, ...,gd} de W, puede obtenerse A,y mediante la siguiente
expresion?:

Aproy = B(B'B)"1B*  |2a]

Es obvio que la matriz B'B es simétrica®. Esta matriz es invertible debido a la condicién
de que las columnas de B sean linealmente independientes?.

Desarrollamos seguidamente el producto B!B:

bt bi-by by-by ... by-by
b Lo . bo-by by-by ... by-by
BB= |2 [5, b ... bd} - ,
: nxd : . :
al B ahe o Tad

(también podriamos deducir de aqui que como el producto escalar es simétrico la matriz
B!'B es simétrica.)

En el desarrollo de B!B vemos de forma inmediata que si la base B es ortogonal B'B es
una matriz diagonal, y que si la base es ortonormal BB = I;.

En este tltimo caso la matriz de proyeccién queda: | Ay, = BB [2b]|.

Esta tltima ecuacién se puede presentar como Ay, = UUY, entendiéndose entonces que
U representa una base ortonormal de W.

Se puede demostrar ficilmente, utilizando la expresién [2a] o la [2b], que la matriz es
simétrica e idempotente. La ultima propiedad significa que Agroy = Aproy-

La ventaja de las expresiones obtenidas es que sélo requieren calcular una base B de W.
En la expresién [2a] una base cualquiera y en la expresién [2b] una base ortonormal.

Senalamos también el siguiente resultado:

AproyW + AproyWJ- =1

2No presentamos su deduccién
3(MtM)t — Mt(Mt)t — MtM
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Método 2: Obtencién de Aoy a partir de su semejante diagonal

Este procedimiento se us6 en el Tema 5 al estudiar la proyeccién ortogonal sobre una recta
en IR? y sobre un plano en R®. Aqui lo extendemos a subespacios de R" de cualquier
dimension.

En primer lugar obtenemos, a partir de la base B del subespacio considerado W, una base
C de W, resolviendo el S B!'Z = 0, o lo que es lo mismo, obteniendo una base de
Nul(B?).

Asi tenemos ya una base de cada uno de los dos subespacios propios ortogonales entre si :

Col(B) o < B > es el subespacio propio de autovalor 1, V;.
Vi es W: los vectores de W se tranforman como f(¥) = v.

Col(C) o < C > es el subespacio propio de autovalor 0, Vj.
Vo es W, Los vectores de W+ se transforman como f(7) = 0

La matriz cuadrada P = [B C] = | by by ... by gd+1 5d+2 .. by |, tiene como columnas
una base de R" formada por los autovectores de la proyeccién ortogonal.

1 ... 00 ... 0
: 00 . :
0 .1 0 . 0
_ -1 _ 1
Por tanto Apoy = PDP™ = P 0 00 . 0 P
: 0 0 ° :
10 0 0 0

—_——  —

Al ser los subespacios propios ortogonales, podemos obtener una matriz P, més ”avan-
zada”, cuyas columnas sean base ortonormal de autovectores, sin mas que unir una base
ortonormal B de W y una base ortonormal C' de W+. Podemos denotar esa matriz como
Q, que es la letra que se usa en general en Algebra para denotar matrices ortogonales.
Q! = @', por tanto la matriz Aproy se obtendria, usando @, como:

Aproy = QDQt

Este procedimiento requiere determinar la base del complemento ortogonal de W si que-
remos obtener P. Si queremos obtener () debemos obtener bases ortogonales, dentro de
los dos subespacios propios, y normalizarlas.

Relacién entre las ecuaciones [1b] v [2b]

a4 Uy - U
e e Y B o iy - U
UUW =t Uy ... Uq |nxd | . Upx1 = [ U1 U2 ... Uq Jnxd | . =
dd dxn Ud V] gx1
v
— /(7.11/_[2 e e —
[ Uy o Ud Jnxd . =V UL U +U-UgUg + ... +U- Uy Uy
U Ud dx1
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9 Diagonalizacion ortogonal de las matrices simétricas

En la Seccién 2 enunciamos el siguiente TEOREMA: “A real es simétrica si y sélo si es
diagonalizable y todos sus subespacios propios son ortogonales entre si”.

Como a su vez, cada subespacio propio admite base ortonormal, tenemos el siguiente
resultado:

e Si A es una matriz real, cuadrada y simétrica, entonces existen @) ortogonal y D
diagonal tales que A = QDQ™'. D es la matriz de autovalores, y Q tiene por
columnas una base de autovectores que es ademaés base ortonormal, en el orden de
sus correspondientes autovalores en D.

Teniendo en cuenta que Q™' = Q*, podemos expresar la factorizacién anterior en la
forma A = QDQ".

Por existir la matriz ortogonal Q tal que A = QDQ ™! se dice de A que es ‘ortogo-
nalmente diagonalizable’.

El teorema anterior y el resultado que acabamos de ver, para toda matriz A real y
simétrica de orden n, los podemos desglosar en las siguientes afirmaciones:

1. La ecuacién caracteristica de A tiene n raices reales contando multiplicidades,
por tanto n autovalores reales contando multiplicidades.

2. La dimensién de los subespacios propios es igual a la multiplicidad algebraica
de los correspondientes autovalores.

3. Los subespacios propios correspondientes a autovalores distintos son ortogonales
entre si respecto del producto escalar canénico en IR™.

4. Obteniendo para cada subespacio propio una base ortogonal?, y uniendo estas
bases, lograremos una base ortogonal de IR" formada por autovectores de A.
Dividiendo cada vector por su norma obtendremos una base ortonormal.
A=QDQ'=QDQ" con Q = [W ... U, ]| siendo { @ ... @, } una
base ortonormal de IR™ formada por autovectores de A.

e Se demuestra facilmente que se cumple el resultado reciproco, o lo que es lo mismo,
la implicacién inversa del teorema anterior: A ortogonalmente diagonalizable implica
A simétrica. En efecto, considerando A = QDQ? y tomando traspuestas obtenemos

A= (QDQY' = QDQ" = A.

TEOREMA. A es simétrica si y sélo si A es ortogonalmente diagonalizable.

4Est4 demostrado que los vectores de subespacios propios distintos son ortogonales entre si, pero dentro
de un mismo subespacio propio de dimensién mayor o igual que 2 debemos determinar una base ortogonal.
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Ejemplo 13. Obtén la matriz de la proyeccién ortogonal en R3 sobre el plano W de
ecuacion implicita x +y + z = 0.

Sol.:

Presentamos la solucion mediante los dos procedimientos distintos que acabamos de pre-
sentar.

Método 1. Utilizando la sencilla expresion [2b], Apoy = UUY, con U base ortonormal de
w.
(U es una designacion habitual en Algebm para matrices cuyas columnas son ortonor-

males).

B ={(1,—-1,0),(1,0,—1)} es base de W, pero no es base ortogonal. Vamos a buscar una
base ortonormal de W

Aplicamos Gram-Schmidt tomando by = (1,-1,0)

(1,0,—1) - (1,—1,0)

1,0,-1) —
(707 ) 2

(1,-1,0) = (1,0,—1) — %(1,—1,0) =(1/2,1/2,-1)

Tomamos by = (1,1, —2)

La base U = {(1,—1,0)/v/2,(1,1,-2)/\/6} es base ortonormal de W.

1 1

ViooOVEl[ L o _L g 2/3 —1/3 —1/3
Avoy=|—T75 UG [\? v _2]: ~1/3  2/3 -1/3

0 2|l Ve V& e ~1/3 —1/3  2/3

Método 2. Solucion mediante diagonalizacion ortogonal.

Aproy = QDQt

Las dos primeras columnas de ) son los vectores de U obtenidos arriba. La tercera columna
es el vector normal al plano, normalizado: i3 = (1,1,1)/+/(3).
1

1 I 1 1 19t

vz v v3| |1 00 V2 6 B 2/3 -1/3 -1/3
Aproy = | =75 % % 01 0| |7 % % =|-1/3 2/3 -1/3

0 -2 Liooo 0 -% L ~1/3 —1/3 2/3

Observa que la matriz es simétrica, como era de esperar. También puedes comprobar que es
idempotente. Ademds cumple que su determinante es 0 (tendrias que realizar los cdlculos)
y su traza 2 (respectivamente producto y suma de sus autovalores).

Esta es la misma matriz que la obtenida en el Ejercicio 4.6.
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10 Ejercicios

Ejercicio 1. Se considera el subespacio H = {(x,y,2,t) € R*/z — 2 —t = 0}
a) Calcula una base ortonormal de H.
b) Calcula una base ortonormal de H*.

c¢) Calcula la proyeccion ortogonal del vector v = (1,0,1,1) sobre H.

d) Calcula la distancia de U a H.

Ejercicio 2. Considerado en R* el subespacio vectorial W =< (1,0, —1,0),(1,1,0, —1) >
y el vector ¥ = (1,0,0,13), se pide:

a) Una base de W+,
b) El vector vi € W mds cercano a .
¢) El vector v5 € WL mds cercano a .

d) La distancia de ¥ a W (la expresion mas simplificada posible).

Ejercicio 3. Obitén la solucion de minimos cuadrados del SL AX = 5, con A =

1 1
1 -1 -
-1 -1

La solucion de minimos cuadrados es la del sistema compatible determinado AX =

b,
siendo b la proyeccion ortogonal de b sobre el subespacio generado por las columnas de A,

ColA.

b = proyeoub = A(ALA)TALE

Por tanto AT = A(A'A)~1 A

A(Z — (A'A)LA) = 0, sacando factor comin A.

T — (AtA)*lAtl_)’ = 0 pues las columnas de A son Li., y por tanto no existen soluciones
distintas de la trivial. por tanto:

7= (A'A)~1A
Podemos reescribir la ec. como (A'A)Z = A'h

Por tanto resolviendo el SL de matriz ampliada [AtA]Atg] obtendriamos, de la forma
mds directa posible, la solucion de minimos cuadrados.

0 2 0
Ejercicio 4. Diagonaliza ortogonalmente la matriz A = |2 0 0|, es decir, obtén @
0 0 2
ortogonal y D diagonal tales que A = QDQ?. Realiza la comprobacion.
5 —4 -2
Ejercicio 5. Considera A= |—4 5  2|,b; =(-2,2,1) ybe = (1,1,0). Comprueba
—2 2 2

que 51 Y 52 son autovectores de A y diagonaliza ortogonalmente A.
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Ejercicio 6. a) Obtén la matriz de proyeccion sobre el subespacio W generado por las

1 1
. 1 -1 . ., .
columnas de la matriz P = 1 ik utilizando la expresion Apoy = UU' siendo U
-1 -1

una base ortonormal de W. b) Obtén la proyeccion ortogonal sobre W del vector b =
(8,7,3,—4), usando la matriz anterior. (Este ejercicio tiene relacion con el Ejercicio 3).

11 Polinomio interpolador

Dado un conjunto de datos experimentales (z;, ;) con i desde 1 hasta n y tales que z; # x;
para i # j, llamamos polinomio interpolador de esos datos al polinomio de menor grado
cuyo grafico pasa por todos los puntos. En trabajos cientificos un polinomio de este tipo
puede usarse, por ejemplo, para estimar valores entre puntos conocidos, y de ahi su nombre
de polinomio interpolador.

Veremos a continuacién que dicho polinomio es tinico y que su grado es menor o igual que
n—1.
El modelo de un polinomio de grado n — 1 es:

Yy =ag+axr+ anx® + ... 4 ap_1z" "t

La condicion de que todos los puntos cumplan el modelo significa que se ha de cumplir el
siguiente sistema de ecuaciones:

—1
ap +arr1 + agx% +.. . tap1ziT =0

ap +a1ry + axd + ...+ an_lxg_l = 1o

ap + a1, + 222 + ...+ ap_1zt =y,

1z x2 33711_1
—1

. . 1 9 x93 xh

con matriz de coeficientes A = 2 "2 2
1 x5 z,° ... 932_1

Esta matriz es la llamada matriz de Vandermonde de orden n, que tiene rango n si y solo
si x; # x; para i # j (visto en el Ejercicio 13 del Tema 2). Al ser cuadrada de orden n
y rango completo, el SL es compatible determinado. Por tanto obtendremos una solucién
unica (ao, a1, ag,...,an—1). El grado del polinomio lo determinara el mayor coeficiente no
nulo. En efecto, aunque el modelo que estamos usando es un polinomio de grado n — 1,
los polinomios de menor grado estan incluidos en el modelo, y simplemente tienen los
coeficientes més altos nulos.

Por ejemplo si tenemos n = 3 y los tres puntos estan alineados y con pendiente no nula
el polinomio interpolador que deduciremos serd de orden 1 (recta), y si ademds de estar
alineados tienen pendiente nula, entonces el polinomio es de orden 0 (y = constante).

Si consideraramos un polinomio de grado ¢ > n — 1, tendriamos una columna mas por
cada grado que aumentamos, mientras que la matriz A sigue teniendo rango n, igual al
numero de ecuaciones (=filas), por tanto el sistema pasa a ser indeterminado, con infinitos
polinomios de grado menor o igual que ¢ que pasan por los puntos.
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Ejemplo 14. Encuentra el polinomio interpolador para el conjunto de datos (z,y) si-
guiente:

(0,1), (3,4), (6,5)

Método de solucién: Resolver el SL Ad = ¢, siendo

A la matriz de Vandermonde para la primera variable ¥ = (0, 3, 6)
¥ = (1,4,5) los valores de la segunda variable.
a = (ap, a1, az) los coeficientes del polinomio de grado 2, que son las incégnitas.

12 Ajuste de datos (z,y) mediante polinomios

En una serie de datos cientificos (x,y), esperamos errores experimentales, por lo que
la relacién verdadera entre las variables en general va a quedar mejor descrita por un
polinomio de grado mas bajo que el del polinomio interpolador.

Se describe a continuacién como se obtienen las modelizaciones o ajustes, mediante minimos
cuadrados, con un polinomio de grado p < n, siendo n el nimero de datos.

Modelo polinomio de grado p: y = ag + a1z + asx® 4+ ... + apxP

Datos: (z1,91), (22,Y2); .-, (T, Yn) con z; # x; Vi # j

Si el conjunto de valores y; cumpliera el modelo, el siguiente SL seria compatible.
ap + a1 w1 + az (r1)® + ... + ap (1)P =y
ap + a1 vy + az (12)® + ... + ap (x2)P = o

ap + a1 T, + a2 (xn)Q + o+ oap ()P = yn

Sistema en notacién matricial:

1 = 1}12 (.Tl)p agp Y1

1 xo IL‘22 (5132)p a1 . Y2

1 =z, an (xn)p ap Yn
A

Si el conjunto de puntos no cumple el modelo, la solucién de minimos cuadrados, es decir,
el vector de coeficientes del polinomio de grado p que mejor ajusta los datos, se obtiene
resolviendo el sistema A® A @ = A! i (Ver la justificacién en el enunciado del ejercicio 3.
La condicién de que las columnas de A sean independientes se cumple por haber tomado
todos los z; distintos).

Ejemplo 15. Encuentra el mejor ajuste por minimos cuadrados mediante una funcién
lineal para el conjunto de datos (x,y) siguiente:

(0,1), (3,4), (6,5)
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