1 Rectas en el plano

FE)s es el conjunto de los puntos del plano ordinario.

1.1 Ecuacion vectorial paramétrica

1.1.1 Recta que pasa por el origen

Considerado un vector cualquiera @ € R? (que no sea el vector 5), el lugar geométrico de
los multiplos del mismo define una recta que pasa por el origen.

. . 2 S .
Por ejemplo dado el vector ¥ = [3} , tendremos que ¥ = atv con o € IR es el lugar

geométrico de una recta en Fs. Se dice que el vector ¥ es vector generador de la recta o
que la recta estd generada por el vector ¢. Cualquier miltiplo de @ (excepto el vector 0)
puede considerarse vector generador de la recta.

Por ejemplo los vectores (—1,—3/2) y (200, 300) generan la misma recta.

A la ecuacién se le denomina ecuacién vectorial de la recta. Variando « desde
menos infinito hasta m&s infinito el vector & recorre todos los puntos de la recta. Por
incluir la ecuacién un parametro, el parametro «, a la ecuacion se le denomina también
ecuacién vectorial paramétrica.

Una ecuacién vectorial en IR? se puede escribir como dos ecuaciones escalares, una por
componente. A esas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramétricas de la recta.

S . . S 2
Para la recta generada por el vector ¥ = (2, 3) la ecuacion vectorial es ¥ = « [3] /aeR.

1 = 2«

Las ecuaciones paramétricas son: { /aeR

T9 = 3o

Nétese que a partir de dos puntos de la recta (distintos) se puede obtener un segmento
orientado en la misma, que tiene la misma direccién que el vector generador y que por
tanto es a su vez generador.

Escogiendo por ejemplo o = 6 tenemos el punto P; de la recta, que viene dado por el
vector p1 = (12,18). Para o = 8 el punto de la recta serd P, que viene dado por el vector
p2 = (16,24).

El vector diferencia = p3 — p1 = (16,24) — (12,18) = (4,6) es también generador de la
recta.

Obviamente a este vector &, como elemento de IR?, le corresponde una representacién en
el plano como un segmento orientado con su origen en el punto (0,0) y su extremo en
(4,6).
Teniendo en cuenta cémo ha sido obtenido, también se podria usar la notaciéon & = (4,6) =
—
PP

‘ -
Desde el punto de vista del Algebra Lineal, cuando situamos el vector P; P> con su origen
en P; estamos considerando un vector trasladado, concretamente el vector w = P; P, con
traslacion dada por p1 = OP;.
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‘W = PP, = (4,6) nuevo vector generador

v

(2,3) vector generador original

1.1.2 Recta genérica (no es necesario que pase por el origen)

Los puntos de cualquier recta r’ (pase o no por el origen) se pueden expresar vectorialmente
en la forma siguiente:

’f:ﬁ—l—aﬁ/aG]R‘

siendo ¥ un vector generador de la recta r paralela a la anterior y que pasa por el origen,
y p = OP, siendo P un punto de la recta r’.

La expresion encuadrada es la ecuacién vectorial paramétrica de la recta r’.
Al igual que para la recta que pasa por el origen, para la recta r’ se puede deducir un

vector generador a partir de la diferencia de los vectores de posiciéon de dos puntos de la
misma.



Ejemplo 1 En FEs, obtén la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones paramétricas
de la recta generada por ¥ = (5,3) que pasa por el punto P = (5,15).

Sol.:

Observamos que O? = (5, 15) no es multiplo de ¥, por tanto la recta no pasa por el origen.
Definiendo p’'= O_}% tenemos que la ec. vectorial paramétrica es la siguiente:

e [2]all] racm

1 =5+ b
To = 15+ 3
30 T T T . ; =

Las ecuaciones paramétricas son: { /aeR
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El conjunto {[155] , [g}} es Li.

NOMENCLATURA general: Para distinguir la recta que no pasa por el origen de la que
si pasa por el origen algunos autores designan las primeras explicitamente como rectas
afines y a las segundas como rectas vectoriales. En los enunciados de algunos ejercicios
de este documento se indica mediante esta nomenclatura, si las rectas pasan o no por el
origen.

Ejemplo 2. En Es, obtén la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones paramétricas
de la recta que pasa por los puntos P = (15,21) y @ = (20, 24).

Ejemplo adicional: Herndndez, Vazquez y Zurro (HVZ12). Ejemplo A. pg. 295.




1.2 Forma implicita

1.2.1 Recta que pasa por el origen

Dada una

recta r con vector generador ¥ para obtener su forma implicita tenemos dos

procedimientos:

1. Obtenemos en primer lugar un vector ortogonal a ¥, que denotamos como 7.

Las componentes de 7 se deducen de la ecuacién vin; + veng = 0 [1]

7i es ortogonal a todo vector Z = (z,y) de la recta, por tanto la ecuacién de la recta

sera:

max +ngy =0 [2]

Es una ecuacién lineal homogénea con un parametro libre. Resolviéndola obtendriamos
los pares de puntos (z,y) de la recta en forma paramétrica, y por tanto su vector

generador.

Siendo ¥ = (v1, v2), es sencillo ver que 77 = (—wva,v1) es ortogonal a él (cumple la ec.

[1]):
La ecuacién [2] queda entonces —vaz + vy = 0 Distinguimos tres casos:
e Siv; #0ywv2#0 queda la ecuacién y = ve/v1 z, que es la forma denominada
punto-pendiente.
e Sivg=0ywv #0 queda la ecuacién y =0
e Sivy=0y v #0 queda la ecuacion z = 0
. o €T = av C . .
2. Las ecuaciones paramétricas de la recta son: De nuevo distinguimos
Yy = avg
tres casos:
e Si v; y ve son ambos no nulos podemos despejar « de un punto dado, que serd
por la primera coordenada o = x/v; y por la segunda o = y/ve.
Igualando las dos ecuaciones tenemos la relacién entre las coordenadas x e y
del punto: x/v; = y/ve, que se puede reescribir como la ec.
y=v/v1x
e Para el caso vo = 0 y v1 # 0 las ecuaciones paramétricas quedan:
r=va,y=0
Vemos que x es pardmetro libre, pues « recorre todo R. La tnica ecuacién
resultante es y = 0.
e Razonando como en el apartado anterior, si v;1 = 0 y vy # 0 llegamos a la

ecuacion =0

Obviamente las ecuaciones obtenidas con los dos procedimientos son las mismas.

1.2.2 Recta genérica (no es necesario que pase por el origen)

Podria obtenerse por los dos métodos del apartado anterior, pero solo presentamos la

deduccion

para el primer método. Ya que la recta v’ puede no pasar por el origen nece-

sitamos dos datos, pues ademds de su vector generador ¥ tenemos que incluir un punto
P = (p1,p2) incluido en ella.



La obtencién del vector 7 se realiza como en el apartado anterior. La ec. [2] sin embargo
varia, ya que ahora la condicién sobre 7 es la de ser ortogonal a (z,y) — (p1, p2).

La nueva ecuacion es: ’ ni(z —p1) +ne(y—p2) =0 [3] ‘

Sustituyendo 7 = (—v2, v1) queda:
—va(x —p1) +vi(y —p2) =0 Distinguimos los tres casos:

e Sivy # 0y v # 0 queda la ecuacién y = va/v1 (z — p1) + p2, que es la forma
denominada punto-pendiente.

e Siwv; # 0y vy =0 queda la ecuacion y = po
e Siv; =0y vy #0 queda la ecuacion z = p;

Estas ecuaciones son las mas generales, validas para cualquier p. Si se toma p = 0 o
cualquier otro vector p multiplo de ¥ estas ecuaciones se reducen a las ecuaciones de
apartado anterior.

Sin expresar las componentes n; en funcién de las componentes v;, la ecuacién [3] queda
desarrollada en la forma:

nr+ngy=>b con b=n-p [4]

[2] es el caso particular con b = 0, que se tiene cuando la recta pasa por el origen.



Ejemplo 3. Obtén la ecuacién implicita de la recta r y la de la recta s en Fy. Ambas
rectas estan generadas por ¥ = (5,3). r pasa por el punto P = (5,15) y s por Q = (15,9).

Sol.: 4

35+
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25

Resolucién partiendo de las ecuaciones paramétricas:

1 =5+ b

/aeR
ro = 15 + 3

e Recta r: {

r1—5 __ x2—15
5 ~ 3
Esta es la ecuacion implicita, que podemos reescribir de forma mas compacta cémo:

3r1 —bry=—-15x5+5x3=5x(—-12) = —60

Cada punto de r (un valor fijo de «) verifica

3:131 — 5IL‘2 = —60

=15+5
e Recta s: o +oa /aeR
9 =9+ 3«
Cada punto de s (un valor fijo de «) verifica 5615;15 = “T_g
En forma méas compacta: 3z1 —5xo = —45+45=0

3%1 —5$2 =0

La recta s pasa por el origen. Es obvio que (0,0) cumple la ecuacidn.

Resolucién usando la condicién de ortogonalidad:

En los dos casos 77 = (—3,5) es ejemplo de vector ortogonal a

e Rectar:  (z1,22) € r cumple (x1 — 5,29 —15)-(=3,5) =0
—321 4+ 154529 =75 =0

31‘1 — 51‘2 = —60

e Recta s:  (z1,2z2) € r cumple (21 — 15,29 —9)-(=3,5) =0
—321 +45 4+ 522 —45=10

3371 —51’2 =0

Obviamente encontramos las mismas ecuaciones que con el método anterior.



Otro método: mediante determinantes

Podemos utilizar que si la recta tiene vector director ¢ = (5,3) y pasa por P = (p1,p2),
entonces (£ — OP) es proporcional a ¥, y por tanto el determinante |0 (Z — OP)| es cero.

. .. . ) -5
Para la recta r la ec. implicita viene dada por: ’3 xxl 1 5‘ = 0, que desarrollada queda
9 —
3x1 —Hx2 +60=0
. s . 5 Tr1 — 15
Para la recta s la ec. implicita viene dada por: 3 go_9|— 0, que desarrollada queda
9 —
3$1 — 5$2 =0
Ejemplo adicional: HVZ12. Ejemplo B. pg. 297.
1.3 Orientacion relativa
se solapan paralelas secantes
vector generador igual igual distinto
ec. implicita (SL) igual igual A y distinta b | distinta A
AZ=b
interseccién de implicitas | las propias rectas conjunto vacio un punto
(ecs. conjuntas)
SClIndet. SL incomp. SCD

Ejemplo adicional: HVZ12. Ejemplos D y E. pgs. 299-300-301. En estos ejemplos se

usan las formas paramétricas, en vez de las implicitas, para obtener la interseccién.

Por ejemplo en el Ejemplo D las rectas (1,0) +t(—1,2) y (—2,1) + s(—1, —3) se cortardn

en un punto si existen valores de t y s que cumplan:

(1,0) +t(—1,2) = (—2,1) + s(—1,-3)

—t+s=-3

La ec. se puede reescribir como el siguiente SL: ’
2t+3s=1

Si el SL no tiene solucién las rectas son paralelas, si tiene solucién tnica son secantes, y
si tiene infinitas soluciones las rectas se solapan.




2 Rectas y planos en el espacio

FE5 es el conjunto de los puntos del espacio ordinario.

2.1 Rectas
2.1.1 Ec. vectorial

Se extiende facilmente desde la teoria para Fs, sin mas que anadir una entrada a los
vectores, para pasar de R? a R3.

Tomando ¢ como vector director, y siendo p un punto de la recta, la ecuacién vectorial es:
T=p+av/acR ‘

La recta pasa por el origen si p= 0 o si p'y ¥ son proporcionales.

La ecuacién vectorial en IR® se puede escribir como tres ecuaciones escalares, una por
componente. A esas ecuaciones las denominamos ecuaciones paramétricas de la recta.

A partir de dos puntos P; y P, de la recta (distintos) se puede obtener su vector director

como ¥ = py — p1, siendo p; el vector de posicién de P;.

Por ejemplo, la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones paramétricas de la recta
en E3 generada por el vector (1,2,3) son:

1
Z=0a(1,2,3) JaecR o ZI=a|2| /ack.
3
T «
ro=2a JaelR
T3 = 3«

2.1.2 Forma implicita

Consideramos la recta con vector director ¥ = (vy, v2,v3) que pasa por g = (p1,p2,p3). Se
permite que p sea el vector cero, que sea proporcional a ¥ 0 que no sea proporcional a ¥,
para incluir todas las rectas, pasando o no por el origen.

1 = p1 + avy
Las ecuaciones paramétricas son: ¢ o =ps +avy [/ a € R [1]

r3 = p3 + aus

A continuacién distinguimos tres casos:

e Si las tres componentes de ¥ son distintas de cero, entonces podemos reescribir las
ecuaciones anteriores de esta forma:

T1—p1 _
v o
Ta—ps _
PE=a [aeR
T3=Ps _

U3

A cada valor de « le corresponde un punto de la recta, y en cada punto se cumple:

Ti=p1 _ T2—P2 _ T3—P3
v1 v2 v3

=«



Las dos primeras igualdades dan lugar a dos ecuaciones independientes. HEsas dos
ecuaciones, que forman un SL, son las ecuaciones implicitas de la recta.

Si dos componentes de U son distintas de cero, entonces podemos reescribir las ecua-
ciones [1] de esta forma (hemos tomado la tercera componente como nula, pero el

razonamiento que sigue serfa similar si la nula fuera otra):
T1—p1 _
V1 =
Ta=p2 _ JaeR

V2

z3—p3 =0

Queda entonces el siguiente par de ecuaciones lineales:

1—p1 __ X2—p2 —
" = T g ) T3 =p3

e Si dos componentes de ¢ son nulas, entonces podemos reescribir las ecuaciones [1]
de esta forma (hemos tomado la primera como no nula, pero el razonamiento que

sigue serfa similar si la no nula fuera otra):

Z1—Pp1
U1

T2 = P2 /aeR

=«

T3 =Dp3

Las ecuaciones implicitas de la recta son las dos tltimas, que forman un SL.
parametro libre.

T es

A modo de sintesis, dependiendo del niimero de componentes nulas del vector generador

¥ de la recta tenemos tres casos:

T1—p1 _ T2—p2
e Si todas las componentes son no nulas las ecuaciones son: x;’_lm I3“_2p3
Vo = v3
TP _ Tk—Pk
e Si sélo la componente 7 es nula las ecuaciones son: i Uk
Ty = Pi
. . . A
e Si las componentes ¢ y j son nulas las ecuaciones son:
T =pi
J j

ari +brs +cxs=d

En los tres casos se encuentra un SL de la forma:
/ / / _ !
a'xy+bxe+cdxs=d

2],

donde el valor de las constantes a, b, c,d,a’,t',c,d dependerd de los valores de las
ponentes de ¥y de p.

com-

El SL serd homogéneo, es decir d = d’ = 0, si y s6lo si ¥ y p son L.d., es decir, si la recta

pasa por el origen.

Resolviendo el SL [2] encontrariamos como solucién general los puntos (z1,x2,z3) de la

recta, en la forma paramétrica dada en [1].

Cada ecuacién lineal en [2] es la ec. implicita de un plano en Ej3, es decir, la primera
corresponderia a un plano II; y la segunda a un plano Ils. La recta, por cumplir las dos

ecuaciones, es la interseccion de esos dos planos.
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Ejemplo 4. En Fj calcula la forma implicita de la recta con vector generador @ = (3,1, 0)
y que pasa por P = (2,3,7).

Sol.:
1 =2+ 3a

Su forma paramétrica es: x93 =3 + « , cona € R
T3 = 7

e Eliminando « entre las dos primeras ecuaciones tenemos la primera ecuacién de la
forma implicita:
r1—2 __
3 =223

desarrollada: x1 — 3z9 = —7

e La segunda ecuacién se toma directamente de la tercera paramétrica: x3 =7

I —31’2 = -7

La forma implicita es el siguiente SL : { .
T3 =

Noétese que:

e la recta no pasa por el origen.
e las soluciones del SL obtenido son los puntos de la recta.

e la recta es la interseccién de dos planos, 7 y me, correspondiendo cada uno a una
de las ecuaciones.

e denotando 71 y 7io como los vectores normales a w1 y o respectivamente, 711 X 7o
tiene la direccién de .
ni; = (1,-3,0) fia = (0,0, 1)
iy X fip = (1,—3,0) x (0,0,1) = (-3,—1,0)

Ejemplo 5. En FEj3 calcula la forma implicita de la recta que pasa por los puntos P =
(2,3,7) vy Q= (3,4,9).

Ejemplo adicional: HVZ12. Ejemplo C. pgs. 306-307.
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2.2 Planos
2.2.1 Ec. vectorial

Plano que contiene el origen

Considerados dos vectores cualesquiera @ y @ de R?, que formen un conjunto Li., el lugar
geométrico de sus combinaciones lineales es un plano que pasa por el origen.

1 3
Por ejemplo dados los vectores @ = |2 y ¢ = |2], tendremos que ¥ = «i + S¥ con
3 4

a, B € R es el lugar geométrico de un plano en E3 que contiene el (0,0,0). Se dice que el
conjunto {, U} es conjunto generador del plano, o que el plano esté generado por esos dos
vectores. Cualquier par de vectores del plano, L.i. entre si, es un par generador del mismo.

Por ejemplo los vectores 4+ 7 = (4,4,7) y 4 —U = (—2,0,—1) también forman un par que
es conjunto generador, porque estan dentro del plano y son linealmente independientes
(uno no es multiplo del otro).

Considerando el par generador inicial, la ecuacién vectorial paramétrica del plano
queda:

1 3
T=a (2| +06|2| /o, B€R.
3 4
1 = la+ 3,3
Las ecuaciones paramétricas son: { x9 =2a+28 /a, BE€R
xr3 = 3o+ 45

Noétese que a partir de tres puntos del plano se podria obtener un par de vectores que lo
genere, siempre que los tres puntos no estén alineados.

12



Plano genérico (no es necesario que contenga el origen)

Los puntos de cualquier plano II" (pase o no por el origen) se pueden expresar vectorial-
mente en la forma siguiente:

T=p+ai+pv/a BER,

siendo {#, ¢} el par generador del plano II que pasa por el origen y es paralelo (o igual) a
Il', y p= OP, siendo P un punto cualquiera del plano IT'.

Al igual que para el plano que pasa por el origen, para el plano II' se puede deducir un
par de vectores generadores a partir de las posiciones de tres puntos P, QQ, R en II' que
no estén alineados entre si.

Ejemplo 6. Obtén la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas del plano II de Ej3
generado por @ = (1,2,3) y ¥ = (3,2,4) y que pasa por el punto P = (0.5, 0.5, 10).

Sol.:

Sabemos que los puntos (x1,z2,23) del plano II generado por @ y ¥ y que pasa por el
origen cumplen la siguiente ecuacion:

(x17x27 x3) = O[(l, 27 3) + B(ga 274)

Si (0.5,0.5,10) verifica esta ecuacion, es decir, si p es c.l. de los vectores generadores,
entonces el plano H del enunciado contiene el origen, y por tanto H es el plano II.

Determinamos a continuacién si la ecuacién (0.5,0.5,10) = «(1,2,3) 4+ 5(3,2,4) tiene
solucién para algin par («,f3).

A esta ecuacion vectorial le corresponden las 3 ecuaciones escalares siguientes:

a+38=0.5
20+ 26 =10.5
3a+45 =10
Restando a la segunda ecuacion el doble de la primera, y a la tercera el triple de la primera
a+38=0.5
vemos que queda el siguiente sistema equivalente: 0—45=-05 ,
0—-56=28.5

Despejando S en la segunda ecuaciéon obtenemos 0.125, mientras que con la tercera
ecuacién obtenemos —1.70, por tanto el sistema de ecuaciones es incompatible, y en con-
secuencia P no esta en el plano II generado por @ y ¥ y que pasa por el origen.

La ecuacion vectorial del plano H se debe escribir entonces como:

0.5 1 3
=105 +a |2 +0|2]| /a,fER.
10 3 4

1 =05+ 1la+ 38
Las ecuaciones paramétricas son: ¢ x9 = 0.5 +2a+28 /a, BE€R
x3 =104+ 3a + 43

13
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NOMENCLATURA general: Al igual que para las rectas, para distinguir el plano que
no pasa por el origen del que si pasa por el origen algunos autores designan los primeros
explicitamente como planos afines y a los segundos como planos vectoriales. En los
enunciados de algunos ejercicios de este documento se usa esta nomenclatura para senalar
explicitamente si el origen estd o no incluido en el plano.

Ejemplo 7 a) Obtén la ecuacién vectorial paramétrica del plano II de E3 generado por
u=(1,2,3) y ¥=(1,2,4) y que pasa por el punto P = (2,4,7).

b) Obtén la ecuacién vectorial paramétrica del plano II' de E3 generado por 4y ¥y que
pasa por @ = (2,5,7)

Sol. apartado a):

Seria correcto escribir directamente la expresién general: ¥ = p4at+ (7, sin preocuparnos
de si el plano pasa por el origen o no.

2 1 1
Quedaria entonces la ecuacion: T= |4 +a|2|+6 2| /a,BER.
7 3 4

Sin embargo en este caso el origen estd contenido en el plano (nétese que @+ U = p), y
quedaria més elegante tomar como punto p’ el propio origen de coordenadas, con lo que
nos quedaria:

0 1 1 1 1
=10 +a|2|+0|2]| /«a B €, es decir, T=a (2| +08 |2 /o,B€R.
0 3 4 3 4

Asi la ecuacion vectorial paramétrica ya nos muestra que en este caso el plano contiene el
origen.

De forma general, para averiguar si el origen esta contenido en el plano basta con obtener
el determinante de [@ ¥ OP], ya que si es asi, entonces el determinante es cero.
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3 4

Resuelve ti mismo el apartado b).

2.2.2 Forma implicita

Plano que contiene el origen

Dado un plano II con vectores generadores @ y ¥, para obtener su forma implicita obte-
nemos en primer lugar un vector normal al plano, que denotamos como 77, que no es mas
que un vector ortogonal a todos los vectores del plano. Seguidamente basta imponer que
el vector genérico del plano, ¥ = (z,y, z), sea ortogonal a 7i.

Tenemos dos formas de obtener 7:

1. 7 = (n1,n2,n3) ha de ser ortogonal a @ y a ¥ por tanto ha de verificar las ecuaciones:
uiny + ugng +uznz =0
viny + veng +vzng =0

Los elementos u; y v; son reales conocidos, por tanto tenemos un SLH de dos ecua-
ciones con tres incégnitas. Es por tanto compatible indeterminado, con un grado de
indeterminacion.

El grado de indeterminacion resulta de que hay infinitos vectores ortogonales a los
dos dados, todos ellos sobre la misma recta.

Resolviendo el SL obtendriamos la solucién general y escogiendo un valor para el
parametro libre queda determinado el vector 7.

2. Podemos obtener el producto vectorial & x ¥. Como vector 7 tomariamos directa-
mente el resultado, o un multiplo que deje niimeros mas sencillos.

Una vez obtenido (n1,n2,n3), la ecuacién implicita del plano es:

mx+noy+mn3z=0 [1]

Plano genérico (no es necesario que contenga el origen)

Al igual que en el caso anterior hay que obtener 77 a partir del par generador del plano
paralelo en el origen, que puede ser el mismo. Si del plano sabemos que contiene un
punto P = (p1,p2,p3), y V = (2,y,2) es un punto genérico del plano, entonces el vector
ortogonal a 7 ya no es (z,y, z), como en el caso anterior, sino (x,y, z) — (p1,p2,p3). Por
tanto la ecuacién implicita del plano en el caso general es:

i@ —p1) +n2(y —p2) +n3(z —p3) =0 [2]]

Desarrollando la ecuacion anterior tenemos: X + Ny + N3z = nip1 + nap2 + n3ps

que se simplifica en la forma:
n1x + noy + n3z = b , siendo la constante b el segundo miembro de la ec. anterior.

Se trata de una ecuacién lineal, como era de esperar ya que la ecuacién [1] es un caso
particular de ésta.

Notese que b coincide con el producto escalar de los vectores 77 y p, ya que la ecuacién

— —

n-(Z—p)=0eslamismaquen-Z=1mn-p
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Distinguimos entonces los dos casos posibles.

e b =0y la ecuacién es por tanto homogénea. Estamos en el caso [1] si y solo si p
y 71 son ortogonales, lo que sucede si y solo si p’ estd en el plano II que pasa por el
origen. En ese caso la traslacion p se realiza “sobre” el plano, por tanto el plano no
cambia y II' =TI (II' es el “plano trasladado sobre si mismo”).

mx +ngy+n3z =0

e Si la traslacién no tiene lugar sobre el plano II, entonces IT' # II, b # 0 y el SL es
no homogéneo.

nir+mnoy+nsz=>=b conb#0

Otro método

Suponiendo el punto de paso P (que puede ser el origen de coordenadas) y los vectores
generadores 4 y U, los vectores (x,y, z) del plano son aquellos que verifican que el vector
(x,y,z) — p sea combinacién lineal de @ y ¥. Por tanto la ec. implicita se obtiene a partir
de la siguiente igualdad:

| @ 7 Z—F |=0

Ejemplo 8. a) Encuentra la ecuacién implicita del plano de E3 que pasa por los puntos
P=(1,21),Q=(-2,3,—-1) y R = (1,0,4). b) Obtén el centro geométrico de los tres
puntos y comprueba que se encuentra sobre el plano. Recuerda que el centro geométrico
es el promedio de los tres vectores O_P, O_Q y OR.

Sol.:
-3 0
a) Obtenemos los vectores P-Cj =Q-P=]1 y P‘fi =R-P=|-2
-2 3

Seguidamente el vector normal al plano, mediante el producto vectorial: 77 = 1@ X F"}>E =
-1
9
6
Para definir el plano falta tomar un punto del mismo y elegimos P (podriamos haber
tomado cualquiera de los tres).

Planteamos la condicién de ortogonalidad entre el vector 77 y el vector genérico del plano:
(& — OP) - (n1,n2,n3) =0

ni(z —p1) +n2(y — p2) +n3(z —p3) =0
para los valores del ejercicio:
—1(z—1)+9(y—2)+6(z—1)=0

Desarrollada queda:

r—9y —6z=—-23

Vemos que el plano no contiene el origen (0,0, 0).

Otro método: Desarrollando el siguiente determinante e igualando a cero también podemos
obtener la ec. implicita.
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-3 0 z-1
1 -2 y—-2{=0
-2 3 z-1
b) El centro geométrico es 1/3 de la suma de los vectores de posicién de los tres puntos.

1/3%((1,2,1) 4+ (-2,3,—1) 4+ (1,0,4)) = (0,5/3,4/3)

Comprobamos que el centro geométrico calculado estd en el plano, y también que los
puntos P, Q y R lo estan, o dicho de otra forma, comprobamos que cumplen la ecuacién,
con la siguiente operaciéon matricial:

1 -2 1 0
1 -9 —6]|2 3 0 5/3| =[-23 —23 —23 —23]
1 -1 4 4/3

HVZ12. Ejemplo D (pg. 309) y Ejemplo G (pgs. 311-312). En el segundo ejemplo se halla
la ec. implicita del plano paralelo a x + y 4+ z = 0 que pasa por el punto P = (1,1, 1).

2.3 Orientacion relativa entre rectas y entre planos

clasificacién SL de ecs. implicitas conjuntas

11 y I, S Incompatible: Planos paralelos

SC Indet. un parametro libre: recta

SC Indet. dos params. libres: II; (los planos son el mismo)

Myr S Incompatible: recta paralela a plano

SCD: la interseccién es un punto

SC Indet.: r (r contenida en II)

Ty S S Incompatible: rectas paralelas (vector generador igual)
o se cruzan (vector generador distinto)

SCD: la interseccién es un punto

SC Indet.: 7 (las rectas son la misma)

HVZ12. Ejemplos B, E, F. pgs. 305-306, 310-311, 311. Se analizan orientaciones relativas
en base a las ecuaciones paramétricas o en base a las ecuaciones implicitas.
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3 Producto escalar. Longitudes, distancias y angulos

3.1 El producto escalar canénico en IR"

El producto escalar candénico en R™ es una operacién interna que permite asignar longi-
tudes a los vectores y obtener distancias y dngulos entre ellos. Se le denomina también
“producto escalar usual” o “producto escalar habitual”.

3.1.1 Definicién

Uul U1
- R U2 . V2
El producto escalar canénico de dos vectores t = | . | yv = | . | de R" se define como
un Un
el siguiente escalar:
U-U=uiv1 + U2 + ... + Upvy = p [1]

El producto escalar vemos pues que es una operacién interna y que no es cerrada. El
resultado no es un elemento del conjunto R"” sino de R. De ahi el nombre de producto
escalar: el resultado es un escalar. Es la suma de n productos de dos ntimeros reales, y
por tanto es un real.

También se le denomina producto punto.

Se cumplen las propiedades que vemos a continuacién. Son muy sencillas de demostrar,
por lo que la demostracion se presenta sélo para la primera.

—

o (U+ V) - W=1u-w
En efecto, (@ + ¥) - W = (ug + vi,u2 + v2,..., Uy + vp) - W = (ug + v1)wy + (ug +
v2)wa + ...+ (Up + vp)wy

+U-d

Y ya que en IR se verifica la propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de
la suma:

= ULW1 + VW1 + U2W2 + V2W2 + ... + UpWy + VpWyp

Utilizando ahora la propiedad conmutativa de la suma de reales, reagrupamos los
sumandos:

= wgwi + uswo + ...+ UpWy + VIW] + VoW + .. VW, = U W+ T W

°
S

(T4

~—

= - ¥+ U - W, con justificacién muy similar a la anterior.
o \i- V=1 - 0= \u-7)
e - =17-1u (Por la propiedad conmutativa del producto de reales)
Esta propiedad se conoce como simetria del producto escalar.
e @-U>0,coni-i=0d=0 (Es una suma de cuadrados: el resultado sélo

puede ser positivo o cero)

Expresion matricial del producto escalar candnico:

Partimos de la ecuacién [1]:
U1

V2

£
=
S

U = v + UgVg + ... + UV, = [ul Uy ... un]
T Un
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El producto escalar de 4 y ¥ corresponde al producto matricial del traspuesto de @ y v. Es
el producto de una matriz 1 X n por una matriz n X 1, que da como resultado una matriz
1 x 1, es decir, un escalar.

Ejemplo 9 En R? y considerando el producto escalar canénico, determina @ -7y @ - i,
con

2 3
U= |-b|yv=| 2
~1 -3
Sol
3
G- T=uv=2 -5 —1| 2| =2x34+(-5) x2+(-1)x(-3)=6—-10+3 = -1
-3
2
T-i=0u0=[32 -3 |-5| =3x2+2x (-5)+(-3)x(-1)=6—-10+3 = —1
~1

3.1.2 Longitud o norma de un vector

Considerado IR"™, ¥ € R", y el producto escalar canénico, se denomina norma o longitud
de ¥, y se denota || ¥ || al escalar:

| 7 ||= VT -T= Vit =0 +0v3+... +02 [2a]

Nétese que la raiz estd siempre definida, ya que ¢ - ¥ es positivo o cero (es cero sélo si

=,

7 =0).

En la figura se observa como la longitud definida coincide con lo que conocemos como
longitudes de los vectores de IR2.

oF
s
ol
al :P(a,b)
2r va? +b? bi b
1T
0
a
AF
2F
3+
4 )
-4 2 0 2 4 6 8
X
Propiedades de la norma:
o [t = lel | 7]
e Desigualdad triangular || @+ 7| < |[d| + | 7

La igualdad se cumple cuando alguno de ellos es cero, o, sin serlo, @ = A¥ para algin
AeRT

Un vector 7 € R™ se dice que es unitario si || ¥ ||=1
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Multiplicando el vector no nulo ¢ por el escalar ﬁ obtenemos un vector ¥, = =7 que es

ldl

unitario. El proceso de crear v, a partir de ¥ se denomina normalizacién de v.

Uy Uo tienen la misma direccién y el mismo sentido.

Elevando al cuadrado la expresién [2a] se tiene:
|T?P=F - 0=0" V=02 +v5+ ...+ 02 [2b]

Con frecuencia resulta conveniente trabajar con las normas al cuadrado, para evitar la
expresion con la raiz cuadrada. Si se maneja esta expresion hay que recordar que la
norma toma valores sélo en R ™ (0 incluido).

Ejemplo 10 Encuentra un vector unitario que tenga la misma direccion y sentido que
7= (2,-3).
Sol:
|7 ?=4+9=13 by = (——, =2
V13 V13

también se puede escribir, méas simplificado:

3.1.3 Distancia entre dos vectores

Recordamos que si a y b son ntiimeros reales, la distancia en IR entre a v b es el real positivo |b — al.
En la figura se da un ejemplo.

3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Distancia entre z1 =2y x9 = &: I8 —2|=16]=6
Otro ejemplo, distancia entre 1 = —3 y 9 = —4:

[—4— (-3 =|-1]=1
Esta definicién de distancia se puede extender a R".

Dados 4,7 € R", la distancia entre @ y ¥, denotada como dist(#,¥), es la norma del
vector ¥ — .

Esto es, dist(, V) =|| 71 ||= /(¢ — @)}(T — @) = \/(v1 —u1)? + (v2 —u2)® + ... + (v — up)?

[3]




Propiedades de la distancia:
o dist(w,v) > 0si 4 # v, y dist(ud,u) =0
o dist(, ¥) = dist(, @)

e Desigualdad triangular  dist(#@, ) < dist(@, @) + dist(d, ¥)

Ejemplo 11 a) En IR? y con el producto escalar canénico calcula la distancia entre los
vectores U = (7,1) y @ = (3,2).

b) Representa graficamente los vectores @, Uy ¢ — @ (todos ellos con origen en (0,0)).
Seguidamente representa el vector ¥ — @ situando su origen en 4, como si se tratara del
vector original trasladado. Al situarlo en esta localizacién se entiende bien que su norma
corresponde a la distancia entre @ y v.

Sol.:

U— U= ! o=
|T—i P4 (<12 =17 i |- VT
y 1
| |
| |
j |
| |

.l S ¥ — @ trasladado

R 0l i

N ks

= L T |

2+ . 1 L ' : :

2 0 2 4 6 8 0

Ejemplo 12 a) Considerado el paralelogramo de vértices consecutivos A = (—3,2), O =
(0,0), B =(7,1), se pide:

Calcular las coordenadas del cuarto vértice C' del paralelogramo.

Calcular las longitudes de sus diagonales.

b) Resuelve el mismo ejercicio para el paralelogramo de vértices consecutivos P = (3,2),
O = (0,0), B = (7,1). Designa el cuarto vértice como D.

c¢) Resuelve el mismo ejercicio para el paralelogramo de vértices consecutivos P = (3,2),
Q= (1,1), B=(7,1). Designa el cuarto vértice como F.

Ejemplo 13 Considerando el producto escalar canénico en IR*, calcula la distancia entre
los vectores v = (7,1,1,5) y 4 = (3,2,1,3).

Sol.:

T—ii=(4,-1,0,2)
dist = || 7—i||=vI6 +1+0+4 =21
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3.1.4 Angulo entre dos vectores

Con el producto escalar canénico en R" se define angulo entre dos vectores @ y ¥, ninguno
de ellos el vector 0, como el escalar o = ang(, ¥) siguiente:

a€0,m] tal que @ - U=|d| | V] cosx
Despejando cosa: cosq = 7} : v_, 4]
fal o]

°
<y

T=0&cosa=0&a=m/2

o -U>0&cosa>0sac(0,1/2)

Caso o =0 Siv=M con A>0 = 6 -v=u- =N -u)=\|u]?
Al Al
COSQx — = — e - :1 :>a:0
(] (A AL a2

o -T<0& cosa<0&ac (m/2,7

Caso av =11 Siv=M con A<0 = @-v=u- =\ -@)=\|u]|?
o — _AEIE At I
Fafl (FAa AL a2

OBSERVACION: Dos vectores @ y ¥ en IR™, ambos distintos de 0, son linealmente depen-
dientes si y sélo si el angulo que forman es 0 o 7.
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Ejemplo 14 En R? considera el producto escalar habitual, y los siguientes vectores:
u=(7,1),7=(-3,3), W =(3,-3) y 2= (4,-3).

Calcula los siguientes angulos:

a) Angulo que forman @ y v:

b) Angulo que forman @ y -

c) Angulo que forman @ y 2

Sol.:

e (7,1) (=3,3) = V50 V18 cosa

-21+3 18  -18  -18 3
VB0VI8  VB0VI8 V25 x4x9 5x2x3 5

CoStx =

arco coseno(—2) es el dngulo buscado.

El dngulo es a ~ 2.2143 radianes ~ 126.8699 grados

e (7,1) (3,-3) = V50 V18 cosa
21 -3 18 V18 3v2 3

costy = == = -

V50VIS  VB0VIS VB0 5x+v2 5

El dngulo es a ~ 0.9273 radianes ~ 53.1301 grados

Noétese que ¥ y W son vectores opuestos, por tanto la suma del dngulo de ¢ con ¥
maés el angulo de « con w es igual a 180 grados.

o (7,1) (4,-3) = V50 5 cosa

28-3 25 5 5 —i~07071
5V50  5v50 60 5vV2 V2

Cosa =

El dngulo es a = 45 grados

En este ejercicio es sencillo representar graficamente los vectores, y asi comprobar que
donde esperamos dngulos agudos en efecto obtenemos angulos agudos y que donde espe-
ramos angulo obtuso obtenemos angulo obtuso.
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Ejemplo 15 Considera el plano Es y en él el tridngulo con vértices en los puntos O = (0, 0),
A = (7,0) y B = (—2,5). Determina los tres dngulos interiores del tridngulo. Ten en
cuenta que la suma de los angulos ha de ser igual a 180 grados.

Sol.:

En O:

En A:

En B:

Con el producto escalar (p.e.) de los vectores OA y OB podemos obtener el dngulo
en O.

Con el p.e. de los vectores —OA y AB podemos obtener el angulo en A.
AB=0B—-0A=(-2,5)— (7,0) = (=9,5)

Con el p.e. de los vectores ~OB y —AB podemos obtener el dngulo en B. Al
efectuar este p.e. puedo sacar fuera (—1) x (—1) = 1, por tanto el resultado es el
mismo que si obtuviésemos el p.e. de OBy AB

(7,0)-(~2,5) —14

cosa = = ~ —0.3714
VTV/29 7V29
Angulo en radianes ~ 1.9513 Angulo en grados ~ 111.8014
cosfl = —(7,0)-(=9,5) __ 8 ~ 0.8742
V7V/106 7v/106
Angulo en radianes ~ 0.5071 Angulo en grados ~ 29.0546
—-2,5)-(—9,5 18 4+ 25 43
cos'y:( ,5) - (=9, ): i = ~ 0.7756
V29106 V29106 /29106
Angulo en radianes ~ 0.6832 Angulo en grados ~ 39.1440

Comprobacién de la suma de dngulos: 111.8014 + 29.0546 + 39.144 = 180
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Ejemplo 16 En IR? y considerando el producto escalar canénico, determina el dngulo
que forma el vector ¥ = (4, —1,6) con cada uno de los vectores i = (1,0,0), 5 = (0,1,0) y
k= (0,0,1)
Sol.:

e (4,—-1,6) (1,0,0) =16+ 1436 1 cosa = /53 cosa

4
cosa = —— ~ 0.5494
V53

El dngulo es a ~ 0.9891 radianes ~ 56.6712 grados

e (4,—1,6) (0,1,0) = /53 1 cosf3

-1
cosff = — ~ —0.1374
P V53

El dngulo es § ~ 1.7086 radianes ~ 97.8951 grados

e (4,—1,6) (0,0,1) = /53 1 cosy

6
cosy = —— ~ (0.8242
7 V53

El dngulo es v ~ 0.6021 radianes ~ 34.4962 grados

Ejemplo 17. Calcula los tres dngulos del tridngulo de vértices A = (1,1), B = (5,2) y
C = (—3,6), y rellena un cuadro como el siguiente con los resultados. Expresa el dangulo
en grados y con precisién de décimas (mediante redondeo).

En vértice angulo
A
B
C

Solucién con MATLAB:

A=[1 1]’; B=[5 2]’; C=[-3 6]’;
AB=B-A;
AC=C-A;
BC=C-B;

% tomo AB y AC para el adgulo en vértice A

angA=acosd(dot (AB,AC) /norm(AB) /norm(AC)) ;
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h dot( , )
% norm( ) es la norma del vector
% acosd( ) es el arcocoseno en grados

es el producto escalar de los vectores que aparecen como argumentos

% tomo BA y BC porque vértice en B (BA=-AB)

angB=acosd (dot (-AB,BC) /norm(AB) /norm(BC)) ;

% tomo CA y CB porque vértice en C (CA=-AC , CB=-BC)

angC=acosd (dot (-AC,-BC) /norm(AC) /norm(BC) ) ;

angA+angB+angC - 180 % Si sale O cumple que la suma son 180 grados
[angA angB angC] % en una fila para ocupar menos espacio

h O
% 114.6236 40.6013 24.7751

% redondeando a la décima: 114.6 40.6 y 24.8 grados

% Observacién:

% En la practica es preferible:

% 1) Obtener el coseno del angulo y verlo por pantalla.

% 2) Comprobar que el valor se encuentra entre -1 y 1. Si no es asi
b hemos cometido un error.

% 3) Obtener el &dngulo a partir del arcocoseno del coseno obtenido.

% En este ejemplo los tres cosenos toman los siguientes valores:

% -0.4167
% 0.7593
% 0.9080

% El primero, negativo, corresponde a angulo obtuso, y los dos siguientes, positivos,
% a angulos agudos.
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3.1.5 Vectores ortogonales. Teorema de Pitagoras generalizado

En R" con el producto escalar canénico decimos que dos vectores @ y ¢ son ortogonales
siu-7=0

El vector cero es ortogonal a todos los vectores de IR"™, pues 0-7=0 VieR"

e Teorema de Pitagoras y Teorema de Pitagoras generalizado

Dos vectores @ y ¥ son ortogonales si y s6lo si || @+ @ ||?=|| @ || + || ¥ ||? [5a]
|@+7|*= (@4 0) - (@+0) =t (T+0)+ 7 (T+7) =
=0 d+u-T+0-a+0-v=|a|>+ || V)P +2u-T

la+dP=la|*+ ]I v]*+2a-v [5D)]

La ultima expresién es el Teorema de Pitagoras generalizado. El Teorema de Pitdgoras
corresponde al caso particular en que @ y ¥ son ortogonales.

Esquema en R?:

6— T T T T T ]
4_

S |2 |*+ 1 7 i
0_ -
2 1 1 1 1 1

-15 -10 -5 25 30
6— T T T T T ]

(V] 4_

< 2t al?+| v ||2+2fw-«7
0_

) 1 1 1 1 1
-15 -10 -5 25 30
Xy
T T T T T T T T T
o .ﬁ+6 |

2 ol Dl KR R
or m
_2 | | | | | | | | |

-15 -10 -5 5 10 15 20 25 30
X

1
(Recuérdese como la suma de dos vectores coincide con la diagonal del paralelogramo que
definen, tomando como origen de la diagonal el vector 0).

Observacion: En la figura del medio se ha tomado ¥ formando un angulo agudo con @, por
lo que el sumando 2% - ¥ es positivo (producto escalar positivo), y la norma al cuadrado
de la suma es mayor que la suma de los cuadrados de las normas. En la figura inferior se
ha tomado ¢ formando un dngulo obtuso con u, por lo que el sumando 2u - ¢ es negativo
(producto escalar negativo), y la norma al cuadrado de la suma es menor que la suma de
los cuadrados de las normas.
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e Teorema del coseno

Se deduce igual que el Teorema de Pitdgoras generalizado, pero considerando ¥ — .
Mostramos la misma figura que en el apartado anterior, pero para la diferencia en vez
de la suma.

6* T T T /l_); T T T T T T ]
4+ N o N N 4
o NJo-ap=la e ]
of ) .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
45 10 5 0 5 10 15 20 25 30
X
1
6* T T T T T T T T T ]
4r O = 22 |2 =2 _o2 ]
S ld—a|*=[la|*+| 7| -2a-
of ) .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
45 10 5 0 5 10 15 20 25 30
X
1
6* T T T T T T T T T ]
0 S ~ S Lo
o AT I —a |P=[l | + || 7 |* —2& - ¥
ol \ A
of 7 .
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
45 10 5 0 5 10 15 20 25 30

Presentamos el mismo teorema, con otra notacién.

b - 1
................. AB=0B - 0A
w20 OB\ e ]
S OBN
o _ 2 p |
0]
2 i
‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 0 5 10 15
X
4 ]
c
o b |
0 ]
a
-2 -
5 0 5 10 15

— —,

| AB|P=| B~ A|?= (B-A)-(B-A)=| A2+ | B|? —24-B =

~—
~—

— —

| A2+ || B|2-2|A|| | B| cosy, siendo 7 el 4ngulo que forman los vectores A y B

Denotando las longitudes de /_f, B AB como a, by c, respectivamente, la expresion del
Teorema, del Coseno queda:

2 =a?+b>—-2abcosy

Por simetria se puede encontrar una expresion similar para los otros dos angulos interiores:

a’?=b>+c%—2bccosa « es el angulo opuesto al lado a

b =a?+c?—2accosp B es el angulo opuesto al lado b
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