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Consideramos el espacio vectorial R"™ con el producto escalar candnico.

1 Bases ortogonales y ortonormales

Un conjunto de vectores S = {¥1, 2, ..., U, } de R" se dice que es un conjunto ortogonal
si cada par de vectores distintos del conjunto es ortogonal, es decir, si ¥; - 7; = 0 V i # j.

Un conjunto de vectores S = {¥1, s, ..., 0y} de R" es un conjunto ortonormal si es un
conjunto ortogonal de vectores unitarios.

Isii=j

0sii#j

—

Ui - U = 045 =

TEOREMA. Si S = {t},7,...,7,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos de
R™, entonces S es un conjunto linealmente independiente y por tanto es una base del
subespacio generado por S.

Una base ortogonal de un subespacio W de IR™ es una base de W que es ademéds conjunto
ortogonal.

Una base ortonormal de un subespacio W de IR™, es una base de W que es ademds
conjunto ortonormal.

TEOREMA. De cualquier subespacio W de IR™ se puede obtener una base ortogonal,
y mediante normalizacién de ésta, una base ortonormal. La excepcién es obviamente el
subespacio cero.

TEOREMA. La base canénica de IR"™ es base ortonormal.



Ejemplo 1. Muestra que {¥y, %2, 73} es un conjunto ortogonal de R3, siendo

3 -1 -1
Gi=| 1|, =] 2|, B=|-4
1 1 7

Consideremos los tres posibles pares de vectores distintos, a saber {v, U2 },{th, U3} y {va, U3}.
Ty =3(=1)+1(2) + 1(1) =0

U3 =3(—1/2)+1(-2)+ 1(7/2) =0

Uy = —1(=1/2) + 2(=2) + 1(7/2) = 0
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Cada par de vectores distintos es ortogonal, por tanto {U, U, U3} es un conjunto ortogonal.

Ejemplo 2. Muestra que {iiy, iz, 13} es una base ortonormal de R3, siendo:

3/V/11 -1/V6 —1//66
o= | 1/VI1|, d=| 2/V6|, i3=|—4/V66
1/V11 1/v6 7//66
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El conjunto {1, s, U3} es un conjunto ortonormal, luego es linealmente independiente, y
ariadido que tiene rango 3, resulta ser base de R3. Por ser un conjunto ortonormal es
una base ortonormal.

Cuando los vectores de un conjunto ortogonal se “normalizan” para tener longitud unidad,
el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal, y por tanto, al tener longitud unidad, forma un
conjunto ortonormal.

Estos son de hecho los mismos vectores del ejemplo anterior, que como habiamos compro-
bado son ortogonales, pero ahora normalizados.



TEOREMA. Una matriz cuadrada A,, tiene columnas ortonormales si y solo si A'A = I.

Demostracién: Podemos escribir A = [ @y d2 ... dp, | quedando por tanto A! =
_,t
ay
i
_'t
a'l’L
a =t ~t
2 . - .
Desarrollando A'A obtenemos A'A = | | [ @ a2 an | =
—t = —t =
it a,ai a,,an,

lsii=j
La tltima expresion es igual a I si y solo si dld; = d;; = o ‘7
0sii+#j

at d; es el producto escalar de @; y dj, por tanto A’A = I si y sélo si las columnas de A

son vectores unitarios ortogonales entre si. O

TEOREMA. Una matriz cuadrada A, tiene columnas ortonormales si y solo si A'A =
AA =1T.

Demostracién: “=" Por tener columnas ortonormales A’A = I (teorema anterior)

Por tener columnas ortonormales A tiene rango n y por tanto es invertible (o simplemente por
verificar A'A = 1).

Premultiplicando A*A = I por A por la izquierda y por A~! por la derecha queda: AA* =T

“<” A'A = I implica que las columnas de A son ortonormales (teorema anterior). O

Se dice que una matriz A,, dada es matriz ortogonal si cumple que AA* = A'A =1, 0
lo que es lo mismo, si su inversa coincide con su traspuesta, o lo que es lo mismo, si sus
columnas son base ortonormal de IR".

Es importante recordar que la base debe ser ortonormal (el nombre “matriz ortogonal”
puede inducirnos a pensar, erréneamente, que bastaria con que los vectores fueran orto-
gonales entre sf).

Resultados:

e Si A es ortogonal también lo es A?, por tanto las filas de A también son base ortonor-
mal de R".

e Las matrices ortogonales tienen determinante 1 o —1.
AAt =T = |A||AY =1 = |A? =1

e El producto de matrices ortogonales es ortogonal.
Lo comprobamos para A y B ortogonales.
(ABYAB=B'A'AB=B'IB=B'B=1

A las aplicaciones o transformaciones lineales de R"™ en IR" cuya matriz estandar asociada
es ortogonal las denominamos aplicaciones o transformaciones ortogonales.



2 Subespacios ortogonales

Se dice que 7 es ortogonal a un subespacio W de IR" si 7 es ortogonal a todo vector
weWw.

TEOREMA. 7 es ortogonal al subespacio W de IR" si y sélo si 7 es ortogonal a una base
de W.

Se dice que el subespacio H es ortogonal a W si VzZ' € H, 7 es ortogonal a W.

TEOREMA. H es ortogonal al subespacio W de R" si y sélo si los vectores de una base
de H son ortogonales a los de una base de W.

Si H es ortogonal a W, W es a su vez ortogonal a H (por la simetria del producto escalar),
y se dice de W y H que son subespacios de IR" ortogonales entre si.

Ejemplo 3. Considera en R? las rectas r =< (1,a,2) > y
s =< (1,—2,0) >. Determina el o los valores de a tales que r y s sean subespacios
ortogonales.

Sol:  Las bases de r y s son respectivamente {(1,a,2)} y {(1,—2,0)}.

El producto escalar de los dos vectores es 1 — 2a, por tanto las rectas son ortogonales si y
solo si a =1/2.

La recta r es la siguiente: < (1,1/2,2) >.

TEOREMA. La suma de dos subespacios H y W ortogonales entre si es suma directa.

En efecto todo par de vectores Z, W no nulos, cada uno perteneneciente a un subespacio,
es un conjunto linealmente independiente, por ser los vectores ortogonales entre si, y ello
garantiza que la suma es directa.

En relacién con el Tema 5 “Autovalores, autovectores y diagonalizacién” se tiene el
siguiente resultado:

TEOREMA. A real es simétrica < es diagonalizable y todos sus subespacios propios son
ortogonales entre si.

Las matrices estdndar A de las simetrias ortogonales en IR? y en IR? respecto de rectas o
planos respectivamente, son simétricas porque estos endomorfismos son diagonalizables y
los subespacios propios son ortogonales entre si. Lo mismo sucede con las matrices estandar
A de las proyecciones ortogonales en IR? o IR? sobre rectas o planos respectivamente.




3 Complemento ortogonal

El conjunto de todos los vectores z' que son ortogonales a W se denomina complemento
ortogonal de W y se denota como W=,

Wt={ZeR"/Z-W=0 VieW}

Ejemplo 4. Consideremos en R? el subespacio W identificado con un plano que contiene
el origen y el subespacio L identificado con la recta que pasa por el origen y perpendicular
al plano anterior. Se tiene entonces que VZ € L yVuw € W, Z- & = 0. Ver la figura.
En efecto, L estd formado por todos los vectores que son ortogonales a los W de W y
reciprocamente W estd formado por todos los vectores ortogonales a los Z de L. Es decir,

L=WtyW=L"

C:HI\§¢

N \L“

Tomemos por ejemplo el caso de W =< (1,0,0),(0,1,0) >.

Los vectores ortogonales a W serdn los (x,y, z) € R? ortogonales a la base de W, es decir,
tales que:

-(1,0,0) =0 =0
(:Bay7 Z) ( Y ) = x Por tanto WL =< (07051) >
([L‘,y,Z) : (0’ 1’0) =0

TEOREMA. Se cumplen los siguientes resultados sobre W+, siendo W un subespacio
del espacio euclideo R™.

1. Wt es un subespacio de R"
2. (WHt=w
3. WPWE=R"

OBSERVACION

Todo subespacio W C IR™ (salvo el {0} y el propio IR™) admite infinitos subespacios
complementarios, pero solo uno de ellos es complemento ortogonal.

Por ejemplo, en IR? cualquier recta pasando por el origen y no incluida en el plano XY es
subespacio complementario del subespacio formado por el plano XY, pero el complemento
ortogonal del plano XY es un subespacio unico, que es la recta que define el eje Z.



Nétese en el ejemplo anterior que para obtener los vectores ortogonales a (a, b, c) en R? hay
que resolver la ec. (a,b,c)-(z,y,z) = 0, es decir, la ec. lineal homogénea ax + by + cz = 0.

az—+by—+cz = 0 es la forma implicita de un subespacio bidimensional F' de R®. Dicha forma
expresa que los vectores (z,y, z) de Iy los vectores < (a,b,c) >' son ortogonales entre
si, y que por tanto F'y < (a,b,c) > son complementos ortogonales. F* =< (a,b,c) >.

Complemento ortogonal de un subespacio W dado en implicitas: A7 =0

De forma ma&s general, para un subespacio W de dimensién d de R", su forma implicita
A —q, n T =0 expresa que los ¥ € W — que son las soluciones y por tanto NulA — son
ortogonales a las filas de A.

La base de W la forman las d soluciones independientes del SLH, o lo que es lo mismo la
base de NulA.

La base de W+ la forman las filas de A.

Por ejemplo, para el subespacio W = {(z,y) € R? / 2z + 3y = 0}
B ={(-3,2)} es base de W, porque (—3,2) es solucién de la ecuacién implicita.
C ={(2,3)} es base de W+.

Es importante darse cuenta de que el “vector que aparece” en la ecuacién, en este caso
(2,3), es precisamente el ortogonal, y por tanto no perteneciente al subespacio que define
la ecuacion.

Complemento ortogonal de un subespacio W con base B conocida

Si partimos de un subespacio W de dimensién d del cual conocemos una base B =
{by,...,bg}, tomando B = [ by by ... by ] se tiene que la base de W+ son las soluciones
independientes del SLH B'Z = 0, o lo que es lo mismo la base de Nul(B?).

Por ejemplo partiendo de W =< (1,0,0,0),(2,1,0,0) >, W+ son las soluciones del SLH
Tr1 = 0

201+ 22 =0
1 2
101 1 1 0 0O
B= 0 ol T w —Nul({2 1 0 0})
0 0

La matriz tiene rango 2, por tanto el SL tiene dos parametros libres y la base de W+
tendra dos vectores. Un ejemplo de base de W+ es C = {(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Ndtese que la base obtenida, puesta por filas, produce la matriz de coeficientes de la forma
implicita de W.
W = {(x1,22,23,24) € R* [ 23 =0, 24 =0}

!Si (a,b, c) cumple la ecuacién también la cumple todo miltiplo de (a, b, c)



Ejemplo 5. Sea B = {(3,2,2,4),(1,0,0,2),(1,—1,—1,1)} una base de F, subespacio de
R*. Halla una base del complemento ortogonal de F.

Sol:

Los vectores ortogonales a los dados serdn los (x,y,z,t) que cumplan las siguientes ecua-
ciones:

(3,2,2,4) - (z,y,2,t) =0 3z +2y+224+4t=0
(1,0,0,2) - (z,y,2,t) =0 forma impl. de F+: { 2 +2t =0
(1 1 ]-71) ($7y7 7)20 Jj—yfszt:O

Las 3 ecuaciones anteriores forman un SLH por lo que ya estamos viendo que F es un
subespacio vectorial. Para obtener la base de F- hay que resolver el sistema.

3 2 24 |0 1 -1 -1 1 |0 1 -1 -1 1 |0
1 0 02 ]0[~1 0 02/]0/~0 1 1110
1 -1 -1 1 1|0 3 2 24 |0 0 5 5 1 ]0

1 -1 -1 1 |0 100 20
~10 1 1 1 ]0/~f011 1 |0
0 0 0 —4 |0 000 —4 |0

Tenemos 3 ecuaciones, rango 3, y 4 incognitas. Por tanto tenemos 4 — 3 = 1 pardmetro
libre. Tomando z como pardmetro libre deducimos:

—4t=0 =

Yy+z+t=0 = y+2=0 = |y==2
r=-2t = |z=0

El vector solucion es de la forma (z,y,z,t) = (0,—2,2,0) VzeR

El conjunto de vectores ortogonales a los tres dados es un subespacio vectorial de dimension
1. Una posible base es: {(0,1,—1,0)}

Notese que Oz + x2 — x3 + O0xgy = 0, 0 lo que es lo mismo, xo — x3 = 0 es la ecuacion
implicita de F.

Ejemplo 6. Se consideran en R® los subespacios Wi =< (1,1,0),(0,3,6) >, Wy =<
(1,2,1) > y W3 =< (7,8,5),(6,3,1),(1,3,6) >

Halla una base de cada uno de los subespacios ortogonales correspondientes, Wi-, Wi,
Wi

Sol:

a) Wit = (z,y,2) € R3 /(x,y, 2) es ortogonal a (1,1,0) y a (0,3,6)
(x,y,2)-(1,1,0) =24y =0
(z,y,2)-(0,3,6) =3y +62=0
Tenemos dos ecuaciones y tres incognitas. [1 L0 O]
0 3 6 [0
El sistema se encuentra ya en la forma escalonada. Tomamos z como pardmetro libre.
3y+62=0 =y+22=0 =y=-2z2
r+y=0 =zr=—y =x=22
El vector solucion es de la forma (z,y,z) = (2z2,—2z,2z) VzeR

El conjunto de vectores ortogonales a los dos dados es un subespacio vectorial de dimension
1. Una posible base es {(2,—2,1)}



Wi se expresaria como Wit =< (2,-2,1) >

NOTA: Se puede obtener Wi+ =< i > , siendo 7 = (1,1,0) x (0,3,6) (producto vecto-
rial).

b) Wit = (2,y,2) € R® /(x,y,2) es ortogonal a (1,2,1)

(r,y,2)-(1,2,1) =x+2y+2=0
La ltima ecuacion es la ecuacion implicita de W3-
Tenemos una sola ecuacion y tres incognitas, por tanto dos pardmetros libres. Dejando
como pardmetros libres y y z tendremos

z+2y+2=0 =zrx=-2y—2 y=y, z=2=2
El vector solucion en forma paramétrica es (x,y,z) = (—2y — z,y,z) YyeR VzeR
El conjunto de wvectores ortogonales al dado es un subespacio vectorial de dimension 2.
Una posible base es: {(—2,1,0),(—1,0,1)}.
Wi =< (-2,1,0),(-1,0,1) >

c) I/VgL = (z,y,2) € R3 /(z,y,2) es ortogonal a (7,8,5), (6,3,1) y (1,3,6)
136 |0 1 3 6
A=16 31 10| , |6 3 1]=100
78 5 |0 78 5

detA # 0, por tanto tenemos un sistema de Cramer, con solucidn unica, y como el sistema
es homogéneo, la solucién unica es la trivial.

Por tanto W3- = {(0,0,0)}.
W3 representa todo el espacio R3, por lo que era de esperar que I/VgL = {6}
Habiamos visto anteriormente como 0 es ortogonal a todos los vectores.

Ejemplo 7. Se considera el subespacio W de R® dado por 2z +vy — z = 0. Determina
una base de W.

Sol:

Podemos interpretar la ecuacion 2x +y — z = 0 como la expresion del producto escalar de
dos vectores, igualado a cero, siendo los vectores (2,1,—1) y (z,y, z). Los vectores (x,y, z)
contenidos en el plano que representa el subespacio vectorial W de R® son los vectores
ortogonales al vector (2,1, —1), y obviamente a los miltiplos de éste.

En efecto si (2,1,—1) - (z,y,2) =0, entonces  \(2,1,—1) - (z,y,2) =0

Por tanto W+ =< (2,1, —1) >, y una posible base B = {(2,1,—1)}

Ejemplo 8. Se considera el espacio euclideo candnico R? y el subespacio W dado por la
T+4y+82=0
r—y+z=0

forma implicita siguiente: . Determina una base de W+.

Sol:

r+4y+82=0
z—y+2z=0

W:{(x7yvz)/{ }

Las ecuaciones implicitas expresan que los vectores (x,y,z) de W son a la vez ortogonales
al vector (1,4,8) y al vector (1,—1,1), por tanto una base de W+ es {(1,4,8),(1,—1,1)}.



4 Descomposicion ortogonal y proyeccién ortogonal

El resultado W @ W+ = R", significa que cada ¢ € R" se puede escribir de forma tinica
como suma de un vector 4 € W y un vector 7 € W+

F=7+72 conjeWyzewt
gj’ es la proyeccion ortogonal de i sobre W, que denotamos también como proy w ¥

También se puede dar esta definicién equivalente: La proyeccién ortogonal de g sobre W
es el vector i € W tal que j — ¢ € W+

;, Cémo obtener proyy, i ?

Ya que W &b Wi = R" podemos obtener una base de R" B = {51, by, ..., b, gd+1, ol I%},
con {b1,ba,...,bg} base de W y {bgi1,...,b,} base de W+,

Entonces i = Clgl + 6252 +...+ Cdl_;d + Cd+lgd+1 +...+ Cngn

g

proyyy € W zewt

con proyywy = c1by +caba + ... +cqgbg € Wy
Z=cq41bar1 + ... + crby € wHt
Una vez obtenidas las coordenadas ¢y, cg, ... ¢, que son unicas (las coordenadas respecto

de una base dada son tnicas), podremos determinar el vector unico proyyy € Wy el
vector tinico Z € W tales que i = proy, 4 + 2.

Esquemas en el espacio euclideo canénico R> (Linear Algebra and its Applications, Lay,
Quinta edicién. p. 350). Proyeccién ortogonal del vector i sobre el subespacio < W > de
dimension 2:

FIGURE 2 The orthogomnal projection
of y onto W.
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FIGURE 4 The orthogonal projection
of y onto W 1s the closest pomt m W
toy.

Por otra parte, f/’ tiene la propiedad de ser el vector de W mas cercano a §
| g—proyw 7| < ||[§—7| VGEW con v#¢

Decimos entonces que dado ¥ € R™, la mejor aproximacién de i que puedo obtener
mediante un vector de W, subespacio de R", es proyy, ¢/

., En qué sentido es mejor aproximacién?. En el sentido de menor distancia.

La distancia de i € IR™ al subespacio W se define como la distancia desde % al punto

més cercano de W. Dicho de otra forma, la distancia de ¥ a W es igual a || ¥ — proyy, 7 ||
= Z|

OBSERVACIONES
e 7= proyy, .7, es decir, 7 es la proyeccién ortogonal de ¢ sobre W.
e || proyy 7 || es la distancia de 7 a W+,
e Siy e W, entonces proyyy = ¢

e Si € W, entonces proyy, i = 0

En temas anteriores hemos estudiado proyecciones ortogonales en R? y en IR3, deter-
minando a partir de las caracteristicas de la transformacion cudl era la matriz asociada
referida a la “base natural” de la transformacién, o base de autovectores de la transfor-
macién, y cual era la matriz estdndar asociada, obtenida mediante los cambios de base.
Con procedimientos similares pudimos obtener la matriz asociada a la simetria ortogonal.
A partir de las matrices resultaba sencillo obtener la proyeccién ortogonal o el simétrico
de cualquier vector.

En este tema estudiamos la proyeccién ortogonal a partir de la descomposicién ortogonal
y extendemos el concepto de proyeccion ortogonal al espacio vectorial IR".
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5 Proyeccion ortogonal conocida una base ortogonal

TEOREMA. Sea W un subespacio de IR", {51, gg, . ,gd} una base ortogonal de W e
7y € IR™. Entonces

— i g - g - _"[_)' pnd
proywy—_‘y jb1+§ 2b2+...+_‘7{7f,1bd [1a]
by - by b - be bd - ba
Cada sumando corresponde a la proyeccién ortogonal sobre un subespamo unidimen-
sional < b; >. Por tanto la proyeccién ortogonal de i sobre < bl,bg, .. bd >, siendo
{bl,bg, .. bd} una base ortogonal, es igual a la suma de las d proyecciones ortogona-

les sobre subespacnos unidimensionales, mutuamente ortogonales, en las direcciones de

by, ba, ... by

e Si la base {u, Ua, ..., Uy} es ortonormal la expresién [1a] queda cémo:

proywy = (¢ - Uy) U1 + (§ - U2) de + ...+ (¥ Ug) Uq [1b]

Para célculos a mano se recomienda utilizar la férmula [1a] ya que en la [1b] aparecerdn
en general raices cuadradas.

Se muestra un esquema en IR? de la proyeccién sobre un subespacio W de dimensién 2
genérico del que conocemos una base ortogonal B genérica. (Lay, Linear Algebra and its
Applications. Quinta edicién, p. 351).

De acuerdo con la notacion que usamos en esta seccién, ha de tenerse en cuenta:

e La base {u1,u2} de la figura ha de entenderse como una base ortogonal, no nece-
sariamente ortonormal. En efecto en la férmula de la figura aparecen explicitamente
los productos escalares u; - i;, que no serian necesarios si la base fuera ortonormal.
Para interpretar la figura de acuerdo con la notacién usada en esta Seccidn, esta
base ortogonal serfa la base B = {by, ba}.

FIGURE 3 The orthogonal projection of y is the
sum of its projections onto one-dimensional
subspaces that are nmtually orthogonal.
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Ejemplo 9. Considera en R2 los vectores if = (7,6) y b= (2, 1) Encuentra la proyeccidn
ortogonal de i sobre < b > y la distancia de i a la recta < b>.

Sol:

e Puesto que se proyecta sobre un subespacio de dimension 1, su base puede considerarse
base ortogonal.

Proy gz, § = gg b
- (7,6).2,1) 20 _ _
pr0y<b> Y= ( ) (2 1) ( ) E (27 1) - 4(27 1) - (874)

e La distancia de §f a < b > es igual a la norma de 7 = g—proy_g. ¥=(7,6)—(8,4) =
(_17 2)

d= /CIP 12 =5

OBSERVACION: Este procedimiento es el mds sencillo, pero proy_p_ § se podria haber
obtenido con otros métodos.

o Mediante el procedimiento visto en la Seccion 4:
Calculamos en primer lugar un vector Zy ortogonal a b = (2,1). Un ejemplo es z) =
(1,-2).

Considerada la base B = {1;, Z1}, con un vector en la direccion de b y otro en la direccion
ortogonal Zy, se calculan las coordenadas de (7,6) respecto a esta base, resultando ser
(4,—1), es decir:

(7,6) = 4(2,1) + —1(1,-2) = (8,4) + (—1,2)

\.\:_/ N——
e<b> €<z >

Por tanto la proyeccion de (7,6) sobre < (2,1) > es el vector proy_ g y = (8,4)

o A partir de la matriz asociada a la aplicacion lineal vista en temas anteriores (matriz
de la proyeccion ortogonal en ]RQ), usando la base anterior:

e | K R

. 7
proy_;. y=A [6}
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