3.7 Formas paramétrica e implicita de los subespacios de R"

Todo subespacio H de R es el conjunto de las combinaciones lineales o conjunto generado por sus vectores base.

Seexpresa H =< 7}, ...,V >, siendo {7, ..., 7} basede H.

Los vectores de H se expresan en forma vectorial paramétrica (o forma explicita) como:

X=a1V] + ...+ oy, con c; pardmetros libres.

La expresién anterior nos muestra que H es el conjunto de las soluciones ¥ € R" de un SLH con n incégnitas y k paramétros libres, por

tanto con n — k ecuaciones.

Los vectores de H se expresan en forma implicita como las soluciones de un SLH con m = n — k ecuaciones independientes, es decir,

como las soluciones de una ec. matricial A,y ,X = 0.

k es la dimensién de H.

En el documento Tema3-EV-supl-param-impli.pdf tienes material suplementario de justificaciones tedricas de la obtencién de las
ecuaciones a partir de la base por dos métodos y ejemplos, tanto de lo anterior como del paso de ecuaciones a base.

Paso de ecuaciones a base: Si un subespacio H de R" viene dado en un ejercicio mediante un SLH, la base de H se obtiene resolviendo el

SLH
Paso de base a i (p dos métodos):
® Partiendo de una base B = {7, . . ., Vi } las ecuaciones implicitas en las variables x;, ..., xp pueden obtenerse sin mas
que imponer que el siguiente sistema lineal sea compatible:
[by ... bg| X],conX = (x1, ..., xn), dejando los x; como variables.
Enefecto X €< ¥, ...,V >« [ ... Vg | X]es compatible.
La ecuacién que da lugar al SLH buscado es:
rg(lvg .- VD) =re(lV ... V| X]), dejando los x; como variables, o lo que es lo mismo:
rg([ ¥ ... V| X]) = k, dejando los x; como variables.
® Se obtiene una base de Nul( [V ... 7 ]t ). Esos vectores base puestos como filas forman una matriz A que es matriz de

coeficientes de las ecs. implicitas.
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3.8 Ejercicios Parte 1

312 Determina una base y la dimension del subespacio Nul(4), para A= |2 1 & 9|,

3.13 Determina una base y la dimensién del subespacio Nul(A), siendo A =[111].
El enunciado también podia haber sido: “Determina una base y la dimensién del subespacio de R3 de ecuacién implicitax+y +z =0."

3.14 Determina la/s ecuacién/es implicitas de H =< (2, —1,0), (3,0, —1) >. H es un hiperplanol! de R3.

-1 3 3
3.15 Sean 7 = [ 0] T = H K= {12] yB = {7, %} basede H=< 7], 7 >.
1 2 7

a) Determina si X € H, y en caso afirmativo encuentra las coordenadas de X relativas a B.
b) Obtén la ec/ecs. implicita/s del sub. vec. H.
c) A partir del resultado anterior obtén una nueva base B de H.

3.16 Obtén la/s ec./ecs. implicita/s de H =< (1,1, 0, 0), (1,2, —1, 1) > utilizando los dos métodos que conoces.

3.17 Obtén la/s ec./ecs. implicita/s del subespacio de R® de base B = {(1,2,0,1,0), (1,1,1,1,1}. (En HVZ12 pgs. 164-165,
ejemplo D).

1 imH = dimR3 - 1
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3.18 Considera el conjunto {¥y, o, 73, 4} C R4, siendo los ¥ los vectores siguientes en su orden.

1 1 1 5

1 2 9

-1 fof (1|’ |1
1 1 1 5

a) Encuentra una base B del subespacio H generado por el conjunto y la dimensién de H. Razona la respuesta.
b) A partir de la base obtenida calcula la ecuacién o ecuaciones implicitas de H, denotando a las variables como x1, xp, X3, xg.
¢) Escribe un vector que no pertenezca a H. Razona la respuesta.

d) Escribe las coordenadas estandar del vector ¥, sabiendo que sus coordenadas respecto de la base B son (4,2,1), o lo que es lo mismo
g = (4,2,1).

e) A partir de la/s ecuacién/es del apartado b), obtén una base B’ de H distinta de la base anterior B.

Dada A= [&] & ... 3y ], al subespacio < 3], &, ..., d > sele denomina subespacio generado por las col de Ay se
denota ColA. Por tanto en este ejercicio, denotando A = [ 7 vy 73 74 ], H = ColA.

3.19 Considera el conjunto {7, V3, 73, V4, 5} C R siendo los 7; los vectores siguientes en su orden.

1 0 —3 1 2
0 1 —4 -3 1
—3| 21’ 1|’ (-8’7 |—6
2 -3 6 7 9

a) Encuentra una base B del subespacio H generado por el conjunto.

b) A partir de la base B, obtén la/s ec/ecs. implicita/s de H, denotando a las variables de R4 como X1, XQ, X3, X4-
c1) Obtén el o los valores de a tales que (a, 4, —5, —10) pertenezca a H. Escribe “ninguno” o “para todo a" si ese es el caso.

c2) Obtén el o los valores de a tales que (a, 8, —10, 10) pertenezca a H. Escribe “ninguno” o “para todo a” si ese es el caso.
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3.8 Subespacios ColA, NulA y relacién entre sus dimensiones

Consideramos la matriz A € M,y 5(R).

ColA denota el subespacio generado por las columnas de A, es decir, el conjunto de todas las combinaciones lineales de las columnas de
A.

A=1[3a a ... an] ColA = <& ,a, ..., an>

Nétese que ColA es subespacio de R™, pues las columnas de A son vectores de m entradas (m filas).

Obviamente dim ( ColA ) = rg(A), pues las columnas de A que sean c.l. de otras hay que quitarlas para obtener la base.

Recordemos que el subespacio nulo de A, denotado NulA, es el conjunto {X € R" / AX = 0}.
NulA es subespacio de R, y obviamente dim (NulA)= n — rg(A).

La dimensién del subespacio nulo de A o nicleo de A es el ndmero de soluciones independientes en el SLH o, lo que es lo mismo, el grado
de indeterminacién del SLH.

Se obtiene entonces: dim (NulA ) + dim (ColA) = n
1 0o 3 —1 1
. 0 1 2 -1 1 .
3.20 Dada la matriz A = 0 0 0 0 NE determina
1 0 3 1 1

a) Una base y la dimensién de ColA.
b) Una base y la dimensién de NulA.
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