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3.1 Definicién de espacio vectorial. Ejemplos

Definicién

Un conjunto V de elementos se dice que es un espacio vectorial sobre R, si en el se han definido dos operaciones:
la suma, +, de manera que a cada par de elementos u y v de V se le haga corresponder el elemento u + v de V,

y la multiplicacién por un nimero reals, de tal manera que a cada par de elementos u de V y o de R se le haga corresponder el elemento
au de V, cumpliéndose ademas los siguientes axiomas:

Para la suma

Al Conmutativa: ¥V u,v € V, u+v=v+u

A2 Asociativa: YV u,v,w € V, u+ (v+w) = (u+v)+w

A3 Existencia de elemento neutro: 3 0y € V /u+0y =u YueEV

A4 Existencia de elemento opuesto: YueVvV 3 —uw€eV/u+(—u) =0y

Para la multiplicacién por un escalar

A5 1u=u 1 es el elemento neutro del producto en R. Se le denomina elemento unidad de V.

A6 Pseudoasociativa respecto de la multiplicacién por escalares: «(Bu) = (aB)u Yu € V y Va, B € R

Distributivas

AT De la multiplic. por escalar respecto de la suma de vectores?: a(u+v)=av+av VYu,vE VyVa €R

A8 De la multiplic. por escalar respecto de la suma de escalares: (a + B)u = au+ Bu Yu € V y Va,B8 €R

Es importante volver a sefialar explicitamente la condicién dada en la definicién de que las dos operaciones sean cerradas, o axiomas de
cierre:

Cl Yu,veV,u+veyv C2 Yue VyVa €R, au e V

Un espacio vectorial sobre R se denomina también espacio vectorial real.

La operacién también se designa como " multiplicacién por escalar’. Debemos entender que aqui solo nos referimos a escalares
reales (quedan excluidos los complejos).

A los elementos de un espacio vectorial se les designa con frecuencia con el nombre genérico de vectores, heredando la nomenclatura
de los elementos del espacio vectorial R
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Propiedades
De la definicién de Espacio Vectorial se infieren las siguientes propiedades:
®  Por la propiedad conmutativa:
Oy +u=u —u+u=0y
® El elemento neutro de un espacio vectorial es dnico.
@ El elemento opuesto de cada elemento de un espacio vectorial es tinico.
® YueV 0u=0y
® YVa €R a 0y =0y
® au=0y = a=0o0 u=0y
® (—-1) u=—u

® La combinacién de las operaciones de multiplicacién por un escalar y suma es la operacién ida como combinacién lineal. La

combinacién lineal de los elementos u'y v de V con escalares a« y 3 de R es o u + 3 v, y pertenece a V.

Ejemplos (ver HVZ12, pgs. 145-146)

® El conjunto R de los vectores en el plano.

® El conjunto R3 de los vectores en el espacio.

® El conjunto R de los vectores en el espacio de dimensién n.

® El conjunto My, ,(R) de todas las matrices reales de m filas y n columnas.

® El conjunto Pp de los polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual que n.
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Los elementos de Pp, se definen por la expresion:  p(A) = ao + aj A + ap A2 + - - - + apA" cona; € R

Un polinomio tiene grado k si a; # 0y a; = 0 para todo i > k.

Definicién de la suma:
Sean p1(X) = a0 + a1 A + apA2 + - - +apA" y po(A) = bo + by A + by A% + - - - + by A", entonces
P(A) = pr(A) + Pa(A) = (a0 + bp) + (ag + b)A + (ag + bp) A2 + - - + (an + bp)A"

Definicién de la multiplicacién por un real:
Sean p(A) = a0 + a1 A + aA2 + - - - + apA" y @ € R, entonces
ap(A) = aap + aag A + aampA? + -+ aapA”

® El conjunto de las funciones reales de variable real continuas y definidas en el intervalo [a, b] es espacio vectorial.

Def. de la suma: (f + g)(x) = f(x) + g(x) Def. de la multiplicacién por un real: (af)(x) = af(x)

Ej los de ji que no son ios vectoriales

Para justificar que no lo son basta con demostrar que no cumplen uno de los 10 axiomas.

® Conjunto de las matrices de orden n de determinante nulo, con las operaciones de suma y producto por escalar estudiadas.

® El conjunto de los polinomios de grado exactamente n

® Ejerc. 3.1 Demuestra que el siguiente subconjunto de R2 noes espacio vectorial.
W={(a1)/a€eR}
(Observa que W es la recta de R2 de ecuacién y = 1).
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3.2 Combinacién lineal, conjunto generado y dependencia lineal

Sea V espacio vectorial real y S = {v,vp, ..., vp} C V.
® Se dice que v € V es combinacién lineal de los el de S si
e, p ER/Vv=cluy +avp + ...+ cpyp.
A los escalares ¢, ¢, . . ., cp se les llama pesos o coeficientes de la bii lineal. Los pesos pueden tomar cualquier

valor real incluido el 0.

El conjunto formado por todas las combinaciones lineales de los elementos de S se denomina conjunto generado por S y se denota

< vy, V2, ...,vp >0< S >. AsuvezS sedice que es conjunto generador o sistema generador de < S >
Se dice que el conjunto S = {v1, vy, ..., vp} es linealmente dependiente si existen p reales (c1, cp, - . . , n:p)m, no todos

cero, tales que
cvitovp+...+cpvp =0y [1]

fici d

relacién de dependencia lineal del conjunto.

Una ecuacién como [1], en la que no todos los es son cero, se

Se dice que S es linealmente independiente si y sélo si no es linealmente dependiente.

Es decir, sicivy + ovp + ... +¢pvp =0y = ¢ =0 Vi=1,...,p

Propiedades en relacién con la dependencia e independencia lineal

® S es un conjunto linealmente dependiente si y sélo si al menos un elemento de S puede expresarse como combinacién lineal del

resto.

® S formado por dos elementos es linealmente dependiente si y sélo si un elemento es miiltiplo del otro.

® Sioy €S, S es un conjunto linealmente dependi

En la Seccién 1.2 se adelantaron algunas de estas definiciones y propiedades para los vectores de R".

10 - o - |
Se ha incluido el paréntesis para recalcar que los coeficientes actian de forma agrupada
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En el espacio vectorial R no puede haber conjuntos linealmente independientes formados por mas de n vectores. Justificacién:
La matriz cuyas columnas son los vectores tendra n filas, y por tanto no puede tener mas de n columnas pivotales, tendrd como
méximo n.

n vectores de R" que formen las n columnas de una matriz A, son Li. si y solo si la matriz A es invertible.

Ejerc. 3.2 En el espacio vectorial de las matrices cuadradas 2 por 2, obtén la combinacién lineal de las matrices A = [_12 g]

4 2 - .
yB = {_2 3] , tomando como coeficientes 2 y —2, respectivamente.

Ejerc. 3.3 Justifica que en el espacio vectorial de las funciones reales de variable real, continuas, y definidas en el intervalo

[a, b], las funciones f(x) = cos2(x), g(x) = sen2(x) y h(x) = 1 forman un conjunto linealmente dependiente. (HVZ12 pg.

151).
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3.3 Subespacios vectoriales

Definicién

Sea V espacio vectorial y H un subconjunto no vacio de V. Se dice que H es subespacio vectorial de V, si H es, en si mismo, espacio
vectorial con las mismas operaciones.
® H C V, no vacio, es subespacio de V si y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:
Cl Yu,vEH, u+veH C2 Vue HyVa € R, au e H
Basta por tanto con que se cumplan los axiomas de cierre.

{0y} es subespacio vectorial de V. Se denomina subespacio cero de V.

El espacio vectorial completo V' puede considerarse subespacio vectorial de si mismo. A los subespacios de V que no son el propio V los
denominamos subespacios estrictos.

Ejemplos:

® En R3 todas las rectas que pasan por el origen y todos los planos que pasan por el origen son subespacios vectoriales. Puedes
fijarte, graficamente, en que la suma y el producto por un real son cerrados tanto en las rectas que pasan por el origen como en
los planos que pasan por el origen.

® Los polinomios con coeficientes reales son subespacio de las funciones continuas reales de variable real. A su vez los polinomios de
grado igual o inferior a n con coeficientes reales son subespacio del espacio vectorial formado por todos los polinomios con
coeficientes reales (es decir, de los polinomios de cualquier grado).

.

El conjunto formado por la unién de los polinomios de grado igual a n con todos los coeficientes iguales junto con el polinomio
cero, son subespacio del espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado igual o inferior a n.

® Las matrices cuadradas de orden n diagonales son subespacio del espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n.
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® Dado {vi,vp, ..., VP} CV,<wvy,vp,...,vy > essubespacio vectorial de V. Se le d i b io generado por

{vi,vo, .o, VP}. Lo habiamos llamado en la seccién anterior subconjunto generado. Precisamos ahora que es subespacio. En
efecto lo es porque se cumplen los axiomas de cierre: la suma de combinaciones lineales es una c.I. de los mismos vectores, y la
multiplicacién de una c.l. por un real es también c.|. de los mismos vectores.

Decimos del conjunto {vi, va, . . . , vp} que es conjunto generador o sistema dor del sut io vectorial

<V va, e, vp >

Por ejemplo {1, x, x2} es sistema generador del espacio vectorial formado por todos los polinomios de grado menor o igual que

2. Ese espacio vectorial se puede escribir como < 1, x, xz >.

El conjunto de las soluciones de un sistema lineal homogéneo con n incégnitas es subespacio vectorial de R". (En la Secc. 1.2
vimos que la suma soluciones de un SLH es también solucién y que el producto de una solucién por un real es también solucién.
Se cumplen los dos “axiomas de cierre”, por tanto es subespacio).

Tomando A € M, , como matriz de coeficientes, AX = 0 es el SLH.

SiAZy =0 , A% =0 y a € R, entonces A(X] + %) = 0y Aax] = 0.

El conjunto de soluciones se conoce como subespacio nulo de A, y se denota N(A) o Nul(A).
N(A) = {X € R" / AX = 0}

N(A) es subconjunto de R", al estar formado por vectores de R".

También se designa a este subespacio como niicleo de A.
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3.4 Base y dimensidén de un espacio vectorial

Hay espacios vectoriales que sélo tienen un elemento: los que estdn formados exclusivamente por el elemento neutro O\,. Para el resto de
espacios vectoriales V, siempre existe un conjunto generador de la forma {vy, vo, .. ., VP} C VtalqueV=<vy,vp..., vp >

Dicho de otra forma, todo espacio vectorial es un

generado.

Por ejemplo en R3:

® El espacio vectorial < (1,1, 1) > es la recta que pasa por el origen, con vector generador (1,1,1).
® El espacio vectorial < (1,1, 1), (2,2, 1) > es un plano que pasa por el origen, con vectores generadores (1,1,1) y (2,2,1). Es
asi no porque sean dos vectores, sino porque son dos y L.i.
Por ejemplo < (1,1,1),(2,2,2) >=< (1,1,1) >
® El espacio vectorial < (1,0, 0), (0,2, 0), (1,1,1) > es B3, ya que tenemos tres vectores Li. Todo vector b = (by , by, b3) se
puede escribir como comb. lineal de los vectores anteriores.
Un conjunto {vq, vp, ..., vp} C V sedice que es base de V si es conjunto generador de V y linealmente independiente.

Se verifican los siguientes resultados:

Dado {vy, v, . .., vp} conjunto generador de V, si se elimina uno a uno cada vector del conjunto que sea c.l. del resto, los
vectores que queden siguen siendo conjunto generador de V.

v € V se escribird de forma tnica como c.|. de los vectores del conjunto generador {v1, vy, . .., vp} siy solo si ese conjunto
es linealmente independiente.

Si un conjunto {vy, vp, ..., vp} genera V, entonces V no tiene conjuntos |.i. con mas de p vectores.

Todas las bases de V tienen el mismo nimero de vectores. A ese nimero se le denomina dimensién de V/, denotado dimV.

El espacio vectorial cero no tiene base, por ser { Oy, } un conjunto I.d. Se le asigna, por definicién, dimensién cero.

dimR" = n dim Pp =n+1 dim M,

mxn =mXn

La dimensién de un espacio vectorial marca el minimo niimero de vectores necesarios para ser conjunto generador, y el maximo ndmero
posible para ser conjunto L.i.
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Sea V de dimensién n > 0:

® Todo subconjunto de V formado por n vectores linealmente independientes es base de V.

®  Todo subconjunto de V formado por n vectores y que genere V es base.

® Todo subconjunto que genere V tendra al menos n vectores. Si tiene n serdn Li.. Si tiene més de n serd conjunto |.d., y se puede
reducir hasta obtener una base.

® Todo subconjunto de V con k < n vectores lineal independi puede i con n — k vectores (que formen con el

anterior un conjunto total .i.) para formar una base de V.

Ejerc. 3.4 Encuentra una base del espacio vectorial R4 que contenga los vectores {(0, 0, 1, 1), (1,1, 0, 0)}. (HVZ12, ejerc. 6, pg. 160).

Ejerc. 3.5 Determina para qué valores de a los vectores i} = (a, 0, 1), Gp = (0,1,1) y @3 = (2, —1, a) forman una base del espacio
vectorial R3. (HVZ12, ¢j. 15, pg. 162).

Ejerc. 3.6 En R3, obtén una base del subespacio generado por el conjunto {(1,0, 1), (—1,1,0), (1,1, 2)}. (HVZ12, pg. 163).
Base canénica del espacio vectorial R"

Los vectores dados por las columnas de la matriz real I, son elementos del espacio vectorial R" y se denotan como &, con i desde 1 hasta
n.

1 0 0
0 1 0
& = e = . , &=
0 0 1
Al conjunto B = {&], &, ..., &} sele denomina base canénica o estandar de R".
® B={&,8&,...8&} esun conjunto linealmente independiente, puesto que esos vectores, dispuestos como columnas en la

matriz I corresponden todos a columnas pivotales (en este caso la matriz coincide con su forma escalonada reducida).

® B={&,8&,...,&} essistema generador de R", ya que el sistema lineal de matriz ampliada
[81 & ... & | V] es compatible para todo ¥ € R", pues rgA = n = rgA™, y por tanto todo ¥ puede escribirse como c.|. del
conjunto B.

{(1,0), (0, 1)} es la base canénica de R2
{(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} es la base canénica de R3
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