4. Aplicaciones lineales f de R" en R”

Aplicacién lineal f : R —— R"
¥ o 7= AX

® Trabajando en base estandar

1 0 ()
0 1 0
X=xg | | +x ||+ ... +x
0 0 1
AL
V=f(X) = f(x18 +x0& + .. . + xn&p) = y=x + x2 +...+xn
0
0

0, 0 1
1 x1
¥2 x2
= [f(@) /(&

A=[F@) (&) ... fl@)]  AS=7

o
=
R

Y1 1 0
¥2 0 1
{]xﬂ( :)+x2f(:)+.,.+xnf(:)

yn] ~—————————— X

X estd en coordenadas estandar
¥ estd en coordenadas esténdar
A es la matriz esténdar de f
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® Trabajando en base B

X c151+c252+.,.+cn5,7

V=f(R)=fleby + @by + ... +nbn) = F=cf(by)+ e

5 ) Premultiplicando los dos

. —1 . - . .
miembros por P ", cambiamos 7'y los (b;) de coordenadas esténdar a coordenadas relativas a la base B.

= Wlg =clflbylg +elf(bo)lg + ... +enlfl
C/ <1
< < - - -
= [FElg (Bl - - 1FEnllg] | - F =Gl ol - - - Falls]
! : Fislg = 7l
<n <n
s = (s F (s

Tomamos del vector de partida sus coordenadas relativas a la base B: [X]g
La transformacién produce las coordenadas de la imagen relativas a la base B: [y]g
F es la matriz de f relativa a la base B, es decir, a coordenadas del original y transformado, relativas a base B.

1:5151+5252+...+c,,5n
*:f(i’):c{l‘7‘1+c2,52+...+c'/75n

® Relaciones entre A y F, dada base B
® A=PFP— L siendo P = [By By ... bp]
® Ay F tienen el mismo determinante. Deduccién obvia desde el resultado anterior.
® Ay F tienen la misma traza (suma de los elementos de la diagonal principal).
® Ay F tienen el mismo rango.
Las matrices cuadradas asociadas a la misma aplicacién lineal se dice que son semejantes. Se dice de la traza y el determinante
que son "invariantes” de las matrices semejantes.
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® Justificacién de A = P F p—1

o
3
i
I
bl
X
%
<
I
k]
S
%

B={by,by,...,bp} P=[b by
Laec. F[X]g = [V]g la podemos reescribir como: FpP-lg=

Premultiplicando por la izda. por P: P F plx= v

Por otra parte, AX = ¥, por lo que igualando las dos lltimas ecuaciones:

Justificacion gréfica para interpretar A = P F P~1 como composicién de aplicaciones lineales:

Veamos en un esquema conjunto las matrices asociadas a f y a los cambios de base.

f: R" —— ——— R" f R" —— ——— R7
X——— - —— — ¥ X— = — = —— — ¥
A A
P T TP P T TP
F F
Kg———-——— g g ————— B
A=pPFp~1 F=pP~lap

En el esquema de la izquierda podemos ver A como la composicién de tres aplicaciones lineales, y en el de la derecha F como

composicién de tres aplicaciones lineales.
Fijéndonos en la izquierda vemos que A se puede entender como la composicién de tres pasos:

1) pasar de X a [X]g, con p—1
2) aplicar la funcién en base B, con la matriz F
3) pasar el resultado a base estandar, con P.

A=pPFp1
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® Imf El subespacio de R formado por todas las imagenes.
Imf = {f(X) /X € R"} = {xyf(&]) + ... +xf(&)/x € R}
Por comodidad trabajamos con la base canénica.
Cada vector de Imf es una combinacién lineal de los f(&}). Los X de salida dan los coeficientes que se usan en la imagen. Ya que
Imf es el conjunto de las imdgenes de todos los X, tendremos en Imf todas las combinaciones lineales posibles de los f(&;).
Imf = < f(&), f(&), ..., f(&) > = ColA.

La base de Imf se obtiene eliminando uno a uno los vectores del conjunto { f(&1), (&), ..., f(&)} que sean c.l. del
resto. O lo que es lo mismo, queddndonos con los vectores correspondientes a las columnas pivotales de A.

dim Imf = el nimero de estos vectores que son Li. = rgA.

® Nucleo de una aplicacién lineal f : R +—+ R  Se denota Kerf y es el siguiente subespacio de R":
{XeR" / f(X) =0}
Teniendo en cuenta que f(X = AX, Kerf = {X € R" / f(X) = AX=0} = NulA

® Dimensiones de Imf y Kerf

Sea la aplicacién lineal f : R” —— R", con matriz asociada A. Teniendo en cuenta que Imf=ColA y que Kerf=NulA, se tiene
la relacién de dimensiones siguiente:

[ dim R" = dim Kerf + dim Imf [

n = dim NulA + dim ColA = dim NulA + rg A [

Recordamos que el resultado muestra simplemente que el nimero de columnas de A es igual al n2 de no pivotales, que es igual al
n2 de pardmetros libres y dimensién del niicleo, ms el n2 de pivotales, que es igual al rgA y dimensién de la imagen.
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