5. Aplicaciones lineales f de R” en R"

Aplicacién lineal f : R” — R"
X — y=AX

® Trabajando en base estandar

1 0 0
0 1 0
X=x3|.|+x|.|+...+xn
0 0 1
AL
Y =1Ff(X) = f(x161 + 28 + ...+ xpén) = y=x1 + x2 +...+x
My 1 0 0
y2 0 1 0
=xif(|.|)+xf(|.[)+ ... +xaf(|.|)
Lyn] 0 0 1
[v1] X1
Y2 X2
= [f(&) f(&) f(&n)] A =[f(é) f(&) f(&n)] AX =y
Lnd | , LXn
y A g

X estd en coordenadas estdndar
¥ estd en coordenadas estdndar
A es |la matriz estandar de f
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® Trabajando en base B
)?:c151+c252+.4.+c,,5n

=f(R) =f(abi+ b +...+cby) = J=q

<i

+oflbh)+...+a

Premultiplicando los dos miembros por P;l, cambiamos ¥ y los ;) de coordenadas estandar a

coordenadas relativas a la base B.

=g =a +o 4. 4cn
of =1
[ @

=[f(B)]g [fF(B2)l5 - - - [f(Bn)lg]

<, Cn

Vs = [f()s F X5

F=[1f(B)ls [F(Bls - - [F(Bn)ls]
Flxls = Vs

Tomamos del vector de partida sus coordenadas relativas a la base B: [X]g
La transformacién produce las coordenadas de la imagen relativas a la base B: [y]g

F es la matriz de f relativa a la base B, es decir, a coordenadas del original y transformado, relativas a base

B.
X=cab+cab+...4+cnby

}7:f()?):cl’51+c£52+..4+c,',5,,
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® Relaciones entre A y F, dada base B

® A=PFP! siendo P =[by by ... by

® Ay F tienen el mismo determinante. Deduccién obvia desde el resultado anterior.
® Ay F tienen la misma traza (suma de los elementos de la diagonal principal).

® Ay F tienen el mismo rango.

Las matrices cuadradas asociadas a la misma aplicacién lineal se dice que son semejantes. Se dice de la

traza y el determinante que son "invariantes” de las matrices semejantes.

® Justificacién de A= P F P!
B={b,by,....by} P=[biby ... 5] X = P[¥s y = Plils
La ec. F[x]g = [V]g la podemos reescribir como: FP~1x=p~ly

Premultiplicando por la izda. por P: P F P lzg= y AX =y, por lo que igualando las dos (ltimas
ecuaciones: | A= PF P!

Justificacion gréfica para interpretar A = P F P~ como composicién de aplicaciones lineales:

Veamos en un esquema conjunto las matrices asociadas a f y a los cambios de base.

f: R" —— ——— R f: R" ————— R7
X,,,Z,__) y X,,,A,,H y
P T TP Pt TP
F F
Klg ————— s Klg ———— — s
A=PFpt F=pPlaP
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En el esquema de la izquierda podemos ver A como la composicién de tres aplicaciones lineales, y en el de la
derecha F como composicién de tres aplicaciones lineales.

Fijandonos en la izquierda vemos que A se puede entender como la composicién de tres pasos:

1) pasar de X a [%]g, con P~ 1.

2) aplicar la funcién en base B, con la matriz F

3) pasar el resultado a base estédndar, con P.

A=PFpPT1
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Im f  El subconjunto de R" formado por todas las imagenes.

Imf = {f(X) /X € R"} = {x1f(&1) + ...+ x2f(€1) / x; € R}

Por comodidad trabajamos con la base canédnica.
Cada imagen es una combinacién lineal. Las imdgenes de todos los X son todas las combinaciones lineales.

Imf = < (&), f(&), ..., f(&) > = ColA.

La base de Imf se obtiene eliminando uno a uno los vectores del conjunto { f(&1), f(&),..., f(&)} que
sean c.l. del resto. O lo que es lo mismo, queddndonos con los vectores correspondientes a las columnas
pivotales de A.

dim Imf = el nimero de estos vectores que son l.i. = rgA.

Nidcleo de una aplicacién lineal f : R" — R”  Se denota Kerf. Es el conjunto
{RER" / f(X) =0}

Trabajando de nuevo en base canénica, Ker f = {X € R" / f(X) = AX =0} = NulA

Dimensiones de Imf y Kerf
Sea la aplicacién lineal f : R” —— R”, con matriz asociada A. Teniendo en cuenta que Imf=ColA y que
Kerf=NulA, se tiene la relacién de dimensiones siguiente:

’ dim R" = dim Kerf + dim Imf ‘

‘ n = dim NulA + dim ColA = dim NulA + rg A ‘

Recordamos que el resultado muestra simplemente que el nimero de columnas de A es igual al n2 de no
pivotales, que es igual al n2 de pardmetros libres y dimensién del niicleo, mas el n2 de pivotales, que es igual
al rgA y dimensién de la imagen.
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Endomorfismos en R? con interpretacién geométrica sencilla: Matrices asociadas respecto de la
base natural de la transformacion

® EnR? giro de dngulo « alrededor del origen

cosa —sena
sena cosa

Esta transformacién tiene la matriz asociada G = ] en todas las bases ortonormales de

R2 con orientacién positiva (determinante positivo de la matriz que tiene por columnas los vectores base).

Por tanto también en la base estdndar, ya que es base ortonormal y de orientacién positiva.

0O<a<m o —nw<a<0
« positivo o sentido positivo, giro en el sentido contrario al de las agujas del reloj (negativo, sentido de las
agujas del reloj).

Giro de dngulo 0 = Matriz /. Esta misma matriz para cualquier base.

Giro de dngulo 7™ = Simetria respecto del origen. Matriz —/. Esta misma matriz para cualquier base.

® En R? simetria ortogonal respecto de una recta que pasa por el origen

é 7(;] en todas las bases de R? de la forma {3, b},

siendo 3 un vector de la recta y b un vector ortogonal a 3.

Esta transformacién tiene la matriz asociada S = [

® EnR? proyeccién ortogonal sobre una recta que pasa por el origen

0 0

siendo 3 un vector de la recta y b un vector ortogonal a 3.

P - . . 1 0 -
Esta transformacidn tiene la matriz asociada Pr = { ] en todas las bases de R? de la forma {3, b},
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® En R? contraccién de factor k o dilatacién de factor k

Esta transformacién tiene la matriz asociada k | respecto de cualquier base. También se denomina
escalamiento uniforme.

Contraccién: 0 < k < 1
Dilatacién: k > 1

Para k = 1 la matriz asociada es /.

® En R? escalamiento anisotropo o no uniforme en dos direcciones |.i.

Escalamientos de factores ki y ko, con kj > 0y ki # k.

A . . k o
Esta transformacién tiene la matriz asociada [()1 ‘?:| en todas las bases de R? de la forma {3, b},
2

siendo 3’y b vectores base de las direcciones de escalamiento ki y kp respectivamente.

® Para pasar de la matriz relativa a la base natural a la matriz relativa a la base estandar, si no son la misma,
se debe aplicar:

siendo F la matriz en la base natural y P la matriz que tiene por columnas los vectores de la base natural en
su orden.

® Debe comprobarse al menos que la traza de A y la traza de F son iguales. En MATLAB resultara sencillo
afiadir las comprobaciones de la invarianza del determinante y rango.
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Endomorfismos en R* con interpretacién geométrica sencilla: Matrices asociadas respecto de la
base natural de la transformacion

® EnR3 giro de dngulo « alrededor del eje dirigido segtin el vector A’

cosa —sena 0
Esta transformacién tiene la matriz asociada G = |sena cosa 0| en todas las bases
0 0 1

ortonormales de R® de la forma B = {3, b, # = 3 x b}.
Cambiando 7 por un vector miiltiplo positivo del mismo, la matriz asociada seria la misma.

Para « positivo se produce el giro de acuerdo con el criterio de la mano derecha, con el pulgar apuntando
seglin i, y los demds dedos en el sentido del giro.

® En R? simetria ortogonal respecto de un plano que pasa por el origen

1 0 0
Esta transformacién tiene la matriz asociada S = [0 1 0| en todas las bases de R de la forma
o o0 -1

{3, b, &}, siendo {3, b} una base del plano y € un vector ortogonal al plano.

® EnR3 proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen

1 0 0
Esta transformacién tiene la matriz asociada Pr= [0 1 0| en todas las bases de R® de la forma
0o 0 o0

{3, b, &}, siendo {7, b} una base del plano y € un vector ortogonal al plano.
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® Otras dos transformaciones lineales sencillas son el escalamiento uniforme y el escalamiento no uniforme, en
ambos casos sobre tres direcciones linealmente independientes.

k 0 0
En el segundo caso, | 0 ko 0
0 0 k3

es la matriz asociada a la base B = { by, by, b3}, que da las direcciones de los tres escalamientos, en el
mismo orden.

De nuevo, la transformacién de la matriz F relativa a la base natural a la matriz estadndar A se realizard mediante
la férmula, A = P F P~ ". Una vez obtenida pueden comprobarse los invariantes.
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Ejercicios

1 4 5
5.1. Dada la aplicacién lineal con matriz estindar A= |2 5 7
3 6 9

Obtén una base de Imf.
Obtén una base de Kerf.

a)
b)
c) Razona si la aplicacién lineal es o no sobreyectiva.
d)
)

Obtén la imagen de (2,7, 0).
e) Determina el/los antecedentes de (6, 9, a) en funcién de a.

5.2. Dada la aplicacién lineal f : R3 — IR3, definida por:
(1,0,0) — (1,1,1) (0,1,0) — (2,0, -3) (0,0,1) — (0,0,4)
a) Halla la matriz estdndar asociada a f.
b) Halla la imagen de 3 = (2, —3,5)
c) Halla el vector cuya imagen es b = (2, —5, 4)

5.3. Sea f un endomorfismo en R3 tal que f(&) = (1,0,0), f(&) = (1,1,3) y f(&) = (0, ¢ + 3, 2). Determina
una base de Kerf en funcién del pardmetro c.

—1
5.4 Dada la aplicacién lineal f con matriz asociada A = 7(1) , determina
1

E=R=
oo ~O
wonNnw

a) Una base y la dimensién de Imf.
b) Una base y la dimensién de Kerf.
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5.5 Obtén la matriz estandar de las siguientes transformaciones lineales en R2:

* simetria respecto de la recta y = % X

* proyeccidn ortogonal sobre la recta y = % X
Considerada la figura con los vértices P, Q, Ry S dados en la tabla, obtén sus im3genes para las transformaciones
anteriores y rellena la tabla con los resultados.

(%, ) simetrico (x’, y’) proyectado (x, y’)
P =(6,6) P = , )| P =( , )
Q=(7,7)
R = (8,6)
T=(7,5)

5.6 Considera el espacio vectorial R3 y la transformacién lineal f correspondiente a la proyeccién ortogonal sobre el
planox +y +z=0.

a) Determina una base B respecto de la cual la matriz asociada a f sea lo mds sencilla posible. Escribe también
dicha matriz.

b) Obtén la matriz asociada respecto de la base candnica.

5.7 Resuelve el ejercicio anterior tomando f correspondiente a la simetria ortogonal respecto del plano
x+y+z=0.
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0
esboza a su alrededor los puntos (x, y) que resultan de multiplicar por A. ;Cual es la forma de la figura?.

5.8 La matriz A = [2 (1)] produce un estiramiento en la direccién x. Representa la circunferencia 52 + y2 =1y

G. Strang. Linear Algebra and its Applications. Edicién 4. Wellesley Cambridge Press. 2009. Pg. 149. Ejercicio 3.

2 2 0
5.9 Dada la aplicacién lineal f en R3 con matriz estandar asociada A = |1 1 2|, obtén la matriz asociada a
1 1 2

f respecto de la base B = {(1, —1,0),(—2,1,1),(1,1,1)}.

S.J. Leon. Linear Algebra with Applications. Edicién 9. Pearson 2015. Pr. 212. Ejemplo 2.

5.10 a) En R3, obtén la matriz estandar A correspondiente al giro de 90 grados en sentido positivo respecto del eje
dirigido segtin el vector (0, 0, 1). b) Obtén la matriz esténdar de ese giro, seguido de una dilatacién de factor 4
seglin el eje Z.

5.11 a) En ]Rz, interpreta geométricamente, cualitativa y cuantitativamente, la transformacién lineal con la matriz
0 1

estandar A = _1 ol
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Resultados de algunos ejercicios o pistas para su resolucion

1 2 0
= {1 0 o} £(3) = (—4,2,31)
3 4

b tiene un (nico antecedente, que es el vector (—5,7/2,39/8)

® Ejerc. 3 Sic# —7/3 el dnico vector X tal que f(X) = 0 es el propio vector 0. Kerf = {0}.

‘ Kerf es el subespacio cero, y por tanto no tiene base. ‘

Si ¢ = —7/3 hay infinitos vectores X cuya imagen es el vector 0.

‘ Una posible base de Kerf es B = {(2/3, —2/3,1)} ‘

® Ejerc. 4
Recuerda que Imf = ColA y que Kerf = NulA.

® Ejerc. 5

simetria ortogonal: A = [

4/5 3/5]

9/10  3/10
3/5 —4/5 ]

proyeccién ortogonal: A = [3/10 1/10

® FEjercs. 6y 7

simetria ortogonal: A =

Wi

1 -2 =2 2 -1 -1
-2 1 -2 proyeccién ortogonal: A = 111 2 -1

3
-2 =2 1 -1 -1 2
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