Contenidos

2 Determinantes

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

2.7

2.8
2.9

Definiciéon de determinante . . . . . .. ... ... ... ...
Matriz de cofactores . . . . . . . ...
Propiedades de los determinantes . . . . . . .. ... ... ..
Desarrollo del determinante por cofactores . . . . . . . .. ..
Inversa a partir de la traspuesta de la matriz de cofactores... .
Relacién entre el determinante de A y el de una forma escalon~

adade A. . . . .. ... o
Relacion entre determinante, inversa, rango y forma escalon-

adareducida . . . . ...
Rango de una matriz como el orden del mayor menor no nulo

El rango de A;,xn es igual al rango de Ay, .0 . . . . ...

2.10 Método de Cramer . . . . . .. ... ... .. .. ... ...,
2.11 Ejercicios . . . . . . . L e e e e e e



Tema 2

Determinantes

En este tema estudiaremos los determinantes y como nos permitiran obtener rangos, inversas de
matrices e incluso la solucién de sistemas lineales (método de Cramer).

Presentamos antes varias definiciones:

e En una matriz cuadrada se denomina diagonal principal al conjunto ordenado de reales {a11, ags, . . . a,m}l

e Una matriz cuadrada A es:

— triangular superior si a;; = 0 para i > j.

— triangular inferior si a;; = 0 para i < j.

— triangular si es triangular superior o triangular inferior.

— diagonal si a;; = 0 para i #.j.
— estrictamente triangular superior si es triangular superior y los elementos de la diagonal
principal son todos distintos de cero.

Propiedad: Toda matriz A cuadrada y escalonada es triangular superior.

2.1 Definicion de determinante

A toda matriz real cuadrada A,, le asociamos un real denominado determinante de A, detA o |A|
simbolizado asi :

a1l a2 ... Qip

as1 a ...oa
detA — ‘A| _ 2 22 2n

apl QAnp2 ... Qpp

Este nimero se calcula sumando todos los productos que se obtienen al multiplicar n elementos de la
matriz de todas las formas posibles, con la condicién de que en cada producto exista un tinico elemento
de cada fila y un tnico elemento de cada columna; cada uno de estos productos llevara su signo o el
opuesto segin la permutacion formada por los subindices fila de los n factores y la formada por los
subindices columna de los n factores sean o no de la misma clase, respectivamente.

Cada sumando tiene esta forma:
aljl a2j2 an_lj%l anjn

!Se toma la definicién de D.C. Lay, S.R. Lay y J.J. McDonald “Algebra Lineal y sus aplicaciones” Quinta Edicién
(2016, Pearson Educacién de México), pagina 94.
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siendo 1, 2,...,n el orden natural, y ji1, jo, ..., j, una reordenaciéon dada de 1,2, ...,n. Por simplicidad
hemos tomado el orden natural para las filas.

El nimero de permutaciones (ordenaciones) de n elementos distintos 1,2,...,n—1,7n es n!, por tanto
el nimero de sumandos es n!.

Dos permutaciones son de la misma clase (distinta clase) cuando para pasar de una otra se necesita
un numero par (impar) de intercambios (también llamados inversiones).

Dos importantes resultados sobre determinantes son los siguientes:

o |Al|=|A|]. En efecto, los productos que se obtienen y los signos que les corrésponden-son los
mismos en A’ que en A.

e |I| = 1. En efecto, en la matriz identidad de orden n solo existe un producto posible que no es
cero, que es el de los elementos de la diagonal principal, que son todos'1.

Para un determinante de orden 2 se obtiene:

aip a2 o i

= a110a22 — 412021 = -

(¢] [ ]

a1 az2

Perm. Filas | Perm. Columnas | Inversiones | Signatura
12 12 0
21 1 x(—1)

Para un determinante de orden 3:

a1l a2 ai3
a1 Q22 G23| = 11022033 — (11023432 —A12021033 + 012023031 + A13021G32 — (13022031
az1 asz2 as3

Perm. Filas | Perm. Columnas | Inversiones | Signatura
123 123 0
132 1 x(—1)
213 1 x(—1)
231 2
312 2
321 1 x(—1)

La regla de:Sarrus simplifica la obtencién del determinante de orden 3.

A ol

Para un determinante de orden 4, tendriamos 4 X 3 x 2 x 1 = 24 sumandos, cada uno formado por el
producto de 4 elementos. Sin embargo, veremos cémo determinadas propiedades de los determinantes
nos permitiran simplificar enormemente su calculo.

Ejemplo 2.1. Calcular el siguiente determinante:
2 -1 3

0 1 2|=64+40-2-3-8-0=-7
1 2 3
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2.2 Matriz de cofactores
all a2 ... QA1n
. azr a2 ... Qa2n
Sea la matriz A,, =
apl aAp2 ... Gpp

M;; denota la matriz n — 1 x n — 1 que resulta de quitar de A la fila 7 y la columna j.

El determinante de M;; se denomina menor de a;;.
Se define cofactor A;; de a;j cémo: A;; = (—1)7+ | M|

Se define matriz de cofactores de A, cof(A4), como aquella cuyo elemento (i, j)es el cofactor A;;.

A A ... A
Anl An2 EER Ann

En Algebra tiene mucho interés la traspuesta de la matriz de cofactores de A, ya que a partir de ella
se puede calcular la inversa de A.

Propiedad: (cof(A))! = cof(A?)

2.3

1.

Propiedades de los determinantes

|A*|=|A]. (Esta propiedad ya se habian enunciado en la Secc. 2.1).

Si se intercambian entre si dos lineas® (filas o columnas) paralelas el determinante cambia de
signo.

Un determinante con dos lineas paralelas iguales es nulo. (Consecuencia inmediata de la propiedad

2)).

Si todos los elementos de una linea tienen un factor comun, el determinante puede obtenerse
como el producto de ese factor comun por el determinante que resulta de eliminar ese factor
comun en la correspondiente linea.

1 a O 11 0
por ejemplo |2 a —-1|=a|2 1 -1
3 a 4 31 4

Si los elementos de una linea son nulos, el determinante es nulo. (Consecuencia inmediata de la
propiedad 4), puesto que el real que seria factor comun es el cero).

Si la matriz A tiene dos lineas paralelas proporcionales el determinante de A es nulo. Conse-
cuencia de las propiedades 4 y 3, pués al sacar factor comin quedaran dos lineas iguales.

a1l Qaiy
a12 Qa2

ailp ai
a2 a2

=0

Si los elementos de una linea son la suma de r sumandos, el determinante se puede descomponer
en suma de r determinantes que tienen las restantes lineas iguales y en el lugar de aquella, otra
formada por los primeros, segundos, terceros, etc, sumandos.

2Por “linea” nos referiremos en toda la seccién a filas o a columnas, indistintamente
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a+b+c 5 0 a 5 0 b 5 0 c 5 0
d+e+f 1 —-1|l=|d 1 —1|+|e 1 —-1|+|f 1 -1
gt+th+i 0 4 g 0 4 h 0 4 7 0 4
24a 1| |2 1_|_a 0
a 6] [0 6 a 6

8. Si los elementos de una linea son combinacién lineal® de lineas paralelas, el determinante es nulo.

aaiz + Baiz a2 as aaiz a2 a3 Baiz a2 a3
aaze + Bagz aze az| = |aazy az azz|+ |Bazz aze a3| =
aagze + fazz age  as3 aazy azz asz| |Bass asz as3
a2 a2 ai3 a3 a2 a3
alaz az axz|+fBlaz ax ax|=a0+50=0
asy asz as3 asz azz as3

9. Si a los elementos de una linea se le suman los correspondientes.a otra paralela multiplicados
por un real, el determinante no varia.

a1l +aaiz a2 a3 ail a2 ais a1z a1z’ ais
a1 + aage  azy ags| = |az age ags|+alaz axp ax|=|A|+a0=|A4|
a31 +aazz azz as3 asy a3z as33 a3 432 a33

Esta propiedad es muy util para simplicar el calculo de determinantes

Significa que la operacién elemental de reemplazamiento, F; = F; 4+ oF};, no altera el
determinante

10. La suma de los elementos de una linea multiplicados por sus respectivos cofactores es igual al
valor del determinante.

Esta propiedad ‘es muy util para simplicar el calculo de determinantes

11. La suma de los elementos de una linea multiplicados por los cofactores de otra paralela es cero.

12. El determinante.de las matrices triangulares y diagonales es el producto de los elementos de la
diagonal principal. De esta propiedad se deduce de forma inmediata que el determinante de la
matriz.identidad es 1, propiedad que ya se habia presentado en la Secc. 2.1.

13. Dadas A,,, By, |A B| = |A]| |B|
Se-generaliza a cualquier niimero de matrices.

14. |[XA| = A" 4| ( se deduce de la propiedad 4 )

1
15. Si A es invertible, entonces su determinante es distinto de ceroy |47 = — = |A|™!

Al

Consecuencia de esta propiedad es que si |A| = 0, entonces A no es invertible.

Aplicando las propiedades anteriormente expuestas podemos simplificar enormemente el calculo de
determinantes.

3Considerando los elementos de una linea como un vector
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2.4 Desarrollo del determinante por cofactores

El valor del determinante de una matriz A es igual a la suma de los productos de los elementos de una
linea (fila o columna) de A por sus respectivos cofactores (Propiedad 10 de la lista anterior). Es decir

n
elegida una fila ¢ |A| = Z a;jAgj
j=1
0
n
elegida una columna j |A] = Z a;jAij
i=1
Este resultado es muy ttil para calcular determinantes de orden superior a 3, al permitirnos reducir

el calculo del determinante de una matriz de orden n a basicamente el calculo de n determinantes de
orden n — 1.

Ejemplo 2.2. Calcula el siguiente determinante por cofactores de’la primera columna.

L2 oo > 0
Al=| 1 ] 4 4=l AntlAn+ (D) An+3-An=1- (=D 1 4 -1
3 -1 -3 —2 -1 =3 =2
0 2 0 0 2.0 02 0
P (D2 1 4 1 (D (DR 2 00 143- (<142 0 1
-1 -3 -2 1 3 -2 14 -1
2 0 1 0 2 0 0n 2 0 02 0
=1 4 —1/-| 1 4 —1|—2.0 1/-3]2 0 1/=-51
—1 =3 —2| |-1 =3 =2=]Sr -3 —2 14 —

En caso de poder elegir la linea para el desarrollo de |A| por cofactores se tomaria la primera fila,
puesto que dos de sus cuatro elementos son ceros, ahorrdndonos el cdlculo de dos cofactores.

1 21 2 1
0 01 11
Ejemplo 2.3.. Calcula el valor del siguiente determinante: |Aj=11 1 0 2 0
0 01 1 2
1 2 2 11

Desarrollaremos por ejemplo por cofactores de la 1* columna. Pero previamente realizaremos las opera-
ciones (propiedad 9, no modifican el determinante) necesarias para hacer ceros todos los elementos de
esta columna excepto el primero. La fila 1 es la fila auziliar, utilizada para transformar los elementos

de las filas 3 y 5.

12121
00111

Al=[1 1 2 0=

= 0 0 (1) ) (2) F3=F3+ (1)
1 92 9 1 1 Fy=F+ (=)« R
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1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
0 0 1 1 1 o 0 1 1 1
1+(=1) 14(=2) 0+4(=1) 24(=2) 04+(-1)|=0 -1 -1 0 -1
0 0 1 1 2 o 0 1 1 2
1+(=1) 24(=2) 2+4(-1) 14+(=2) 14+(=1)] [0 0 1 -1 0

Desarrollando el determinante por los cofactores de la 1* columna:

o 1 1 1 o 1 1 1
-1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1
— 1(_1)\1+1 _
4] =1(-1) o 1 1 2 o 1 1 2
0 1 -1 0 0 1 -1 0
Desarrollando el nuevo determinante de orden 4 por cofactores de la 1% columna;

1 1 1

Al =(-1)(-1)2] 1 1 2/=1(-1+2-1+2)=2
1 -1 0

2.5 Inversa a partir de la traspuesta de la matriz de cofactores

Se cumplen los siguientes resultados (deducibles a partir de las propiedades 10 y 11 de los determi-
nantes):

A (cof (A))t = [A[ T
(cof(A))t A= |A|T

Si |A| # 0, podemos pasar |A| al primer miembro, dividiendo, y obtenemos:

4 (C‘)i(:’”)t —1 (2.1)
W A=T (2.2)
De las ecuaciones (2.1) y (2.2) deducimos: A~! = W (2.3)

La ecuacién (2.3)mos da un procedimiento para calcular la inversa de una matriz.

RESUMEN: ‘En esta seccién encontramos que si |A| # 0, entonces A es invertible, con A~! =
(cof(A))*/|Al+. En la propiedad 15 vimos que si A es invertible, entonces |A| # 0. Por tanto con-
cluimos:

(A invertible < |A| # O‘

OBSERVACION: Teniendo en cuenta la propiedad cof(A!) = (cof(A))! (Secc. 2.2), la ecuacién (2.3)

se puede reescribir asi:

cof (A?)

Al =
|4
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1 3 0
Ejemplo 2.4. Calcula la inversa de la matriz A= |1 0 —2| a partir de su matriz de cofactores.
0 -2 2

Sol.

En primer lugar hay que calcular el determinante de A, confirmando que mo es cero. Se obtiene
|A| = —10 aplicando el método de Sarrus.

Seguidamente obtenemos la matriz de cofactores.

-4 2 =2
La matriz cuyos elementos son los menores de los a;; es: 6 2 =2
-6 -2 -3

Para obtener la matriz de cofactores de A tenemos que multiplicar los elementos |M;;| por el factor
(=1)7, 0 lo que es lo mismo, tenemos que cambiar de signo los elementos'en los que la suma del
indice de fila y el indice de columna sea impar.

-4 -2 -2
cof(A)=1-6 2 2].
-6 2 -3

4 6 6

Seguidamente obtenemos la traspuesta: — (cof(A))' =1-2 . 2 2

—2 2 -3

Para obtener la inversa sélo queda dividir por el determinante.

. ~4.-6 —6] [2/5 3/5 3/5
Alz(COf;A)) - 110 “2 2 2l =1/5 -1/5 -1/5
4] S22 =3 1/5 —1/5 3/10

Comprueba el resultado siempre que calcules una inversa, confirmando que AA™! = 1.

OBSERVACION: Si todos los-elementos de una matriz son enteros y su determinante es 1 o0 -1, entonces
los elementos de la inversa son también todos enteros.
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2.6 Relacién entre el determinante de A y el de una forma escalo-
nada de A

Analizamos aqui cémo varia el determinante de una matriz al efectuar operaciones elementales sobre
sus filas, teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes

e Intercambio de filas: cambia el signo del determinante
e Reemplazar una fila por ella mds un multiplo de otra: no hace variar el determinante

e El escalamiento de una fila por un factor no nulo: escala el determinante por el mismo factor

Por tanto, si U es una forma escalonada de A, entonces ||U| = |A| x (—1)° X oy X ... X @,| siendo

s el nimero de intercambios de filas y «; (todos distintos de 0) los factores de los escalamientos
realizados sobre las filas de A.

La expresion anterior implica: ’ U #A0< Al #0 ‘

2.7 Relacién entre determinante, inversa, rango y forma escalonada
reducida

Continuando con la matriz A de la seccién anterior, y:su forma escalonada U, analicemos |U|.

Por ser U cuadrada y escalonada es triangular superior, y por tanto |U| es igual al producto de los
elementos de su diagonal principal.

|U|ZU11 X U292 X ... X Upn
Deducimos:
e Ainvertible & |[A| #0< |U|#A0&Vi=1,...,nu; #0< 1g(A) =n < Awed = In.

En este caso las formas escalonadas de A son triangulares superiores estrictamente.

En el Tema 1 también se dedujo el resultado de que A invertible si y solo si rgA=n, en ese caso
basandonos en la resolticién /del SL AA™! = I.

Estas afirmaciones también se pueden escribir en esta forma:

e Anoinvertible |[A| =0« [U| =0« Ju; =0 < 1rgA < n < Apeq no es la identidad.

En este caso las formas escalonadas de A son triangulares superiores no estrictamente.
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Ejemplo 2.5. Determina st las siguientes matrices son invertibles.

1 5 0 1 5 4
A=12 4 -1 B=12 4 2
0 -2 0 0 -2 -2

Sol:

1 5 0 1 5 0 1
e [A|=12 4 -1|=|0 =6 -1|=]|0 -6 —-1|=-2 El determinante es distinto de
0 -2 0 0 -2 0 0
cero por tanto A es invertible

También se podria haber razonado que A es invertible ya que rg A = 3 (vemos que en la forma
escalonada quedan 3 pivotes)

1 ) 4 1 5 4 1 ) 4
e|Bl=12 4 2/=10 -6 -6/ =0 -6 —6/ =0 B noves invertible ya que su
0 -2 -2 0 -2 -2 0 0 0
determinante es cero.

Del resultado rg B=2 (en la forma escalonada quedan 2 pivotes) también se podria haber con-
cluido que B no es invertible.

1 21
Ejemplo 2.6. Determina el valor de ¢ para que la maitriz A= |2 ¢ 2| sea invertible.
2 30
Sol:
1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
A=12 ¢ 2| — |0 ¢—4 (0} — |0 -1 =2 — |0 -1 -2 = Aesc
2 30 0 ~Ll—2 0 c—4 0 0 0 —2(c—4)
Fy = F, — 2 xF} Fos F3:F3+(C—4)*F2

Fg = F3 — 2% F1
Nétese que la operacion F3="F3 + (c — 4)Fy puede realizarse cualquiera que sea el valor de c.

No se podria efectuar Fs = (¢ — 4)F3, porque en los escalamientos el factor no puede ser cero, y se
tendria ese valor para ¢ = 4.

De lamatriz Aesc obtenida se concluye:
o Sic=4 rgA=2 por tanto A no es invertible.
e Sic#4 rgA=3 por tanto A es invertible.

Resultado: La matriz es invertible si y sélo si ¢ # 4
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2.8 Rango de una matriz como el orden del mayor menor no nulo

ail a2 ... Qip
. a1 @ @
Dada una matriz Amxn = | 2 2n , se define menor de orden p de A, con p < m
am1 Am2 ... Gmn

y p < n, al determinante de la submatriz de orden p que resulta de eliminar m — p filas y n — p de
columnas de A.

1 2 01
Por ejemplo, considerada la matriz A = [2 —1 0 2|, veamos algunos de sus menores:
0 0 1 3
11
El menor de orden 2 que toma las filas 1,2 y las columnas 1,4, es: 9 ol = 0:
2 1
El menor de orden 2 que toma las filas 1,3 y las columnas 2,4, es: 0 ‘sl = 6.

El nimero de menores de orden 2 en esta matriz es 18, ya que‘existen 3 elecciones para el par de filas
(1 y 2% 1%y 3%, 2%y 3%) y 6 para el par de columnas (1%y 2% 1%y 3%, 1%y 4% 2%y 3% | 2% y 4°
, 3%y 4%).

El ntimero de menores de orden 3 en esta matriz es 4, ya que existen 4 elecciones para la terna de
columnas (1,2,3 ;1,24 ;1,34 ; 2,3,4).

Para una matriz de orden m x n el nimero de menores de orden p es:

<ZL> p <Z> 3 zol(mmi p)! p!(nni p)!

El primer factor corresponde al ntimero’de elecciones posibles de p filas y el segundo al ntiimero de
elecciones posibles de p columnas.

Propiedad: Dada A,,xn; rgA es igual al orden del mayor menor no nulo de A.

Por ejemplo, si una matriz' Asxg tiene rango 3, entonces existe al menos un menor de orden 3 que no
es nulo, y todos los menores de orden superior (los de orden 4 y los de orden 5 en este ejemplo) son

nulos.
1-.3.0 1
En A= |2 —1 0 2|, el rango es 3, ya que las tres primeras columnas producen claramente un
0.0 1 3
menor distinto de cero.
153 0
2 —1 0| =1(—1-6) = —7 (desarrollado por cofactores de la tercera fila o de la tercera columna)

0 01
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Bisqueda del rango sirviéndose de los menores

Bésicamente extraido de J. de Burgos “Algebra Lineal y Geometria Cartesiana”. 1999. Segunda
ediciéon. McGraw Hill. Pdgina 96.

Para hallar el rango de A, se toma un menor |Ma| de orden 2 no nulo y se le orla con una fila fija, la
1, y con sucesivas columnas; st todos los menores de orden 3 que asi se obtienen son nulos, entonces
se prescinde de la fila i, y se repite el proceso con otra o con otras filas hasta: 1) encontrar un menor
|M3| de orden 3 no nulo, en cuyo caso el rango es al menos 3; 6 2) descubrir que todos los menores de
orden 8 son nulos, en cuyo caso el rango es 2. Si hay un menor |Ms| no nulo, se le orla con una fila
y con sucesivas columnas, siguiendo el mismo proceso que con |Ms|, lo que nos lleva o bien.a que el
rango es 3 (si todos los menores de orden 4 son nulos) o bien a que el rango es al menos 4 (en cuanto
se encuentre un menor de orden 4 no nulo). Siguiendo asi , se llega a un menor-no.nulo del mayor
tamano posible; este tamano es el rango.

2 2 3 3

Ejemplo 2.7. Determina el rango de la matriz A= |1 7 2 4 en funcion del pardmetro
0 0 a ala—1)

a, basdndote en sus menores.

Sol.:

Las dos primeras filas y las dos primeras columnas forman un menor |M| de orden 2 no nulo, de valor
12. Por ezistir menor de orden 2 no nulo ya sabemos que el rango de A es igual o mayor que 2.

Orlando este menor vemos que solo tenemos una posibilidad de filas, que es la fila 3, y dos posibilidades
de columna. Denotamos \M§1)| Y \Méz)\ a los menores obtenidos con las columnas tercera y cuarta

respectivamente.
2 2 3 2 2 3
M| =11 7 2 IMPP= T 4
0 0 a 0 0 ala—1)

Por cofactores de la tercera fila tenemos:
MY | = 124 M= a(a —1)12
rgA = 2 & |M§1)] =0y |M3E2)| =0 Los dos menores de orden 3 han de ser nulos para que el rango
seq 2.
?Mf”zO@@zO
|M§2)|:0@a=00a:1

Por tanto LrgA =2 a= 0‘ ( a = 0 anula los dos menores. a = 1 anula solo uno, por lo que no
vale)

. . 1

Analicemos ahora el resto de casos, es decir, el caso a # 0. Para ese caso ]Mé )] # 0, por tanto al
tener un menor no nulo de orden 3 el rango es como minimo 3. Como la matriz tiene 3 filas este es
ademds el rango mdximo, por tanto para a # 0 el rango es 3.

rango A=2<a=0

Conclusion:
rango A=3<a#0

Gracias al método de “orlar” mo hemos tenido que estudiar los cuatro menores de orden 3, sino solo

2.
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2.9 El rango de A,,, es igual al rango de A!

A cada submatriz cuadrada M de orden p en A, definida por tomar las filas ordenadas i1,...,%, y las
columnas ordenadas ji, ..., jp, le corresponde una submatriz M* en A?, que toma las filas ji,...,jj,
y las columnas iy,...,4,. El determinante de M y el determinante de M" son iguales, por ser una

matriz la traspuesta de la otra. Los menores, que son estos determinantes, son iguales en A y A?, por
lo tanto el rango, que es el orden del mayor menor no nulo, es el mismo en A y en A’

1 3 01
Por ejemplo en la matriz A = |2 —1 0 2|, justificamos que el rango es 3, basdndonos‘en el menor
0 0 1 3
no nulo (= —7), que se obtiene con las tres primeras columnas.
1 30
2 —1 0| =1(—1-6) = —7 (desarrollado por cofactores de la tercera fila'o de la tercera columna)
0 01
1 20
. 3 -1 0 . .
En A" = 0 0 1 el menor correspondiente es el que toma. las tres primeras filas, por tanto:
1 2 3
1 20
3 —1 0]|=1(—-1-6)=—7, tomando el mismo valor.
0 01

Lo mismo sucederia con los menores nulos, como es el caso del menor de orden 2 en A que toma las
filas 1 y 2 y las columnas 1 y 4, y el correspondiente menor de orden 2 en A, que toma las columnas

nAy‘l 2':OenAt,

1y 2y las filas 1 y 4. Estos menores son 1 9

2 2‘:
2.10 Meétodo de Cramer

Consideremos el sistema lineal A7 = b con A invertible de orden n y siendo por tanto compatible
determinado.

DadosAygdenotamos Ai=[dy ... b ... @]
col. ¢

A; es la matriz que tiene en la columna ¢ el vector b y las deméas columnas como en A.

a1 a2 ... Qa3 ... Qin a1 a2 ... b1 N AT
a1 Qa2 ... Q2; ... Q2pn a1 a2 ... b2 ... QA9n
Apl An2 --. Gpi ... Gpp anl ap2 ... by ... aun
col. 7
| Ai

La solucién tnica Z del sistema AZ = b puede obtenerse como: ; =

A
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Ejemplo 2.8. Resolver el siguiente sistema por el método de Cramer.
T1 —2x9+x3=0
2:1)2 — 8:173 =38
—4x1 + 5xro + 923 = —9

1 -2 1 0 -2 1
Al=| 0 2 —8l=2 |A4|=| 8 2 -8 =58
—4 5 9 -9 5 9
1 0 1 1 -2 0
Aol =| 0 8 -8 =32 |45/=|0 2 8 =6
—4 -9 9 —4 5 =9
A 58 14| 32 ;] (6
YT T 2= T 0 mEa T

2.11 Ejercicios

Adicional 2.1 Considera A =

[
[ )
[ < R =
Q= = =

(a) Obtén una forma escalonada de A.

(b) A partir de éstardetermina el rango y si es invertible o no, ambos en funcién del parametro
a, rellenando las afirmaciones siguientes.

rg(A)=181y S0lo Si: wccvvvvriiiiiiriiiiiiciiice, rg(A)=2s1y s0lo Si: weovevvriiiiiiiiiiiiiciic
rg(A)=3 si y 8010 SI: ..eevvririiiiiiiiiieiie, rg(A)=4 1y 8010 81 .eeevviiiiiiiiiieiiice,

Acinvertible S1y S0l0 Sii voveveeiieiiiiiiiiiiii e

Indica “siempre” o “nunca” si procediese.

(¢) Obtén el determinante de A y justifica el procedimiento empleado.

Adicional 2.2 Dada la matriz A = , encuentra un razonamiento rapido que permita afirmar que su

O =
TN NN O
= w o o

rango es 3.

Adicional 2.3 Estudia el tipo de solucién en funcién del pardmetro a
T + X2 — x3 = 1
T1 + axo +3x3 = 2
221 + 329+ ax3 = 3
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Adicional 2.4 Clasifica el siguiente sistema lineal en funcién del pardmetro a.

— T — 2T + ax3 = a
2x1 —axg + 223 = —2
r1 + 229 + 423 = 3

El sistema es compatible determinado si y sélo si:

El sistema es compatible indeterminado si y sélo si:

El sistema es incompatible si y sélo si:

Indica “siempre” o “nunca” si procediese. Si das m&s de una condicién utiliza los nexos

(1P ({5

adecuados “0” o “y”.

Comprueba que las respuestas presentadas son consistentes entre/si.

2 -3 -5 2 1 -4
Adicional 2.5 Dadas las matrices A= |—-1 4 1| yB= |0 1 4|,y sabiendo que
1 -3 —4 1 -2 -3
11 17
D =ABC = |17 1], calcula la matriz C."Si no existe, indicalo explicitamente.

4 10
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Ejercicios del libro Algebra Lineal y Geometria de Hernandez, Vazquez y Zurro. Pearson.
2012. Tercera edicion.

e Seccién 2.1.: 4c (pg. 59). Obtén el determinante de la matriz traspuesta de la matriz del
enunciado. Realiza operaciones de reemplazamiento de filas para simplificarlo (F; = F; + aF}).

1 1 1
El determinante del enunciado es: |z y =z
22 g2 2

O~ Q
= a <o

1
e Seccién 2.1.: 4d (pg. 59). Se pide el siguiente determinante: [0
0

e Seccién 2.4.: 7b (pg. 95). Haz uso del concepto de determinante. El enunciado pide encontrar

2 0 0
los valores de a para que la siguiente matriz sea invertible: |0 e+ 1 —1
0 1 a—3

e Seccién 2.4.: Tc (pg. 95). Haz uso del determinante simplificindolo previamente ( sacando factor
comtn y realizando operaciones de reemplazamiento, F; =F; + oF}) .

El enunciado pide encontrar los valores de a yb.para que la siguiente matriz sea invertible:

1 a b
1 a® b2
1 a3 b

e Seccién 2.4.: 11 (pg. 95). Haz uso del concepto de determinante.

El enunciado pide calcular los valores de m para que el siguiente sistema tenga soluciones no

2r—y+z2=0
triviales: ¢ x +my — z =0
T+y+z=0

e Seccién 2.5.: 2 (pg. 104). Resuélvelo orlando menores, teniendo en cuenta que el rango es el
orden del mayor menor no nulo.

1 a -1 2
El enunciado pide el rango de la matriz {2 —1 a 5| en funcién del pardmetro a.
1 10 -6 1

En el mismo libro, en la pagina 91, tienes otro ejemplo (Ejemplo A) de obtencién de la inversa de una
matriz de orden 3 por cofactores.
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Soluciones de algunos ejercicios

e ADICIONAL 2.3

11 -1 | 1 11 -1 |1
1 a 3] 2/~|0 a1 411
2 3 a | 3 0 1 2+4a | 1

Al =(a—1)(2+a)—4
En efecto podemos calcular el determinante de A con la segunda matriz (sus tres. primeras

columnas) porque las operaciones de reemplazamiento no modifican el determinante.

Si |A| #0, entonces el sistema serd compatible determinado. Compatible perque rgA=3, y
entonces rg A* también 3 porque no hay mas de tres filas. Determinado porque el rango de A
coincide con el nimero de incognitas.

Igualando el determinante de A a cero tenemos ec. de segundo grado en a. Las soluciones o
raices sona =2 ,a = —3.

— Para a # 2 y a # —3 el determinante de A es_distinto de cero, y por tanto el SL es
compatible determinado.

—a=2
Analizamos el caso sustituyendo ese valor de @ en la matriz en la ya esta hecha la eliminacion
gaussiana en la primera columna:

11 -1 | 1 11 -1 | 1
01 4 | 1|~01 4 =1
01 4|1 0 0.%0" 0

Sistema compatible indeterminado (rgA = rgA* = 2, menor que el nimero de incégnitas).

—a=-3
1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1
0 —4 4 1l~ {0 -1 1 1/4| ~ |0 -1 1 1/4
0 1 —1.1 0 1 -1 1 0 0 0 5/4

Sistema incompatible (rgA =2, y rgA* = 3)

Resumen:

a#£2 y a# —3 sistema compatible determinado
a=2 compatible indeterminado con un parametro libre

a=-—3 incompatible

e ADICIONAL 24

-1 =2 a | a 1 2 4| 3 1 2 4 | 3
2 —a 2| 2|~ 2 —-a 2| 2|~ 0 —a—-4 -6 | -8
1 2 4| 3 -1 -2 a | a 0 0 4+a | 3+4a
a = —4 Sistema incompatible porque la tercera ecuacién queda 0 = —1

rgA=2  rgA*=3

a # —4 Sistema compatible determinado. rgA=rgA*=3
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1 1
e HVZ12. Seccién 2.1. Ejercicio 4c (pg. 59). El enunciado pide obtener: |z y 2z
2,2 L2
x Yyt oz

En primer lugar tomamos la traspuesta (la trasposicién no varia el determinante).

1 = a2 1 T x2 1 T x2

1
Ly ¢ =10 y—z y*—2°| =10 y—2 (y—2)(y+2)|=H—2)(z-2)0
1z 22 0 z—a 22—2? 0 z—2 (z—2a)(z+2) 0

(y —2)(z —2)(z —y)

.T2

= =8

Y+
z+x

e HVZ12. Seccién 2.4. Ejercicio 7c (pg. 95). El enunciado pide encontrar los valores'de a 'y b para

1 a b
que la siguiente matriz sea invertible: |1 a? b%
1 a® v
La matriz es invertible si y solo si su determinante es distinto de céro.
1 a b 1 1 1 1 1 1
1 a®> V*l=abll a bl=abl0 a—1 b-—1|=
1 a® b 1 a® b2 0 a?>—1 -1
1 1 1
abl0 a—1 b—1 =

0 (a—1)(a+1) (b-=1)(b+1)
A partir de aqui tenemos estas dos posibilidades

— (02=C2-C1, C3=C3-C1, es decir, restamos a la columna 2 la columna 1, y a la columna 3

la columna 1:
1 0 0

=abl0 a—1 b=1
0 (a—1D(a+1) b=1)(b+1)

Seguidamente sacamos factor comin (a — 1) de col2 y (b— 1) de col3.

150 0
= abla—1)(b-1){0 ~ 1 1 [=ab(a=1)(b-1) (b+1-a—1)=|ab(a—1) (b—1) (b—a) |
0 a+1 b+1

La matriz esiinvertible si y solosi: a 0y b#0ya#1yb#1ya#b.
— La otra posibilidad es desarrollar el determinante por cofactores de la primera columna.
=ab(la—1)(b-1)0b+1)—(b—-1(a—1)(a+1))
Sacando factor comin (a — 1)(b — 1) tenemos:
—ab(a—1)(b-1)(b+1—-a—1)=| abla—1)(b—1)(b—a)]

1 a -1 2
e HVZ12. Seccién 2.5. Ejercicio 2 (pg. 104). El enunciado pide el rango de lamatriz |2 —1 a 5
1 10 -6 1
en funcién del pardametro a, y lo resolveremos orlando menores.
Tomamos el menor no nulo de orden 2: f I&

Hay dos menores que lo orlan, uno con col3 y otro con col4. Tomo primero col4 porque no tiene

parametro.

1 a 2 1 a 1

2 —1 5| =12 —1 3| acol3 le he restado coll para conseguir un cero.
1 10 1 1 10 0
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0 a 1
—1 —1 3| a coll le he restado col3 para conseguir otro cero. Aplico Sarrus sin simplificar
1 10 0
mas:

IM1| = —10+3a+1= -9+ 3a

— Si a # 3 tenemos un menor de orden 3 distinto de cero, y por tanto el rango de la matriz
es 3. No puede ser mayor porque la matriz tiene 3 filas.

— Si a = 3 este menor es 0, y no podemos concluir hasta haber estudiado el valor del otro
menor para a = 3.

1 a —1 1 3 -1

IM2| =12 -1 a|=|2 -1 3/=6-20+9—1—30+36= =251 51'=0.
1 10 =6/ |1 10 —6

Para a = 3 este menor también es cero, por tanto para a = 3 el'rango es 2.





