SOLUCIONES A LA AUTOEVALUACION - Espacios Vectoriales.
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A) Soluciones a las Cuestiones

C-1) a) Si, por ejemplo el eje X, formado por los vectores de la forma (X, 0), que se identificarian
con el numero real A . También valdria el eje Y, o cualquier otra recta que pase por el origen. (Al
ser de dimensién 1, una recta se puede identificar con R, que también es de dimension 1).

b) No es posible, pues R ? tiene dimensidon 2, y no puede contener un espacio que “se
parezca” a R>, pues éste tendria dimensién 3. Un espacio de dimensién 3 no puede estar
contenido en otro de dimension 2.

C-2) Hay muchas posibilidades; estos son s6lo algunos ejemplos: las matrices de la forma
a b a b a a a Z2a a b a b a b ¢
’ ’ ) ’ ) ] ) elc.
2b c c a a a) \3a 4a) (2a 2b b+c ¢ c a+b+c

C-3) Utilizamos la férmula dimS + dimT = dim(S+T) + dim(SNT).

a) El primer miembro de la igualdad es 2+3, por tanto el segundo miembro ha de sumar también 5,

asi que las posibilidades son:
* dim(S+T)=5 , dim(SNT) =
* dim(S+T)=4 , dim(SNT) = 1
* dim(S+T)=3 , dim(SNT) =

o

N

No hay mas posibilidades. No seria correcto “dim(S+T) =2 y dim(SNT) = 3” porque la suma ha de
ser “mas grande” que S y que T, y la interseccion ha de ser “mas pequefia” que Sy que T.

b) Ahora las posibilidades son:

. dim(S+T) =4, dim(SNT)= 1
. dim(S+T)=3 , dim(SNT) = 2

es decir, las mismas que en a) excepto la primera. No seria posible dim(S+T) = 5 porque estamos
en R*, asi que no puede haber un subespacio de dimension 5.

C-4) Como en la cuestion anterior, dimS + dimT = dim(S+T) + dim(SNT).

Ahora S y T son planos, por tanto ambos de dimensién 2, asi que el 2° miembro ha de sumar 4, lo
que nos da las posibilidades:

* dim(S+T)=2 , dim(SNT) = 2 (plano)
* dim(S+T)=3 , dim(SNT) = 1 (recta)

No hay mas posibilidades. No es correcto “ dim(S+T) =4 y dim(SNT) = 0 “ porque estamos en
R 3, asi que no puede haber un subespacio de dimensién 4.

Por tanto, en ninguna de las posibilidades SNT es un punto (que seria de dimension 0).
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C-5) a) Es facil, porque practicamente tres vectores cualesquiera en R ? (a no ser que los 3 estén
alineados) van a tener rango 2. Por ejemplo,

u=(1,0), v=(0,1), w=(1,1) surango es 2.

Se puede suprimir uno cualquiera de ellos y el rango sigue siendo 2.

b) Habria que poner 2 vectores que sean linealmente dependientes entre si, p. ej. u=(1,0),
v=(2,0) , y otro que sea independiente de ellos: p.ej. w= (1,1) . Este conjunto tiene rango 2.

Asi, quitando u se conserva el rango; quitando v también; pero no podemos quitar w porque
entonces el rango disminuye.

C-6) a) No, porque nunca pueden ser independientes mas vectores de lo que indica la dimension.

b) No, pues nunca pueden ser sistema generador menos vectores de lo que indica la dimension.

C-7) Si, porque si u, v son linealmente independientes, como sélo son 2 vectores, significa que
uno no es multiplo del otro. Entonces 2u y 3v tampoco pueden ser uno multiplo del otro.

(Imagina que 2u fuese multiplo de 3v, p.ej. 5 veces: 2u = 5-3v, entonces despejando tendriamos
u= L v, yno puede ser porque u y v eran independientes).

C-8) Cierto, pues el conjunto independiente siempre tiene un nimero de vectores menor o igual
que la dimensién del espacio, mientras que el sistema generador siempre tiene un numero de
vectores mayor o igual que la dimensién del espacio.

C-9) a) Labase{(0,1), (1,0)}, es decir, la candnica pero con los vectores en orden contrario.
Asi claramente (1,2)=2-(0,1) + 1 -(1,0).

b) La base { (-1,0), (0,-1)}, es decir, la candnica pero con los vectores cambiados de signo.
Asi claramente (1,2) = (-1) - (-1,0) + (-2) - (0,-1)

¢) No es posible. En cualquier base, las coordenadas (0,0) son exclusivas del vector nulo.

C-10) a) No, por no ser cuadrada.
b) No, por no ser inversible.

c) Si, por ser cuadrada e inversible. Seria la matriz de cambio entre ciertas bases de R 2.
(de hecho es la matriz de cambio de B={ (1,3), (1,2) } a la base candnica).
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B) Soluciones a los Ejercicios

E-1) a) No, porque no contiene al (0,0), ya que no hay ningun valor de a, b que cumpla a la vez
a+b=0 y a+b+2=0.

b) Si. Es el conjunto de todos los vectores de %R ? que tienen sus dos coordenadas iguales.
Se ve mas facilmente si llamamos b=a+1, entonces el conjunto es { (b,b) }. Es subespacio porque:

- La suma de dos elementos es (b,b)+(c,c)=(b+c,b+c) que es otro elemento del conjunto.

- Si A es un escalar, A (b,b) = (Ab,Ab) que es otro elemento del conjunto.

E-2) 1%forma: Plantear el sistema dado por o(1,2,4)+p(-1,-1,2)=(1,4,16). Es compatible, por
tanto es posible poner v como combinacién lineal de (1,2,4) y (-1,-1,2). Si pertenece.

22 forma: Hallar el rango de los tres vectores y ver que es 2. Por tanto, v es combinacién
lineal de (1,2,4) y (-1,-1,2). Si pertenece.

E-3) a) 12 forma: Como hay 2 parametros, y estamos en R * , hara falta 1 ecuacién. “Claramente”
ésta es y=x+z , es decir, x-y+z=0.

22 forma: Un sistema generador del subespacio es (1,1,0), (1,2,1). Un vector (x,y,z)
1
12y
01 z
calculando el determinante o triangulando la matriz).

1 X
pertenece al subespacio si el rango de [ J es 2. Esto ocurre cuando x-y+z=0 (se puede ver

b) Resolviendo el sistema de una sola ecuacioén, la incognita principal es x, quedando como
parametros y=a, z=f. La solucion al sistema es por tanto (2a-3p, o, B), que es la forma paramétrica.

E-4) a) Escalonando la matriz se ve que es de rango 4, igual al numero de vectores, luego el
conjunto es independiente. (Otra forma: porque el determinante 4x4 que forman, es no nulo).

b) Escalonando la matriz se ve que es de rango 2, menor que el numero de vectores, luego el
conjunto es dependiente. (Ofra forma: viendo que alguno es combinacion lineal de los otros).

E-5) a) Escalonando la matriz se obtiene rango 2 (2 filas no nulas).

Otra forma: Sin escalonar la matriz. Esta claro que la matriz que forman tiene una columna
toda nula, asi que el determinante es nulo, luego el rango ya no es 3. Seria 2 6 1. No es 1 porque
entonces serian todos los vectores multiplos uno de otro, y no lo son. Por tanto, rango 2.

b) Escalonando la matriz se obtiene rango 2 (2 filas no nulas).
Otra forma: Sin escalonar la matriz. Esta claro que el rango no puede ser mas de 2, pues
estamos en R° (la matriz sélo tiene 2 filas). Y el rango no es 1 porque entonces serian todos los
vectores multiplos uno de otro, y no lo son. Por tanto, rango 2.
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E-6) Haciendo la forma escalonada de la matriz, las columnas pivotales son la 12, 22 y 42, Por
tanto extraemos los vectores independientes 1°, 2° y 4°,

(Hay otras soluciones, por ejemplo 1°, 2° y 5°, o también 3°, 4° y 5°, etc. Pero otras posibilidades no
valen, por ejemplo 1°, 2° y 3° no vale, porque no son independientes.)

E-7) Ponemos (a, atb, atb+c, ¢, 2a-b) =a (1,1,1,0,2) + b (0,1,1,0,-1) + ¢(0,0,1,1,0). Asi, un
sistema generador es (1,1,1,0,2) , (0,1,1,0,-1), (0,0,1,1,0).

E-8) a) Un sistema generador de S+T se obtiene uniendo ambos sistemas generadores:
(1,1,0,0), (1, -1, 0, 0), (0,2,1,0), (-1,1,1,0)

b) Para saber si este sistema generador es base, hay que ver si son independientes, y si no lo
son, quedarse con tantos como indique el rango.

1@ forma: Escalonando la matriz se obtiene que el rango es 3 (por tanto no son independientes);
las columnas pivotales son la 12, 22y 32 y asi una base de S+T seria

(1!1!0!0)! (1! '1! 0! 0)! (0!2!1!0)

2% forma: Sin escalonar la matriz se ve que su 4?2 columna es toda nula, asi que el rango ya no es 4.
Sera 3 o menor. Pero se ve facilmente que los 3 primeros vectores son independientes, asi que el
rango es 3 y los 3 primeros vectores forman base: (1,1,0,0), (1, -1, 0, 0), (0,2,1,0)

X+y-z-t=0
E-9) a) SNT se obtiene resolviendo el sistema formado por las 4 ecuaciones. 2x+2y-z _Ot =0
X—y=
z-t=0

Se observa que el sistema es compatible determinado, y como es homogéneo, su solucion Unica
es (0,0,0,0). Por tanto SNT = { (0,0,0,0) }, es el subespacio cero.

b) 12 forma: Siguiendo la sugerencia: Por a) tenemos que dim(SNT)=0. También sabemos que:

- dim(S)=2, ya que esta definido por 2 ecuaciones independientes en R * y por tanto tendria
4-2=2 parametros, dimension 2.

- dim(T)=2 por lo mismo.
Asi, usando la formula dim(S)+ dim(T) = dim(S+T) + dim(SNT), obtenemos que dim(S+T)=4.
Entonces S+T es un subespacio de dimension 4 en R 4, asi que sélo puede ser el total.

Concluimos por tanto que S+T=‘R 4,
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2% forma: Pasamos S y T a paramétricas, resolviendo cada uno de los dos sistemas. Se
obtiene lo siguiente:

S={ (o, —o, B, —B) },  T={ (A, A, p, p) }

De lo cual se calcula un sistema generador de cada uno:
S=<(1,-1,0,0), (0,0,1,-1)>, T=<(1,1,0,0), (0,0,1,1)>

y asi la unién de ambos es un sistema generador de S+T :
S+T=<(1,-1,0,0), (0,0,1,-1), (1,1,0,0), (0,0,1,1)>

y se comprueba (p.ej. escalonando la matriz) que este conjunto tiene rango 4. Entonces S+T es un
subespacio de dimensién 4 en R 4, asi que solo puede ser el total. Concluimos pues, que S+T=R 4,

E-10) Resolviendo el sistema obtenemos las implicitas: (—-3a-2b, 2a+b, a,b ). Poniendo
(—3a-2b, 2a+b, a,b) = a(-3,2,1,0) + b(-2,1,0,1) se obtiene que un sistema generador es
(-3,2,1,0) , (-2,1,0,1). Observamos que estos vectores son independientes (uno no es multiplo
del otro), por tanto (-3,2,1,0), (-2,1,0,1) forman base y la dimensién del subespacio es 2.

E-11) a) No, pues no son independientes (su determinante es nulo; o bien escalonando la matriz
se ve que es de rango 2).

b) El subespacio {y=0} en R ® es un plano; tiene dimension 2 (pues esta dado por 1
ecuacion en R *; 3—1=2). Asi que los dos vectores seran base de este plano si son independientes.
Y son independientes, porque uno no es multiplo de otro. Por tanto si forman base.

E-12) Tenemos 2 vectores; para formar una base de R * habra que afiadir otros 2, que sean
independientes de los anteriores.

Probemos con vectores de la base candnica: por ejemplo si elegimos (0,0,1,0), (0,0,0,1) tendremos
la familia (2,3,0,1), (0,2,0,0), (1,0,0,0), (0,0,1,0) que se ve claramente que es de rango 4 (la matriz
ya esta escalonada). Por tanto esta familia es base de R *.

(Los vectores afnadidos no tienen por qué ser de la base candnica, valdrian otros si el rango final es 4).

E-13) Habra que quedarse con 3 vectores independientes. (Ojo, los 3 primeros no lo son). Para
saber cuales son, escalonamos la matriz y nos quedamos con las columnas pivotales, que son la
18, 22 y 42 Por tanto una base sera (1,2,3) (4,5,6), (0,1,3) .

E-14) 1% forma: Planteamos el sistema (-3,-8) = a (0,-1) + B (1,2), cuya soluciénes o =2,  =-3.
Asi pues, las coordenadas de v en la base dada son (2, -3).

28 forma: Hallamos la matriz de cambio de base (ver gjercicio E-15), y multiplicandola por v se

) 2 -1\(-3 2 )
obtiene = que son las coordenadas pedidas.
1 0)\-8 -3
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E-15) a) Basta poner los vectores de la base en columnas, ( 1 ZJ

- (0 1Y (2 4
b) Es la matriz inversa de la anterior: = .
-1 2 10

E-16) a) La suma sera directa si dim(SNT)=0. Sabemos que tanto S como T tienen dimension 2,
entonces
dimS +dim T = dim(S+T) + dim(SNT)
2 2 4 0

vemos que el caso dim(SNT)=0 solo se da cuando dim(S+T)=4. Y esto ocurrira en caso de que los
vectores (1,2,0,0), (1,0,0,2), (0,0,2,1), (2,0,0,1) que generan S+T sean independientes.

En efecto lo son (la matriz que forman es de rango 4), asi que dim(S+T)=4, y dim(SNT)=0.

Por tanto la suma es directa.

b) La suma sera directa si dim(SNT)=0. Sabemos que tanto S como T tienen dimension 2,
entonces

dim S +dim T = dim(S+T) + dim(SNT)
2 2 4 0

vemos que el caso dim(SNT)=0 solo se da cuando dim(S+T)=4. Pero esto es imposible porque
estamos en R *, ninguin subespacio puede tener dimension 4. Por tanto dim(S+T)=4 no puede ser,
y dim(SNT)=0 tampoco. La suma no es directa.

- También es posible, tanto en a) como en b), calcular explicitamente la interseccién y ver si es el
subespacio cero o no (aunque lleva mas trabajo).

E-17) Afadimos vectores hasta formar una base de R > sera necesario afiadir 1 vector, que sea
independiente de los anteriores. Por ejemplo (1,0,0) sirve, porque el rango de (1,2,3),(4,5,6), (1,0,0)
es tres.

Asi, la base del suplementario son los vectores afadidos, en este caso (1,0,0). Por tanto el
suplementario encontrado es el espacio generado por este vector (en este caso se trata del eje x)

(Hay infinitas posibilidades mas. De hecho cualquier recta no contenida en el subespacio seria un
suplementario).

Neila Campos - Univ. de Cantabria - http://personales.unican.es/camposn ~ ALGEBRA LINEAL - Espacios vectoriales



