CALCULO INTEGRAL
(12 del Grado en Matematicas, Universidad de Cantabria)

PRUEBA DEL 11 DE ABRIL DE 2017
|

Sea W = {(x,y,2) € R3: 2% + y? + 2% < a?} la esfera de centro el origen y radio a > 0.
Calcular

(a) Laintegral [[[, (2* +y* + 2*)zyz dv dyd=.

(b) Laintegral [[[,(2*4+y*+2*)xyz dx dy dz, donde Q es la parte de la esfera W contenida
en el octante positivo, Q = {(z,y,2) e R® : 2?2 +¢y* + 22 <a? >0, y >0, z > 0}.

SOLUCION DE (b)
Pasamos a coordenadas esféricas (seccion 4.4 de los apuntes),

r = psingpcosf p €]0,+00)
y = psinpsinf ¢ €10,7]
z = pcosp 6 <[0,27]

con lo que el dominio vendra definido por
p* < a?, psingpcosf >0, psinpsind >0, pcose > 0.

Como p es positivo, la primera inecuacion equivale a 0 < p < a. Ahora podemos simplificar
p en las otras inecuaciones. A continuacion, de cos¢ > 0 deducimos que 0 < ¢ < 7 (puesto
que ¢ solo puede variar entre 0 y 7). Entonces sin ¢ > 0, de donde deducimos que cosf > 0
y sinf > 0.

Resumiendo, las inecuaciones que describen nuestro recinto de integracion en coordenadas
esféricas son

s T
0 f; P f; a, 0 f; 2 f; Ezy 0 f; 0 f; EZ?
luego la integral pedida es (el jacobiano del cambio de variables es p*sin )

a /2 pw/2
/ / / p cos @ sin 6 cos ¢ sin® ¢ cos ¢ dy df dp =
o Jo 0

SOLUCION DE (a)
Podemos razonar como en (b), teniendo en cuenta que ahora no aparecen las desigual-
dades x > 0, y > 0, z > 0, luego

1] {11 1 S
2 2 2 dedudz = =08 Z1sin?26| =/ sint = —x0x0=0.
///W(a: +y° + 2%)ayz dedydz g|” 3 sin 1 sin” ¢ i 61 < 0%

Otra forma més rapida de llegar al mismo resultado es observar la simetria del dominio de
integracion respecto de los planos coordenados y las simetrias y antisimetrias de la funcion
a integrar. Entonces, razonando como en el ejemplo 1.5 de los apuntes, concluimos que la
integral es nula.



