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Sea Ct la semicircunferencia y = v/1 — 22 recorrida desde (—1,0) hasta (1,0).

(a) Calcular /+ [3x(x2 + y4)1/2i + 6y° (2 + y4)1/2ﬂ - ds.
c

ds.

(b) Calcular /

C 3+
SOLUCION DE (a)

Se comprueba inmediatamente que para puntos (z,y) # (0,0), 8% [3z(2? 4+ y")'/?] =
2 [6y°(2* + y*)'/?], lo que nos sugiere que busquemos una funcién escalar f : R* — R
cuyo gradiente sea el campo que queremos integrar. Para ello seguimos el método 3 explicado
en el ejemplo 1.32:

. % = 3z (2% + y*)Y2, luego f(z,y) = [ [31’(:82 + y4)1/2} dr = (22 + y*)*2 + ¢(y).
n 6y3 (22 +yh)2 = Z_ch = 63 (2% +y)2 + ¢'(y), luego ¢'(y) = 0, es decir, ha de ser una
funcion constante: f(z,y) = (22 +y*)>? + k.

» Finalmente, comprobamos (de manera inmediata) que efectivamente grad f = campo
del enunciado.

El teorema fundamental del célculo generalizado nos permite concluir que

/c+ [3$(:}02 + yHY% + 6y° (22 +y4)1/2j} -ds = /C+ grad f-ds= f(1,0) — f(—1,0) :@.

Alternativamente, también es posible calcular la integral sin apelar a que el campo es
conservativo. Para parametrizar la curva simple C' definimos

c:[0,71] — R? c(t) = (cost,sint); c(t) = (—sint, cost),

que induce sobre C' la orientacion opuesta a la del enunciado (puesto que ¢(0) = (1,0) y
c(m) = (—1,0)). Haremos los célculos para esta parametrizacion y usaremos el hecho de que
Jor F-ds=— [, F-ds.

F.ds= / ((3cost(cos®t + sin* £)/2), 6sin® t(cos® t + sin* ¢)/?) - (—sint, cost) dt =
c- 0

= / 3(cos®t +sin*t)!/? (= sint cost + 2sin’ t cost) dt =
0

3 ™
= 5/ (coszt + sin? t)1/2 (—2 sintcost + 4sin3tcost) dt =
0

= [(coszt + sin* t)g/ﬂ =1-1=0.
0
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Otra manera de calcular la integral del parrafo anterior es aplicar propiedades de simetria
de las funciones trigonométricas.

Respecto de t = 7/2, sinx es simétrico y cost es antisimétrico (ver el apartado (B.3) de
los apuntes). Como la integral anterior puede descomponerse en

/2
/ 3(cos? t 4 sin? )1/ cost (—sint + 2sin®¢) di+
0

+ / 3(cos’t +sin*t)/? cost (—sint + 2sin®t) dt,
/2

razonando como en la primera igualdad del ejemplo L.2 de los apuntes, es decir, cambiando
t por ™ — t, concluimos que la suma es igual a 0, sin ncesidad de calcular cada sumando.

OBSERVACION:

Al comienzo hemos dicho que se comprueba de modo rutinario que en todos los pun-
tos distintos del origen nuestro campo F' cumple 0F,/0x = 0F;/dy. Puede comprobarse
que también en (0,0) se tiene la misma igualdad, por lo que concluimos que F' cumple la
propiedad (4) del teorema 1.33.

Como el dominio de definicion de F es todo R?, que no tiene agujeros, puede dar la
impresion de que podemos aplicar la tesis C) del teorema y concluir que (4) = (3) = (2),
con lo que podriamos sustituir la curva simple orientada C por cualquier otra que vaya
desde el punto (—1,0) hasta el punto (1,0), por ejemplo el segmento que los une, y asi
simplificar mucho los calculos.

Sin embargo, no podemos aplicar este razonamiento sin haber comprobado previamente
otra de las hipotesis del teorema 1.33, que F € ¢*(R?). Ocurre que esta hipotesis también
es cierta, pero demostrarla no es tan trivial.

SOLUCION DE (b)
Parametrizamos la curva cerrada simple C', sin orientar, mediante
c:[0,7] — R? ¢(t) = (cost,sint)

(observar que la orientaciéon asociada a ¢ no es la de C'* sino la de C'~, pero para el célculo
de una integral de campo escalar la orientacion da igual). Entonces

c(t) = (—sint,cost), || = 1.

Por tanto,

Y T sint T
ds = —— dt = | —log(3 t)| =logd—log2=|log2]|.
[t = [ o= [ o] =t
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OBSERVACION:
Si pretendemos utilizar x como pardmetro para describir la curva C', es decir, en lugar
de ¢ pretendemos utilizar el camino cg : [—1,1] — R? ¢o(z) = (x, v1— x2), ocurre que

Co no es un camino de clase €' a trozos, porque en los puntos 1 y —1 no es derivable, por
lo que no es una parametrizacion de la curva simple C' en el sentido de la definicion 1.26. Y
no podemos recurrir a la definicion 1.29 para poner [, y/(3+x) ds= [, y/(3+ ) ds.

Sin embargo, el resultado que se obtiene mediante fCO y/(3+x) ds es correcto, pero gracias

al teorema 2.52(1): ||co’(x)|| = 1/v/1 — 22 no esta acotada sobre (—1,1), pero

L o/1— 2 1y 1
/ Y ds—/ A Y/, = dx—/ dx = [log(3+x)] = log2.
c 1 o+« 3 .

3+ -1 +x

Por otra parte, una observacion similar a ésta valdria también para el calculo de la parte

(a).



