CALCULO INTEGRAL
(12 de los Grados en Matematicas y en Fisica, Universidad de Cantabria)
EXAMEN FINAL, 12 DE JUNIO DE 2017

SOLUCIONES I

Cuestiones

C;) En este caso la condicion es necesaria y suficiente.
Que es necesaria se demuestra en el apartado 3 = 4 del teorema 1.33.

Que es suficiente se sigue del apartado C) del mismo teorema aplicando alguno de estos
dos razonmientos:

» D =R3 es estrellado (basta tomar como pg cualquier punto de R3),

» n =23y ademas D = R3.
OBSERVACIONES TRAS LA CORRECCION:

1. Se pedia aplicar parte del teorema 1.33 al caso expuesto en esta cuestion, donde
n =3y D = R3. No bastaba con repetir el enunciado del teorema 1.33.

2. En el enunciado no se dice solamente que F' sea un campo vectorial de tres
variables, se dice ademés que su dominio de definicién es todo R3.

3. Cuando P y @ son sentencias logicas, P = () es lo mismo que decir que P es
condicion suficiente para () v lo mismo que decir que () es condicién necesaria
para P.

4. En el apartado C) del enunciado del teorema 1.33 se dice que “4 = 3 siempre
que se cumpla alguna de las siguientes condiciones adicionales”. Es incorrecto
reformular este enunciado diciendo que “Para que 4 = 3 hace falta que se cumpla
alguna de las siguientes condiciones. adicionales”.

Cz) 1. Tomamos una parametrizacion ¢ de C™ que sea inyectiva y regular a trozos, apli-
camos el teorema 1.15 a la restriccion de ¢ a cada subintervalo sobre el que sea
regular, y sumamos los resultados. Asi obtenemos que [, F-ds = [, F -T ds.

2. [[gs F-dS = [[F-N do, donde N es la normal unitaria compatible con la
orientacion de X7 (aplicacion directa de la definicion 3.31.)

OBSERVACIONES TRAS LA CORRECCION:

1. Una igualdad del tipo de [, F -ds = [ F(c(t)) - ¢/(t) dt no es una respuesta
valida a la primera parte de esta cuestion, puesto que el segundo miembro de la
igualdad no es la integral de una curva sobre C sino la integral de una funciéon
escalar de una variable sobre un intervalo.

Tampoco una igualdad como [[, F'-dS = [[ F(®(u,v)) - ne(u,v) dudv res-
ponderia a la segunda parte, porque en el miembro de la derecha no estamos
escribiendo una integral sobre una superficie sino una integral de dos variables.
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2. Los teoremas de Green-Riemann, de Stokes y de la divergencia de Gauss no ayudan
a responder a esta cuestion.

3. Una curva simple (definicion 1.26(1)) no siempre tiene una parametrizacion que
sea regular, pero el teorema 1.15 sblo es aplicable a caminos que, ademéas de
inyectivos, sean regulares. Por eso hemos optado por empezar descomponiendo
una parametrizacion de C" es suma de caminos que sean regulares. En general,
no se puede aplicar el teorema 1.15 a una paramterizacion cualquiera de C'™.

C3) Sea X la superficie 22 +y? + 2% = 4 y ® su parametrizacion en coordenadas esféricas, tal
como se explica en el ejemplo 3.2, donde D = [0, 7] x [0, 27] . El punto (0,0,2) = ®(0,0)
no pertenece a ®(Int D), pero si que es un punto regular de ¥ (ver la definicion de
punto regular de una superficie al final de la pagina 134).

Para demostrar esto tultimo, tomar una parametrizacion ®q de la esfera, analoga a la
®, pero en la que el &ngulo ¢ se mida desde el semieje positivo X y el angulo 6 se mida
desde el semieje positivo Y. Entonces, (0,0,2) = ®g(7/2,7/2) v (7/2,7/2) € Int D.

OBSERVACION TRAS LA CORRECCION:

Una cosa es que una funcidn sea reqular en un punto (ver pagina 120) y otra que
un punto de una superficie sea regular (ver pagina 134). La pregunta hacia referen-
cia a puntos regulares de una superficie, por lo que mostrar puntos regulares de la
parametrizacion ® que no estén en ®(Int D) no contestaba a la pregunta.

C,4) Podemos asegurar que f es integrable, porque todas sus discontinuidades estéan conteni-
das en una superficie y por tanto forman un conjunto despreciable para la integracion
triple (definicion 4.1).

OBSERVACIONES TRAS LA CORRECCION:
1. No es cierto que X NW tenga so6lo 6 puntos, o que sea finito. La superficie esférica
>’ esta inscrita en el cubo W, por lo que X C W, luego XNW = ¥, que es infinito.

Lo que si consta de 6 puntos es X N OW, pero esto no nos ayuda en nada para
responder a la cuestion.

2. El concepto de funcién integrable Riemann es global, no local. No tiene sentido
decir que una funcién es integrable o no integrable en un punto.

3. La diferencia conjuntista de W menos ¥ puede escribirse como W\, pero no
como W/%.

Cs5) 0<2z<2ryax<3implican 0 < z < 6;
r <3y z<2rimplican z/2 <z < 3;

r <y <6 —ximplica (obviamente) z <y < 6 — x.
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Hemos demostrado la implicacion hacia la derecha de la siguiente equivalencia:

0 <z < 3 0 < z < 6
r < y < 6—1 <= 2/2 < x < 3
0 < z < 2z r <y < 6—=x

La implicacion hacia la izquierda se demuestra de manera andloga: 0 < zy z/2 < x < 3
implican 0 <2 <3; 0< zy z/2 < z implican 0 < z < 2z.

Como ademas

2<6 = 2/2<3 y r<3 = r<6-—u,

3 6—x 2x 6 3 6—x
/ / / dzdy dr = / / / dydx dz.
0 Jx 0 0 Jz/2Jx

OBSERVACIONES TRAS LA CORRECCION:

podemos poner

1. No tiene sentido escribir fozx S | dydzdz. En una integral reiterada los limites
de la ultima integral que se va a calcular siempre tienen que ser constantes, es
decir, no pueden depender de ninguna de las variables de integracion.

2. La respuesta a esta cuestion, al igual que el resto de respuestas, requeria una
justificacion. No bastaba con dar el resultado sin mas.

3. La justificacion también podia hacerse argumentando sobre un dibujo aproximado
del recinto de integracion, que es el tetraedro de vértices (0, 0,0), (0,6,0), (3,3,0)
y (3,3,6).

4. En caso de que la respuesta se haga a través de desigualdades no se puede omitir la
implicacion hacia la izquierda entre los dos sistemas de inecuaciones. Y tampoco
las implicaciones z < 6 = z/2 <3,z <3 = =z <6 — x, porque hay que
asegurarse de que se cumplen todas las condiciones de las definiciones 2.19 (en
particular, que ¢ < @9 sobre [a,b]) y 4.3 (en particular, que o < [ sobre D).

P;) De acuerdo con la observacion 106, la region D a la que se refiere el enunciado es la
definida por las desigualdades

0<y—a <2, 0<y+z<1,

que es un rectangulo cuyos lados no son paralelos a los ejes.
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La propia descripciéon de D nos sugiere que cambiemos las variables x, y por otras
nuevas, u =y — x, v = Yy + , para que el nuevo dominio si que sea un rectangulo de
lados paralelos a los ejes, 0 < u <2, 0<v < 1:

T:A=10,2] x [0,1] — T(A) = D, T(u,v) = (2,y) = (“_“ ”*“).

2 72

El valor absoluto del jacobiano de T en cualquier punto es %, por lo que se cumplen

todas las hipotesis del corolario 2.26, tomando N = @, y podemos aplicar la formula
del cambio de variable y el teorema de Fubini para funciones continuas,

I v-— abini 1 (% [
[ veranay ™ [[ 55 e qua ™ [ [ - we dvau®
D a2 2 4Jo Jo
1 2 1 v=1 1 2
@_/ o102 :_/ (1 — 20) du &
4 0 2 v=0 8 0
u=2
6y 1| _ 1/5
2 o142 — (21
8 {6 1+ U)} w—o S <62 )

(hemos hecho uso de la formula 56 de la tabla de integrales).

OBSERVACIONES TRAS LA CORRECCION:

1. El cambio de variables es una aplicacion que transforma las variables (u.v) en las
variables (x,y), y no al revés. Por tanto, el coeficiente que hay que introducir en
1

el célculo de la integral es 5, y no 2.

2. También se podia resolver el problema de otras formas: (a) sin hacer un cambio
de variable, para lo que resulta necesario descomponer D en tres regiones simples;
(b) aplicando teorema de Green-Riemann a un campo vectorial, por ejemplo F' =
(xe*7¥,0), para convertir la integral doble sobre D en una integral de linea sobre
oD.

Ambas alternativas hacen bastante méas larga la soluciéon y mas complejos los
calculos, con lo que son mas costosas en tiempo y més propensas a cometer errores.

P2) Dado que las desigualdades que definen a W son simétricas cuando cambiamos z por —z,
y que xy es una funcién antisimétrica respecto del mismo cambio, podemos garantizar
que fffw xy dV = 0 (ver el ejemplo L.5). Por tanto, solamente tenemos que calcular
fffwz dV'. No obstante, vamos a iniciar la solucion del problema como si no nos
hubiéramos dado cuenta de esta simplificacion.

En coordenadas cilindricas. Como en las desigualdades que definen a W aparece
repetidamente la expresion 22 + 2, pasamos la descripcion de W a coordenadas
cilindricas, en la esperanza de que se nos simplifique la tarea:

y>0 < rsinfd >0 < sinf>0 < 0<6 <
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2 2< 2< 2 2 2<2 <1_2
2y <2<y & or _zz ;08 r }©T§Z§ T

De las desigualdades r? < 22 < 18 — r? deducimos ademas que 72 < 9, lo que
equivale a |r| < 3, que a su vez equivale (puesto que 7 > 0) a 0 < r < 3. Por
tltimo, si 0 < r < 3, siempre existe algtin z positivo para el cual r? < 22 < 18 —r?
Recapitulando, una descripcion de W en coordenadas cilindricas como regiéon
simple en la direcciéon de las z es

0<f<m 0<r<3, r’<z2<18-1r?

luego

T 3 pV18—12
/// (xy + z) dx dy dz (145 L T49) / / / (r® cos@sin @ + rz) dzdr db.
w 0 0 Jr

En lugar de resolver la integral reiterada en el orden en el que la hemos
planteado, que se nos complicaria al intentar calcular la integral indefinida
[ cos@sin@r3y/18 — 2 dr, observamos que si integramos primero sobre la varia-
ble 6, el primer sumando tiene integral nula, foﬁ sinf cos6 df = %[sin2 0] =0,y
nos desaparece la dificultad. (Esencialmente, esto se debe a la simetria de la que
hablamos al principio.) Entonces

3 Vi8—r2 ™
/// (zy + 2) dV:// /(rgcosesin9+m) df dz dr =
% 0 0
27V

3 18—7r2 3 3
9 1
ZW/T—Z dTZ?T/(QT—T3)dT:7T—T2——T4 =
0 2], 0 2 4 |,

81
= Z .

En coordenadas esféricas. La region W es el conjunto que se encuentra en el se-
miespacio y > 0 y estd por encima del cono z = /22 + y? y por debajo de
la semiesfera de radio V18, z = /18 — 22 — 42, Una figura justifica de manera
inmediata la siguiente descripcion de W en coordenadas esféricas:

Wi 0<p<VIS 0<f<m 0<e<

También pueden obtenerse las mismas desigualdades para W recurriendo a las
del enunciado, sin utilizar para nada la figura:

P2<I8 -2 -y & pPP<18 & 0<p< VIS
y>0 < sinf>0 < 0<0<n
2?4+ y? <22 <sin¢p < cos?yp
220 & cosp >0

N

}<:> simp <cosp = 0< <
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(para las equivalencias hemos utilizado que tanto p como sin ¢ son positivos).

Entonces,

7 pr/d V18
/// (xy + 2) dV:/ / / (p*sin ¢ cos @sin @ + p® sin p cos @) dp dp db.
w o Jo 0

Igual que hicimos cuando integrabamos en cilindricas, cambiamos el orden de
iteracion para integrar primero respecto de 6, puesto foﬂ cosfsinfdf = 0, con lo

que
/4
/// xy+ z) dV = / / /p sin pcospdf dpdp =

7r/4 V18
= sin?p| = |p* _ 8 .
™3 , 1P, T

P3) En primer lugar calculamos los valores de u y v tales que ®(u,v) = (5,4, 1). Dichos
valores se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

w4i=5, 2uww=4, =1
Es facil ver que la solucion de este sistema es u = 1, v = 2, con lo que ®(1,2) = (5,4, 1).

A continuacion calculamos a<I><1 2) x BCI) 5o (1,2). Para todo u,v, se tiene:

oo, . 0B,
%(Uﬂ /U) - (2U,2U,3U )7 %(U,U) - (21)72“7 0)7
0P oP

%(u,v) X %(u,v) = (—6u?, 6uv, du® — 4v?).
En particular, 8(1)(1 2) x 8(1)(1 2) = (—6,12,—12). Por tanto, una ecuacion para el
plano tangente a la superficie en el punto (5,4, 1) es (véase la pagina 115 de los apuntes)

(x—=b,y—4,2—1)-(—6,12,—12) =0, es decir, r — 2y + 22+ 1 = 0.

P,) Primera forma de resoluciéon. Aplicando el teorema de Stokes.

El teorema de teorema de Stokes se puede aplicar a esta superficie (véase la seccion
3.4.2). Entonces,

/ VXF . dS = F - ds.
s+ ox+

En este caso 0 es la circunferencia 22 +14? = 4 en el plano z = 1. Una parametrizacion

de esta curva es
c(t) = (2cost,2sint, 1), 0<t<2m.
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Como la orientaciéon de las normales es hacia arriba, esta parametrizacion respeta el
criterio de orientaciones establecido en el teorema de Stokes. Ademas, se comprueba
facilmente que

c/(t) = (=2sint,2cost,0), F(c(t)) = (2sint, —12costsint, 16sin* t + 8cos t).

Aplicando ahora la definicion 1.13 obtenemos:

27
F -ds = / (2sint, —12costsint, 16sin* ¢ + 8cos®t) - (—2sint, 2 cost, 0) dt =
ox+ 0
2w

+ 8cos®t = —A4r.
0

sin 2t

2m
= / (—4sin’t — 24 cos® tsint) dt = | -2t +
0

Segunda forma de resolucién. Aplicando el teorema de la divergencia.

Sea W la semiesfera maciza, es decir, la region de R? definida por la desigualdades
24P+ (z—1)2<4, z2>1
Se tiene que OW = X U X, siendo X la “tapa de abajo” de W, es decir,
Y ={(z,y,2) eR¥: 2” +9? <4, z=1}. (1)

Aplicando el teorema de la divergencia (teorema 4.16) tenemos que:

/ VxF-dS+// VxF-dS—/// div(V X F) =0
o+ =f w

(ya que la divergencia de un rotacional es nula).

Por tanto,

/ VXF-dS:—/ V X F -dS.
=+ =F

Recordar que en el teorema de la divergencia la orientacion de las normales es “hacia
afuera”, que en el caso de X quiere decir “hacia arriba”, es decir, la que se considera en
el enunciado del problema.

Calculemos la segunda integral de superficie que aparece en la formula anterior. Me-
diante calculos sencillos se obtiene que

(V X F)(z,y,2) = (4y°z,2yz — 32*, =3y — 2?),

Ademas, de acuerdo com (1), ¥; es una superficie en forma explicita dada por z = 1,
con la condicion (z,y) € D = {(z,y) € R? : 22 +y* < 4}. Entonces, un vector normal a
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¥, apuntando “hacia afuera” (es decir, “hacia abajo”) es n = (0,0, —1) (véase el ejemplo
3.6). Aplicando ahora la definicion 3.22 llegamos a que

// (4y°z,2yz — 3%, —3y—2%)-dS = // (4y°, 2y —32*, —3y—1)-(0,0, —1) dz dy =
>F D

://(3y+1)da:dy:// 3y dx dy + area(D) = 4w
D D

(por simetria, [, 3ydxdy =0).

Concluimos que

/ V X F -dS = —4m.
>+

Observacion. El alumno interesado puede intentar calcular directamente la integral
de superficie que se pide en el enunciado.



