CALCULO INTEGRAL
(12 de los Grados en Mateméticas y en Fisica, Universidad de Cantabria)
EXAMEN FINAL, 13 DE JUNIO DE 2016

SOLUCIONESI

Cuestiones

C1) Sea a(z,y) la altitud del punto (x,y) del mapa.

(a) La altitud media (o promedio de las altitudes, ejemplo 1.8) de cada senderista es
fq a ds/ fCi ds,i=1,2.

(b) Si, razonando de la siguiente manera: llamamos ¢, al momento en el que la segunda
senderista se detiene para comer. De los datos del enunciado deducimos que

— para t < tp los dos caminos coinciden; por tanto, foto a(ez(t))||lcy(t)]| dt =
Jo" alex(®)lieq ()] dt, y tambien [§° [leq(0)] dt = [ l1€; (1)]] di;
la segunda senderista permanece parada durante el tiempo [to,to + AT], luego
c,(t) = 0 para todo t € [ty, to+ AT]; en consecuencia, ti°+AT a(ca(t))||ch (1)l dt =
J ey o)l dt =0

to
— el camino restriccién de cq al intervalo [ty + AT, T + AT] es una reparame-
trizacion de la restriccion ¢y al intervalo [tg, T, con Cambio de parametros

T+AT
t ~ t — AT; luengo I +a1 a(eza(t))||cy(t)]| dt = j;o )|y (t)] dt; y tam-
bién ij:fg b ()] dt = fto |} (t)]] dt, sin mas que hacer el cambio de variable
t~t—AT.

Para comprobar que [_ads/ [, ds= [, ads/ [ _ ds, basta descomponer cada integral
en una suma y aplicar las igualdades anteriores.

OBSERVACIONES:

» Para contestar la pregunta (b) hay que razonar dentro del modelo matemaético,
no puede apelarse a la intuicién o al sentido que tendria una u otra respuesta.

» En (b) no se preguntaba si las dos medias pueden ser iguales, sino si podemos
deducir si son iguales.

= Para deducir que ambas medias son iguales no se podia apelar a un cambio de
parametros entre los dos caminos, puesto que ¢z no es una reparametrizacion de
Cq.

= En algunos exdmenes se ha interpretado que la media de las altitudes habia que
considerarla respecto del tiempo transcurrido. No es el tipo de promedio que se
ha desarrollado en varios contextos durante el curso, pero se ha admitido esta
interpretacion, con la condicion de que se fuese coherente al interpretar las dos

preguntas (a) y (b).
= También hay que mantener la coherencia al escribir la media como un cociente,
interpretando de manera analoga el numerador y el denominador.
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1. Cierto, teorema 2.12.
2. Falso, pagina 78.

3. Cierto, corolario 2.13.

OBSERVACIONES:

= No era suficiente decir “verdadero” o “falso”. Habia que dar alguna justificacion
para cada caso.

» Como f continua = [f es acotada y ademas la integral doble existe y las dos
integrales reiteradas también|, era absurdo decir que el apartado 1. es cierto pero
que el apartado 3. es falso.

C3) La solucion es

1 2 1 2 1 2
/ / / dzdy dx = / / / dx dz dy.
0 2—x Jx 1 2—y J2—y

En efecto, en primer lugar es facil comprobar la equivalencia de estos dos sistemas de
desigualdades:

0<z<1 I<y<2
2w <y<2 — 2—-y<z2<1
r<z<l1 2—y<z<z

Para que se cumplan las hipotesis del teorema 4.3 hemos de comprobar ademés que
las nuevas desigualdades son una descripcion del recinto de integracion como region
simple tridimensional (definiciones 4.2 y 2.18):

01(2) <pa(z): 1<y = —y<1 = 2-y<l1
aly,z) < py,z): 2—y<z = 2—y <z (trivial).

ALGUNOS ERRORES OBSERVADOS:

= También son equivalentes los sistemas

0<z<1 1<y<2
2—x<y<?2 <— 0<2z<1
r<z<l1 2—y<z<z

pero para el segundo sistema de inecuaciones no se cumplen todas las condiciones
de la definicién 4.2, puesto que no es cierto que a(y,z) < f(y,z) en todos los
puntos:

1<y<2AN0<z<1 4 2—y<z

(bastaria tomar, por ejemplo, y = 1, 2 = 0, con lo que 2 —y £ 2).
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Que no se cumplan todas la condiciones de la definicion 4.2 tiene trascendencia,
como puede comprobarse viendo lo que ocurrirfa si calculdsemos las integrales
reiteradas:

1 2 2 1z 1 2 1 pz
/ / / dz dydx = / / / drdzdy = —; pero / / / drdzdy = 0.
0 2—x Jx 1 2—y J2—y 6 1 0 2—y

= Por otra parte,

0<zr<l1 1<y <2
2—x<y<?2 — 2—y<z<l1
r<z<I1 <<z

pero estos dos sistemas no son equivalentes: la desigualdad 2 — x < y, que forma
parte del primer sistema, no se puede deducir del segundo. Por ejemplo, x = 0,
y =1, 2 =1 es soluciéon del segundo sistema pero no lo es del primero.

s Un error de otro tipo ha sido el de poner la integral que se pedia en la forma

2 1 z
drdzdx,
nl !

donde h es funcion de alguna de las variables. Los limites de la tdltima de las
integrales que se calcule nunca pueden depender de alguna variable, tienen que
ser nameros.

C,4) Aplicando la definicion 3.31,

/ N~dS://N-NdU://||N||2dU://d0:éreadeE.
St 5 2 2

OBSERVACION: No bastaba con decir que la integral es igual al area de X, habia que
dar alguna justificacion.

Cs) 0% es la circunferencia 2 + y* = 36, 2 = 6. Dado que orientacion de X} es la de las
normales hacia arriba, la de O es la orientacion cuya proyeccion sobre el plano XY
sea la antihoraria (comparar con la figura 3.25 de los apuntes).

Para 0%5, ver la figura adjunta. El razonamiento es similar al de la figura 3.27 de los
apuntes, aunque allf se trata de un cilindro y aqui de un cono truncado.

OBSERVACION: Las tapas del cono o del cono truncado no forman parte de >; o de
Y9, ni juegan ningun papel en la pregunta sobre las orientaciones.
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Figura 1: Las flechas negras indican la orientacion de la superficie ¥ . El borde la superficie,
0%5, es la union de las dos circunferencias de color. Cada circunferencia tiene la orientacion
que indica la flecha del mismo color.

P;) Vamos a exponer dos formas de resolucion.
Integrando primero respecto de y y después respecto de x.

Sea D' = {(x,y) € D : x > 0}. Observar que por la simetria del problema,

// |m[cosydA:2// ]a:\cosydA:2// xcosy dA.
D D’ D’

Calculemos entonces ffD, xcosy dA.

Las curvas y = v e y = 2 — 22 se cortan para los valores de x que son soluciones de
224+ 2 —2 =0, es decir, para © = 1, x = —2, de los cuales el tinico valido es z = 1
(recordar que = > 0). Por tanto, D es una region bidimensional simple en la direccion
de las y, ya que puede escribirse como:

D ={(r,y) eR*: 0<z <1, 2 <y<2—2%}.
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Aplicando el teorema 2.20,

1 2—g? 1 )
// xcosydA:/ x / cosy dy dwz/ x[siny}g_x dr =
D’ 0 T 0 *
1

1
1
= / (zsin(2 — 2%) — xsinz) do = {5 cos(2 — 2?) — (—xcosz +sinz)| =
0 0

1
= —cosl—sinl — —cos?2.
2 2

Concluimos que
// || cosy dA = 2// xcosydA =3cosl —2sinl — cos2.
D !

Integrando primero respecto de x y después respecto de y (planteamiento).

D’ es la union de dos regiones bidimensionales simples en la direccion de las z, Dy y
Do, las cuales vienen dadas por:

D = {(z,y) eR*:0<y<1,0< 2 <y},
Dy = {(z,y) eR*:1<y<2,0<2<+/2—y}

De acuerdo con ello,

// xcosydA:// xcosydA+// xcosy dA.
D’ Dy Do

Por otra parte, aplicando el teorema 2.21,

1 Yy 1 1
// a:cosydA:/ Cosy(/ xdx) dy:—/ y? cosy dy.
Dy 0 0 2 Jo
2 27—y 1 /2
// xcosydA:/ cosy / xdx dy:—/(2cosy—ycosy)dy.
Dy 1 0 21

Las integrales simples que aparecen en las dos féormulas anteriores, o bien son muy
sencillas, o pueden calcularse usando las tablas. Se deja como ejercicio para el alumno.

P,) Sea D = [0,1] x [0, 1]. La aplicacion @ : D — R* asociada a la parametrizacion dada,
esta definida por

®(u,v) = (u? +4v,0* —u?,u+v), (u,v)€D.

Si (20, %0, 20) = (5,0,2), entonces (zo, Yo, 20) = P(ug, vp), siendo (ug,vy) = (1,1). De
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acuerdo con la pagina 129 de los apuntes, la ecuacién del plano tangente a X en el
punto (xo, Yo, 20) viene dada por

(# — 0,y — Yo, 2 — 20) - (Pu(uo, v0) X Py(ug, v0)) = 0.
En nuestro caso,

¢)u(uO; UO) = (2u07 —2’(1,0, 1) = (27 _27 1)7 QU(UOa UO) = (47 21}07 1) = (47 27 1)7
(2,-2,1) x (4,2,1) = (—4,2,12).

Concluimos que la ecuacion del plano tangente a ¥ en el punto (5,0,2) es

(x —=5,y,z—2)-(—4,2,12) =0, es decir, —2x +y + 6z — 2 = 0.

P3) Vamos a exponer tres formas de resolucion.
Integrando primero respecto de z y después respecto de x, y.

Resolviendo la ecuacion 2% + 3% = /22 + y2 + 6, tomando como variable 2% + 32, se
obtiene como solucién z? 4+ y? = 3. Por tanto, W es una regién simple en las z, ya que
puede escribirse como:

W = {(l’,y,Z) eR: (z,y)eD, 2’ +¢y* <z < \/x2+y2+6}, (1)

siendo D la region simple en R? dada por
D={(v,y) €eR*:2? +4* <3, 2 >0}. (2)

Denotemos por V(W) el volumen de W. Puesto que V(W) = [[[,, dV, de acuerdo
con el teorema 4.3,

V&2 +y?+6
V(W)://D/ dz://D<\/x2—i—y2+6—x2—y2) dz dy.
$2+y2

A continuacion pasamos a coordenadas polares la ultima integral, teniendo en cuenta
que ¥ > 0 equivale a —5 < ¢ < 7. Entonces, aplicando el teorema del cambio de

variable 2.33,

VW) = /_g/Oﬁ(\/m—r2>rdrd9:ﬁ/oﬁ<r\/m—r3> dr = (3)

jus
2

2 3/2 47V3
I i S R ISP B
3 4, 4
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Usando coordenadas cilindricas.

Es un proceso muy similar al anterior. De acuerdo con la descripcion de W como region
simple dada en (1) y (2), puede describirse la region W en coordenadas cilindricas por
las desigualdades

0<7r<V3, —ggegg,yﬁgZSVﬂ+6

Por tanto, utilizando la versiéon tridimensional del teorema del cambio de variable 2.33,

T VB Vi S
V(W):/ / / rdzdrdt?:/ / (\/T2+6—r2>rdrd9,
- 0 1"2 — 0

jus jus
2 2

con lo que llegamos a la misma integral que en (3).
Integrando primero respecto de x,y y después respecto de z.

Hemos visto en la primera forma de resolucién que las dos superficies se cortan para
22 +y? = 3, es decir, para z = 3.

Sean:
» W1 la region del semiespacio del enunciado encerrada por el paraboloide z =
22 + 3? desde z = 0 hasta z = 3.
= W2 la region del semiespacio del enunciado encerrada por la superficie z =

V22 + 2 + 6 desde z = /6 hasta z = 3.

Claramente,

V(W) =VWhH -V (IW?).

Se comprueba facilmente que W' y W? son regiones simples en las z, con lo que se
pueden usar los mismos métodos que en la primera y segunda forma de resoluciéon para
calcular sus voltmenes, V(W1) y V(W?). Se deja como ejercicio para el alumno.

El objetivo ahora es calcular V(W) y V(WW?) integrando primero respecto de z,y y
después respecto de z.

Si para i = 1,2 llamamos W! a la seccién de W con el plano horizontal situado a la
altura z, se tiene que:

3 3
V(wh :/ area(W!)dz, V(W?) :/ area(W?) dz.
0 V6

En el paraboloide, W} es el semicirculo de radio /2, con lo que &rea(W}) =
otro caso, W2 es el semicirculo de radio v/22 — 6, con lo que area(W?) = 5(2* — 6).
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Por tanto,
3 3 3 T 3 e
V(W) = / area(W)!) dz —/ area(W?) dz :/ 57 dz —/ 5(22 —6)dz=
0 0

V6
273 3 3 27
= E{Z_} _E{Z__(;Z} :<——2\/6)7T
2 (2], 2|3 s \4

P,4) El calculo de esta integral puede plantearse de varias maneras:

Sin aplicar ninguno de los teoremas del calculo vectorial. En primer lugar
calculamos el rotacional de F' por el procedimiento habitual: rot F(z,y,z) =
(1,0,1 —2y). Aplicando el teorema 3.34 y llamando D a la proyeccion de 3 sobre
el plano XY, que es el disco unidad,

//w(l,O,l -dS = //( —x2—y +1—2y> dxdy = A(D) = T,

dado que 0g/0x = —x/\/4 — 2% —y?, Jg/0y = —y/+/4 — x? — y?, y ademas en

este caso la antisimetria del primer y el tercer sumando del integrando garantizan
que su integral sobre D es nula.

Aplicando el teorema de Stokes para pasar a una integral de linea.
Mediante el teorema de Stokes podemos convertirla en una integral de li-
nea:

/ VxF-dS= F -ds.
e o+
En este caso el borde de la superficie 9% es la curva 22 +vy?> =1, 22 + 9> + 22 =4

0, equivalentemente, 22 + 2> = 1, z = /3. Una parametrizacién suya que es
compatible con la orientacion de la superficie (ver la definicion 3.36) es

c(f) = (cosf,sin6,v/3), 6 € 0,2x],

por lo que
2 ™
F~ds:/ (—sin?’ﬁ—i—cosQH—i-\/gcos@) dG:/ cos? 6 db =,
o+ 0 0

donde para obtener la segunda igualdad hemos utilizado el hecho de que

f%sm 0 do = 2ﬂ0089d9:().
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Aplicando dos veces el teorema de Stokes para cambiar la superficie.
Observamos que 0% es también el borde de otra superficie mas sencilla, el trozo
de plano Xy : 22 +y? =1, z = /3. Por tanto,

/ VXF-dS = F.-ds= F-ds:/ V x F-dS,
o+ o+ axg =

si utilizamos las orientaciones adecuadas. Como 0% = 0%, la orientacion sobre
0% ha de ser la misma que sobre 0%. Y entonces la orientacion sobre >y ha de
ser la determinada por la definicién 3.36, es decir, la de las normales hacia arriba.
Por consiguiente, aplicando el teorema 3.34,

//yVXF'dS://D(l—?y) dody = A(D) =,

haciendo uso de que dg/0z = dg/0y = 0y de la antisimetria de y sobre el disco D.

Aplicando el teorema de la divergencia. Consideramos ahora la region simple
tridimensional W encerrada por ¥ y >y y aplicamos el teorema de la divergencia
a W y al campo rot F. Como la divergencia de un campo de clase 6 siempre es
nula, tendremos

0:/// divrothV:// rotF' -dS.
1% oW+

El borde OW es la union X U Xg. Pero el borde orientado W™ esta formado por
la union de X7 y X, puesto que las normales hacia fuera de W

= en puntos de ¥ coinciden con las normales asociadas a la orientacion de X+
(hacia arriba);

= mientras que en puntos de X, coinciden con las normales hacia abajo.

Por tanto,

/ VxF-dS:—/ VxF-dS:/ V x F-dS,
=+ 2y =F

que hemos calculado en el planteamiento anterior.



