RECUPERACION DEL EXAMEN FINAL DE CALCULO INTEGRAL

5 DE SEPTIEMBRE DE 2015 (SOLUCIONES)
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Como se cumplen todas las hipdtesis del teorema 1.15, la igualdad 2 es cierta.

La igualdad 2 nos sugiere que la 1 es dificil que siempre sea cierta, puesto que los vectores T’
y m son ortogonales. Un contraejemplo es el siguiente: Sea CT el segmento [0, 1] x {0} C R?
orientado por la parametrizacion c(t) = (¢,0); y sea F' el campo constante F(x,y) = (1,0).
Entonces, F-n=0y F-T=1,luego [, F-nds=0y [, F-ds=1.

La igualdad 3 tampoco es siempre cierta, como muestra el mismo contraejemplo. En efecto,
div F' = 0, con lo que nuevamente una de las dos integrales vale 0 y la otra 1.

Ver el enunciado del corolario 2.37.

Del teorema 3.12 se deduce que la recta normal y el plano tangente son independientes de la
parametrizacién pero el vector normal no lo es.

Que el vector normal en un cierto punto sea nulo si que depende de la parametrizacién, como
muestran, entre otros, los ejemplos 3.1 y 3.2.

En cuanto a la orientacién, es obvio que depende de la parametrizacién, por su propia
definicién (3.29).

La respuesta es afirmativa, ver los comentarios previos a la observacion 81.

Para la circunferencia es cierto, como consecuencia del teorema 1.5.

Para el cilindro es falso, como prueba el ejemplo 6.20.
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Primera resolucién

3 6

Las curvas y = 2%, x = y? se cortan cuando x = 2%, cuyas soluciones son x = 0, x = 1. Por
tanto, los puntos de corte de estas dos curvas son (0,0) y (1,1).

D es una region bidimensional simple en la direccién de las y, ya que puede expresarse en
la forma
D={(z,y) eR*:0< <1, 2° <y <}

Aplicando el teorema 2.20, obtenemos que
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Segunda resolucién (Indicacién)

&

Si para cada (z,y) € D definimos P(x,y) = %, C Qla,y) = 2232, se tiene que 32 = /7,

%1; = y. Por tanto la ecuacién doble del enunciado puede escrlblrse como

s ] (32-5) o

Ademads, D es una regién bidimensional simple en la direccién de las y (ya visto) y en
la direccién de las = (ejercicio para el alumno). Por tanto, podemos aplicar la férmula de
Green-Riemann para este tipo de regiones (teorema 2.35). Entonces,

//D(ﬁ—y)cm: [ Par+Qay

En este caso, 0D = C; + (5, siendo C; y (5 curvas para las que unas parametrizaciones
compatibles con la orientacién de Riemann-Green son:

ci(t) = (t,1%), cat)=((1—-t)*1—1), telo,1].

Por tanto,

/ Pd:ﬂ—l—@dy:/ Pd:zc—i—Qdy—l—/ Pdr+ Qdy.

oD+ o oy

El alumno interesado tiene las herramientas necesarias para continuar esta segunda forma
de resolucién y comprobar que se obtiene el mismo resultado que antes.

P, Primera resolucién
Vamos a calcular la integral triple pedida usando el teorema 4.3.
Los puntos en los que el cono z = y/x? + y? y la esfera z = /2 — 22 — y? se cortan verifican
la ecuacién y/x2 +y2 = /2 — 22 — y2. Llamando r = /22 + 42, esta ecuacién se escribe

como r = /2 —r2. Elevando al cuadrado en ambos miembros de la ecuacién llegamos a
r? =2 —r? es decir, r? = 1, cuya tinica solucién valida es r = 1.

Entonces, W es una region tridimensional simple en la direccion de las z, ya que puede
expresarse de la forma

W:{(a:,y,)ER3 (x,y) € D, a4+ y? < 2 < /2 }



donde D es la region simple bidimensional definida por:
D={(r,y) eR*: 2 <0, /a2 + 142 < 1}.

Entonces, aplicando el teorema 4.3 obtenemos que

[ v =[] (/ 7 d) way= [[ H e
= //[)x(l—$2—y)dxdy.

A continuacion calculamos la tltima integral doble usando coordenadas polares (z = r cos @,
y = rsind, con jacobiano r) y aplicamos el teorema del cambio de variable (teorema 2.32).
La desigualdad z < 0 equivale a § < < 37“ Entonces se obtiene que
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Segunda resolucién

Vamos a calcular la integral triple del enunciado usando coordenadas cilindricas. Recordar
(seccion 4.5) que dichas coordenadas vienen dadas por

r=rcosf, y=rsinb, z=z,
y que el jacobiano de este cambio de variable es 7.

W puede expresarse en coordenadas cilindricas de la siguiente forma:

3
W:{(r,@,z)eR3 0<r<i, §§9<77T T<Z<m}‘

Tenemos que W, expresada en coordenadas cilindricas, es una regién simple tridimensional

en la direccién de las z. Aplicando la versién del teorema del cambio de variable (teorema
2.32) para integrales triples y el teorema 4.3 (para las coordenadas 7,6, z), obtenemos que

///Wa:zdv = [Fﬁ/I (/mrcosﬂzrdz>drd0:
:/ /(r cose{ }2 )drd@-/ /rcose1_r)d7~d9_
_ /rgcosﬂd@/o(r oy dr

2

Y llegamos a las mismas integrales que en (1).



P3 (a) Elegimos como orientacién positiva para la curva C la correspondiente a la siguiente
parametrizacién de dicha curva:

c(t) = (cost,sint,cost +sint — 1), t € [0,2n].
Para cada t € [0, 27|, tenemos que
c'(t) = (—sint,cost, —sint + cost), F(c(t)) = (sint,cost sint, —cost —sint + 1).

Por tanto, aplicando la definicion 1.28,

F-ds:/F-ds. (2)
ct c

Aplicando ahora la definicién 1.13,

/F s = [ Fe() - ety di

27
:/ (—Sin2t+0082tSint+SintCOSt—f—Sith—Sint—COSQt—SintCOSt+COSt) dt =
0
27
= / (—1—1—(308215si11t+sin2t—sint+cost) dt.
0

Se verifica que

2 2 2 21 2
/ 1dt =2, / cos®t sintdt:/ sintdt = / costdt =0, / sin?t dt = .
0 0 0 0 0

Entonces, [ F-ds = —m.
Finalmente, a partir de (2) se obtiene que [, F -ds = —m.

(b) Primera resolucién

C es el borde la superficie 3 dada en forma explicita mediante la siguiente parametrizacion:

Qea:plic(x,y) = (:U,y,g(x,y)), g(l‘,y) = -77‘{’:1/ - 17 (.Z‘,y) € D = {([B,y) € R2 : 1172 +y2 S 1}

Teniendo en cuenta la orientacién positiva elegida para C' en el apartado (a), la orientacion
positiva de ¥ de acuerdo con el teorema de Stokes es la de las normales hacia arriba (punto
5 de la seccién 3.4.2). Por el Ejemplo 3.6, el vector nornal a ¥ apuntando hacia arriba es

19) 0
nq)e:l:plic(x7y> = (_a_i(‘r7y>7_a_Z(xvy)u 1) = <_17_17 1)

Aplicando el teorema de Stokes para superficies en explicitas (teorema 3.37),

F-ds:/ V x F - dS. (3)
Cc+ >+



Calculemos la integral de superficie que aparece en la formula anterior. Es trivial ver que
V x F(z,y,2) = (0,0,y = 1) ((2,y,2) € R?).

Entonces, aplicando la definicién 3.32,

/ VxF.dS — // (V % F)®enpiic(@,9)) - 1y (0, y) do dy =
>+ D

= //D(O,O,y—l)-(—1,—1,1)dmdy://D(y—1)d$diy- (4)

Por simetria, [[ pydrdy =0, con lo que llegamos a que

//D(y—l)da:dyz—//D dx dy — —Area(D) = —7.

Por tanto, [[., VX F - dS = —m.
Aplicando (3) finalmente obtenemos que fc +F -ds = —m, con lo que se comprueba que el

resultado es el mismo que en (a).

Segunda resolucién

La superficie X cuyo borde es la curva C' también puede parametrizarse mediante coordena-
das cilindricas en la siguiente forma

D itina(r,0) = (rcos,rsinb, rcosd +rsinf — 1), (r,0) € D' =10,1] x [0, 27].

El vector normal apuntando hacia arriba asociado a dicha parametrizacién es ne,,,, ,(7,0) =
(—r, —r, 7). Entonces, aplicando la definicién 3.32,

// VxF -dS = // (V X F)(q)cilind<r, 0)) . nq,m.lmd(r, 6) dr df =
>+ /

_ //D,[(rsiHQ) —1Jrdrdf = /OQﬂ/Ol[(rsme) — 1] dr db.

La integral doble a la que llegamos es la misma que la segunda de (4), sin més que utilizar
coordenadas polares.

Finalmente, aplicando (3) a esta parametrizacién de X7 se obtiene el mismo valor que en la
primera forma de resolucién.



