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Mirar y ver: Demostraciones Visuales

Elena Alvarez Saiz

“Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran
riqueza de contenidos visuales, representables intuitivamente,
geométricamente, cuya utilizacién resulta muy provechosa, tanto en las
tareas de presentaciéon y manejo de tales conceptos y métodos como en la
manipulacién con ellos para la resolucién de problemas de campo”.

“Los expertos poseen imagenes visuales, modos intuitivos de percibir los
conceptos y métodos, de gran valor y eficacia en su trabajo creativo”.

“Las ideas basicas del analisis elemental, orden, distancia, operaciones con
ndmeros, nacen de situaciones bien concretas y visuales”.

Miguel de Guzman

¢ Qué vamos a hacer?
La Matematica es una ciencia y una herramienta pero también es un arte y un juego. En
este sentido las demostraciones visuales pueden aglutinar todas estas interpretaciones de
la Matematica al presentarse como actividades creativas y de investigacion de los alumnos
impulsando el espiritu de exploracion e investigacion que proponen los nuevos métodos
educativos.
En esta sesion nos dedicaremos a realizar demostraciones geométricas y algebraicas
asignando un apartado especial al Teorema de Pitagoras.
Los objetivos que nos proponemaos son:

e hacer del razonamiento visual una préactica aceptable y habitual para el aprendizaje

e fomentar la exploracion y el querer averiguar por si mismo

e estimular la imaginacion.

Actividad 1.1 ¢{Qué significa “demostrar”?

Escribe aqui lo que tu piensas que es demostrar:

Actividad 1.2. ;(Es necesario “demostrar”?
Pues claro, a veces las apariencias engafan. Fijate en los siguientes ejemplos:
Ejemplo 1:

Escoge x puntos sobre una circunferencia de manera que al dibujar todas las cuerdas que
unan estos X puntos no haya 3 cuerdas concurrentes en un punto distinto de los elegidos



en la circunferencia. Observa qué pasa si contamos el niumero de regiones que quedan
dentro de una circunferencia:

Con un punto queda una sola region

Con 2 puntos quedan 2 regiones

Con 3 puntos quedan 4 regiones

Con 4 puntos quedan 8 regiones

Con 5 puntos quedan 16 regiones

¢Cuantas regiones crees que apareceran si situamos 6 puntos sobre una
circunferencia?

Ejemplo 2:
Observa la siguiente serie:

31 es primo

331 es primo

3331 es primo

33331 es primo

333331 es primo

3333331 es primo

33333331 es primo

¢Como crees que sera 3333333317

Nota: Puedes visitar el enlace http://www.rodoval.com/java/Factores.html

Observa que las intuiciones no demostradas no sirven para nada, es mas pueden hacer
que nos equivoguemos.

Actividad 1.3 Demostraciones visuales

En Matematicas hay muchos métodos para demostrar resultados. Nosotros vamos a ver en
esta sesion las demostraciones visuales.

Ejemplo 3: Fijate en la siguiente serie:

1=



1-3+5=
1-3+5-7+9=
1-3+5-7+9-11+13=

COMPLETAR

Observa que el ultimo término de cada suma es de la forma 4-+1:
Para la primera igualdad en iria el nimero
Para la segunda igualdad en iria el namero

Establece una relacion entre el valor de en cada caso y el valor de la suma
correspondiente y conjetura el valor de:

T Ry < T TS + (4k+1)=

Observa la figura siguiente, supone una prueba visual de lo dicho anteriormente.

Ejemplo 4: ¢Cual seré el area de la siguiente figura?

Paso 1:




Paso 2:

Resultado:

Actividad 1.4. Yo quiero intentarlo, ¢puedo?

Ejemplo 5. ¢Cual sera el area de la siguiente figura?

Respuesta:

Ejemplo 6. ¢(Cual es la relacién entre el area del rectangulo ACFE y la del rectangulo

ABCD? ¢Hay uno mayor que otro? ;Son iguales? :

Pista: Para el area del rectdngulo ACFE puedes trazar la perpendicular al lado EF desde D
hasta AC. Para el del rectangulo ABCD puedes dividirlo en dos triangulos.
Respuesta:
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Ejemplo 7. ¢Cual seré el area de la siguiente figura?

Respuesta:

Ejemplo 8. ;Cual seré el area de la siguiente figura?

b
h
a
Respuesta:
Ejemplo 9. Considera las siguientes figuras:
a b
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- . 2
e Cudl es la representacion del cuadrado de la suma de ay b, es decir, (a+b) ?

e (Y la suma del cuadrado de a y el cuadrado de b, es decir, a’+b??
e (En qué se diferencia el cuadrado de la suma de la suma de cuadrados?.

Respuesta:

Ejemplo 10. Considera la siguiente figura:

a
o ;Cudl es la representacion del "cuadrado de la diferencia™ de los niumeros ay b, es

decir, (a- b)2 ?

o (En cuanto se diferencian el cuadrado de la diferencia y el cuadrado de a?
e ;Cuéanto es pues el cuadrado de la resta de dos numeros?
Respuesta:

Ejemplo 11. Considera la siguiente figura:

o ;Cudl es la relaciéon entre las dimensiones del rectangulo azul y los nUmeros a y b?
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e (A qué serd igual el producto de la suma por la diferencia de dos nimeros?
Respuesta:

Aplicacion: Calculos rapidos

Vamos a aplicar las igualdades obtenidas en los ejemplos 9, 10 y 11 para calcular
rapidamente algunos productos. Te recuerdo lo que hemos obtenido:

(a+¢ﬂ2:a2+2ab+b2 (a—-b)Z:az—Zab+b2
(a—b)-(a+b)=a*-b’

Por ejemplo consideremos:

522 =(50+2)" =..
58-62=(60+2)-(60-2)=..

Piensa en un nimero cualquiera que acabe el 5, vamos a llamar a ese niUmero por ejemplo
a. Observa que facil es calcular su cuadrado teniendo en cuenta que

(a+5)-(a-5)=a*-25

Puedes plantear td algunos calculos que puedan hacerse rapidamente con las igualdades
vistas en los ejemplos anteriores.




e (Cudl es la representaciéon de a’+ab?

2
o (Y de (a+9j ?
2

e ;Qué relacion existe entre ambas expresiones?
Respuesta:

Ejemplo 13. Considera la siguiente figura:

a b ahb
e ;Cudl es la representacion del cuadrado de la suma de a+b, es decir, (a+b)2 ?
e (Y el cuadrado de la diferencia a-b, es decir, (a—b)2 ?
e (Qué relacién hay entre (a+b)2 —(a—b)2 con la suma de los cuadrados de a y de

b, es decir, a®+b*?

Respuesta:



Ejemplo 14. Fijate en

Intenta encontrar una demostracién visual que permita

1=

1+2=
1+2+3=
1+2+3+4=

1+243+..+n =

nUmeros naturales.

Respuesta:

Ejemplo 15. Otras igualdades:

Respuesta:

Respuesta:

1=

1+3=
1+3+5=
1+3+5+7=

1=

1+2+1=
1+2+43+2+1=
1+2+3+4+3+2+1=

14243+ +9+10+9+

1+2+3+...+n+...+3+2+1=D

la siguiente serie:

calcular la suma de los primeros n



Actividad 2.1. ;Quién fue Pitagoras? (Y los pitagoéricos?

Pitagoras es quizas el matematico mas
popular.

Era originario de la isla de Samos, situado
en el Mar Egeo. En la época de este filésofo
la isla era gobernada por el tirano
Policrates. Como el espiritu libre de
Pitdgoras no podia avenirse a esta forma de
gobierno, emigré6 hacia el occidente,
fundando en Crotona (al sur de Italia) una
asociacion que no tenia el caracter de una
escuela filosoéfica sino el de una comunidad
religiosa.

T T T TP TT YT YT YYY™
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Por este motivo, puede decirse que las ciencias matematicas han nacido en el mundo
griego de una corporacion de caracter religioso y moral. Ellos se reunian para efectuar
ciertas ceremonias, para ayudarse mutuamente, y aun para vivir en comunidad.

En la Escuela Pitagérica podia ingresar cualquier persona, jhasta mujeres! En ese
entonces, y durante mucho tiempo y en muchos pueblos, las mujeres no eran admitidas
en la escuelas.

El simbolo de la Escuela de Pitagoras y por medio del cual se reconocian entre si, era el
pentagono estrellado, que ellos llamaban pentalfa® (cinco alfas).

0

Debido a la influencia politica que tuvo la Escuela en esa época, influencia que era
contraria a las ideas democraticas existentes, se produjo, tal vez, después del afio 500
una revuelta contra ellos, siendo maltratados e incendiadas sus casas. Pitagoras se vio
obligado a huir a Tarento, situada al sur de ltalia. Algunos piensan que un afio mas tarde
murié asesinado en otra revuelta popular en Metaponto.

Se debe a Pitagoras el caracter esencialmente deductivo de la Geometria y el
encadenamiento légico de sus proposiciones, cualidades que conservan hasta nuestros
dias.

La base de su filosofia fue la ciencia de los nimeros, y es asi como llegé a atribuirles
propiedades fisicas a las cantidades y magnitudes. Es asi como el numero cinco era el
simbolo de color; la piramide, el del fuego; un soélido simbolizaba la tetrada, es decir, los
cuatro elementos esenciales: tierra, aire, agua y fuego.

! Una de las curiosas propiedades del Pentagrama, que imponia respeto a los pitagdricos era su
«unicursalidad»: «la estrella pentagonal puede ser trazada por el movimiento de un punto sin pasar
dos veces por el mismo lado».



Actividad 2.2 ;Qué dice su teorema?®?

En todo triangulo rectangulo, el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa es la
suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos.

La figura representa una de las situaciones mas sencillas, en la que se puede comprobar
su veracidad sin mas que contar cuadrados.

Una de las demostraciones mas conocidas es la que se muestra a continuacion y que se
suele atribuir al propio Pitagoras:

La relacion que expresa el teorema de Pitdgoras es especialmente intuitiva si se aplica a
un triangulo rectangulo e isésceles. Este problema lo trata Platon en sus famosos dialogos.

Los descubrimientos arqueolégicos de los restos de las culturas de Mesopotamia, Egipto, India y

China, han revelado que estas civilizaciones conocian aspectos del Teorema de Pitagoras muchos
siglos antes que este sabio




Actividad 2.3 ¢Se puede jugar con él?

Ejemplo 16. Calcula los centimetros de cuerda que se necesitan para formas las letras N,
Z y X de las siguientes dimensiones

15 cm 10 cm 16 cm
A — N
AN 4 . &
i B i y: :
% || 200m V. 24 cm p? 30 em
tH W, i| - & L'\'
H R Y El & P iy
G| R & -
Se necesita: cm Se necesita: cm Se necesita: cm

Ejemplo 17. Puzle. Diseccidon de Perigal (1801-1898)



Perigal fue un agente de bolsa y un astrénomo aficionado. Su demostracién fue publicada
en su articulo "On geometric dissections and transformations" (Sobre las disecciones y
transformaciones geométricas. Messenger of Mathematics, vol. 1, 1874, pp. 103-105).
Perigal hizo imprimir el anagrama con las figuras de la demostracion en su tarjeta de
visita.

Se hace una particion del cuadrado sobre el mayor de los catetos en 4 piezas iguales. Se
trazan dos segmentos por el centro del cuadrado siendo uno paralelo a la hipotenusa y el
otro perpendicular a él.

Estas cuatro piezas y el cuadrado de lado c rellenan el cuadrado de lado a.

Actividad 2.4. Realizar el puzle en la pagina

http://personales.unican.es/alvareze/Descartes/pitagoras/index.html

y la construccion de las piezas con Geogebra.

3e consideran el tridncqulo T de catetoz b ¥ ¢ ¥ lado a. "

Volver

Se consideran el cuadrado de lado el mayor de los catetos, b.
Se traza por su centro dos segmentos siendo uno paralelo a la
hipotermuza de T ¥ &l otro perpendicular a é1.

3e construyen asi cuatro piezas gque junto con el cuadrado de lado o
constituyen las cinco que completan el cuadrado de lado a.




Ejemplo 18. Puzle. Thabit Ibn Qurra (826-901)

Nacido en Turquia, Thabit Ibn Qurra fue un gran matematico astrénomo.
Considera los dos cuadrados de lados b y ¢ colocados juntos que rellena con tres piezas:
e dos tridngulos idénticos al de lados a, by c
e un poligono de cinco lados que es la pieza restante. Estas tres piezas completan el
cuadrado de lado a.

Actividad 2.5. Realizar el puzle en la pagina

http://personales.unican.es/alvareze/Descartes/pitagoras/index.html

y construir las piezas con Geogebra.

3e consideran el tridngulo T de catetoz b ¥ ¢ ¥ lado a ‘

Volver

Se consideran dos cuadrados de lados by © colocados juntos.

3e Cconstruyen tres piezas, siendo doz de ellas dos tridngulos
idénticos a T.

Estas tres piezas completan el cuadrado de lado a.

Ejemplo 19. Puzle pitagérico de Ozanam (1813-1853)



Se consideran los dos cuadrados construidos sobre los catetos. Al lado del cuadrado de
lado b se coloca el de lado ¢ y se traza un segmento paralelo a la hipotenusa y uno
perpendicular a la misma que dividen a estos dos cuadrados en cinco piezas. Estas cinco
piezas permiten rellenar el cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Actividad 2.6. Realizar el puzle en la pagina

http://personales.unican.es/alvareze/Descartes/pitagoras/index.html

y la construccion de las piezas con Geogebra.

3e consideran el tridnegulo T de catetog b ¥ ¢ ¥ lado a.

5e colocan los dos cuadrados de lados b ¥ © pegados.

3e traza un segmento L paralelo a la hipotenusa de T que

pase por el wértice superior iEquierdo del cuadrado de basze

c. Este segmento corta a la base del otro cuadrado en un punto
por el fue Se traza un seguento perpendicular a L.

3e construyen asi cince piezas que completan el cuadrado de lado a.

Ejemplo 20. Puzle de Bhaskara.

Bhaskara fue un monje y astrénomo hindd. Su demostracioén aparece en el Vijaganita
(Célculo de raices).



Realiza una particion en cinco piezas del cuadrado de lado a mediante cuatro triangulos
rectangulos iguales al inicial, T, y un cuadrado de lado (b-c). Estas piezas rellenan también
los dos cuadrados de lados b y c.

Actividad 2.7. Realizar el puzle en la pagina

http://personales.unican.es/alvareze/Descartes/pitagoras/index.html

y la construccion de las piezas con Geogebra.

t%e congideran el tridngulo T de catetoz b ¥ ¢ ¥ lado a.

Se colocan los dos cuadrados de lados b ¥ © pegados.
Se realiza una particidn mediante cuatro tridngulos idénticos
a T ¥ un cuadrado de lado b-c.

3e construyen asi cinco piezas que completan el cuadrado de lado a.

También puedes ver el siguiente rompecabezas de 8 piezas:
(http://www.iessandoval.net/sandoval/aplica/activi_mate/actividades/pitagoras/marco_pit

agoras6.htm)




Ejemplo 20. Se puede demostrar que la propiedad pitagérica es valida para cualquier
figura construida sobre los lados del triangulo rectangulo, siempre que las tres figuras
sean semejantes entre si, dado que las relaciones de superficie de figuras semejantes
dependen del cuadrado de uno de sus lados.

De este modo, para el triangulo equilatero, que es el caso que nos ocupa, podremos
enunciar el teorema diciendo que la suma de las areas de los triAngulos equilateros

construidos sobre los catetos es igual al area del triangulo equilatero que tiene por lado la
hipotenusa.

Demostraras esto usando para ello el presente puzle pitagoérico

A B
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PARA PENSAR:
e “Demostremos” que 15=14

En el tablero 8x8 de la izquierda se sombrean los 15 cuadros indicados. Si se recorta
por la diagonal marcada y se desplaza hacia arriba la mitad superior como se ilustra en
la figura de la derecha el niUmero de cuadros sombreados es ahora 14 (que son trece
cuadrados completos y los dos de los extremos incompletos).

'\I
e

¢Qué explicacion podrias dar?

e “Demostremos” que 88=89

Las figuras que mostramos a continuacion, debidas al profesor de la Universidad de
Harvard Noam Elkies, corresponden a un rectangulo externo de dimensiones 20x9 del
cual se pueden recortar cuatro triangulos y disponerlos de cuatro formas diferentes
para que las regiones sobrantes tengan distintas areas.

||

44+44=88 44+45=89

| | |
45+45=90 36+55=91

¢Qué explicacion podrias dar?



e La desaparicion de las palomas

Recorta la figura A, en la que aparecen nueve palomas volando. Obtendras las tres
piezas de la figura B. Intercambia las dos piezas superiores y conseguiras la ultima
imagen. Si ahora cuentas las palomas veras que hay diez, ;de donde sali6 la décima?

¢Qué explicacion podrias dar?
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e Puzles pitagoricos:

0 Ejemplo 17: Disecciéon de Perigal
http://web.educastur.princast.es/ies/turon/matematicas/enlaces/puzle2.pdf
o0 Ejemplo 18: Thabit Ibn Qurra
http://web.educastur.princast.es/ies/turon/matematicas/enlaces/puzle3.pdf
o0 Ejemplo 19: Puzle de Ozanan
http://web.educastur.princast.es/ies/turon/matematicas/enlaces/puzle4.pdf
o0 Ejemplo 20: Generalizacién
http://web.educastur.princast.es/ies/turon/matematicas/enlaces/puzile5.pdf




