E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica
Calculo II Curso: 21-22

Seguimiento 1 —7 marzo

1 (a) Calcula el volumen del sélido debajo de la grafica de la funcion

f(x,y):xy—i—l y por encima de la regién del dominio delimitado por

r=9y -1, x=+1—-9".

Nota: Puedes utilizar Matlab para calcular las integrales. Escribe el cddigo que
utilizas y el valor que devuelve.

(b) Calcula un valor aproximado de ffcos<x2+3)dA siendo
D

Dz[—2,1]><[1,2] mediante una suma de Riemann regular con 70

subrectangulos tomando el punto que consideres en cada uno de ellos.
Explica cémo has tomado la malla y la expresién de la suma de Riemann que
has calculado.

Nota: Justifica el proceso que sigues y escribe el cddigo para realizar los célculos y
el resultado que devuelve Matlab

(c) Escribe el cdédigo Matlab para representar el sélido cuyo volumen esté dado
por la integral siguiente en coordenadas cilindricas

7T/21 r

[ [ [rd=drao

0 0 ¢

SOLUCION A)

El dominio D est4 formado por los puntos de la regién delimitada por la parabola z = y* —1 y por

la semicircunferencia z = /1 — 3° .

0.5

= -0.5 0 0.5

Barriendo este dominio por franjas horizontales, se tendra que D se describe de la forma siguiente,
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—1<y<I1

—1+y <z <l1-y

Por lo tanto, el volumen del sélido es

ay+1 L iy
vol(H):ff fdz dAsz(my—i—l) dA:f f (xy+1)dmdy

Haciendo el calculo con Matlab
syms x y
int(int(x*y+1,x,y*2-1,sqrt(1-y*2)),y,-1,1)
%Solucion pi/2 +4/3

SOLUCION B)

Para calcular una suma de Riemann con 70 subrectdngulos consideramos por ejemplo m=7 y n=10
y el punto medio de cada subrectangulo. Entonces,

a=-2;b=1;c=1;d=2;m=7;n=10; incx=(b-a) /m; incy=(d-c) /n;
$Consideramos el punto medio en cada subintervalo
vx=a+incx/2:incx:b-incx/2;
vy=c+incy/2:incy:d-incy/2;

[X,Y]=meshgrid (vx,vy);

Z=cos (X."24+3);

sum(Z(:)) *incx*incy

% -1.502
SOLUCION C)
El sélido que viene dado por la integral en coordenadas cilindricas se define de la forma siguiente,
0<0<m/2
0<r<i1
r4§§z§§r

El dominio D en el que se proyecta el sdlido es el interior de la circunferencia de centro 0 y radio 1
en el primer cuadrante

ogegw/j 0<z<1

=
0<r<1 0<y<V1—2a?

y la coordenada z varia entre las superficies

)= 4] <2 = o

Representando estas dos superficies el sélido se encontrard entre ambas. Considerando la
ecuacién en implicitas de estas superficies,
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2 2
z:(x2+y2) —>Fl<x,y,z):(x2+y2) —2=0

z =422 + 1 —>F2(a:,y,z):\/x2+y2 —2z=0

El cédigo Matlab es

F1=Q(x,vy,2z) (x."2+y."2)."2-z

F2=Q@ (x,y,2z) sqgrt(x.”2+y."2)-z
fimplicit3(F1,[0 1 0 1 0 11])

hold on

fimplicit3(F2,[0 1 0 1 0 1])

hold off

xlabel ("Eje x")

ylabel ("Eje y")

axis equal

Eje x 10 Ejey

Seguimiento 2 — 22 marzo

1 (a) Hallar la longitud de la curva que viene dada por las ecuaciones paramétricas
siguientes:

(b) Dada la curva r:4+2sec(0) con A€ %T,%T , se pide calcular su

longitud.

(c) Una particula se mueve sobre un campo vectorial F = e™i + 2zyj siguiendo

la trayectoria formada por el tridngulo de vértices A(0,0), B(1,1) y C(2,0).
Suponiendo que inicia en el punto (0,0), pasando por By Cy terminando en

Pag. 3




E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica

Calculo II Curso: 21-22
el (0,0), calcular el trabajo total que ejerce el campo sobre la particula
durante su desplazamiento.

(d) Se pide escribir el codigo Matlab para:

e Dada la funcién f(:z:, y,z) =’z + 2y’ + 2, representar una
muestra del campo gradiente en 20 puntos de la superficie
2z = 2° + 2y” definida en [1,2]x[1,3].

Representar una vuelta de Ila hélice C de ecuaciones
(3 cos t, 3sent, 2t)

Obtener también el drea de la valla que se apoya sobre la
circunferencia de centro 0 y radio 3 y en cada punto su altura viene
dada por la tercera componente de la hélice.

Apartado a)

La expresion para calcular la longitud es

P N AT

Para calcular la integral con Matlab se deberd escribir

Apartado b)

syms t

dxt=diff (2*cos(t)"2)

dyt=diff (2*sin(t)"2)
longitud=int (sqgrt (dxt"2+dyt"2),0,pi/2)

La expresion para calcular la longitud es

47/3 . >
L= f r(0) +r'(0) do

2m/3

Para calcular la integral con Matlab se deberd escribir

Apartado c)

syms t

r=4+2*sec (t)

dr=diff (r)
longitud=double (int (sqrt (r"2+dr"2),2*pi/3,4*pi/3))
%$Solucidén: 5.8128
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0.5

-0.5

El campo plano F = e™i + 2xyj, no es conservativo ya que siM(:z:,?/) =e", N(x,y) = 2zy se
tiene que N;} (m,y) =2y = M; (x,y) = ze™

Dado que la curva C es cerrada, simple y suave a trozos, el campo es de clase C! y el dominio D
encerrado por la curva C es simplemente conexo, se puede utilizar el Teorema de Green. La curva
se recorre en sentido antihorario, por lo tanto,

fF-dr = —fo(N;/ — M )dA

Teniendo en cuenta que el dominio D se puede describir mediante franjas horizontales

la integral para calcular el trabajo total:

2—y

ng.dr: —fo(N; — M, )dA = —ff(2y—a:e”>dA:—If(?y—xe’y)dxdy

D y

El cédigo Matlab es

syms x y
Il=int (2*y-x*exp (X*y) ,x,¥,2-Y);
I2=int(I1,y,0,1);
trabajo=-double (I2)

$Solucién: 0.8261

Nota: También es posible calcular el trabajo utilizando la definicion parametrizando los tres

segmentos que componen C.
Apartado d)

El cédigo Matlab para dibujar el campo es
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$Puntos donde dibujar el campo
[X,Y]=meshgrid(1.1:0.3:2,1:0.5:3);
Z=X."242*Y . 2;

$Campo gradiente

u=2*X.*Y."2;

V=2*XY AKX N24+4%7 %Y .1 3;

w=Y."4+1;

$Representacidén del campo
quiver3(X,Y,Z,u,v,w,'r")

hold on

$Representacién de la superficie
f=0(x,y,2) z2-X."2-2*y."2;
fimplicit3(£,[0 1 1 3 0 25])
hold off

25

20

Para representar la valla, el cédigo a utilizar es

$Puntos donde dibujar el campo
t=1linspace (0, 2*pi, 40);
plot3(3*cos(t),2*sin(t),2*t)

hold on

$Si se gquiere representar las lineas
plot (3*cos(t),2*sin(t))

stem3 (3*cos(t),2*sin(t),2*t, 'marker', 'none')

hold off
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El drea de la valla se calcula con la siguiente integral de linea

drea = 2j:z(t)ds _ Zrz(t)\/a:'(t)? +y'(¢) 2 (1) dt

El cédigo Matlab es

syms t

z=2%t;

dx=-3*sin (t) ;dy=3*cos (t);dz=2;

area=int (2*t*sqgrt (dx"2+dy*2+dz"2),t,0,2*pi)

EXAMEN BLOQUE 1

1 (a) Calcula el area interior a la circunferencia r = 3cosfy exterior al
cardioide r =14 cos 6 que se muestra en la figura.

=1

-2

G(x,y,z)
a(s,t,u)
y=2s—t4+u, 2 =35s+1t—5u.

(b) Calcula el  jacobiano , donde r=3s+t+4u,

(c) Encuentra el campo vectorial conservativo para la funcién potencial
f(x,y>::5z2ﬁ—3my—kloy2
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SOLUCION A)

Ejercicio hecho en clase

e

Bdh

Los puntos de corte entre las dos curvas son

r = 3cos0 0 =

r=1+4cosf

w3

]—>3€os€zl+cos9—>cos€z%:>

T =

-
3
2

Por lo tanto, el area, utilizando coordenadas polares, se puede calcular de la forma siguiente:

7/3 3cosd /3 7,2 r=3cos 0 /3 ,
. _ _ o _ 20
area—2ffrdrd0—2f2 d9—f9(3050 (1+COS(9)}d0
0 14cosé 0 r=1+cos 0
/3 /3
1 2
= f[800329—1—2(:osl9} df = f 8-M—1—2COSQ do =7
0 0
SOLUCION B)
Se tiene que
5 x: xrl x: 3 1 4
g =d@y2) y oy yl=2 -1 1|=15+8+3+12-3+10=45
8(87 t’ 'LL) ! / /
.2 2, 3 1 -5
SoLucion C)

El campo es el gradiente de f, es decir, F' = Vf (x,y) = (10I + 3y>i + (395 + 20y)j

2 (a) Calcula la temperatura media T(:c, y,z) = 2> + > + 2° sobre la porcién

del cono 2> =2+ 4> que se encuentra entre los planos z=2 vy
z2=3.

(b) Calcula la integral de flujo saliente del campo vectorial
F (x, Y, z) = (y3 + 3m>i + (:I:z + y)J + (z + z* cos (x2y>)k a través de la

superficie que delimita el sélido z° +¢° <1, 2>0,y>0,0<2<1

SOLUCION A)
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Ejercicio hecho en clase

Para calcular la temperatura media se tendra en cuenta que
ffT(x,y,z)dS ffT(x,y,z)dS
Tn = } drea(S) == fde
S

En este caso la superficie S es la parte del cono z = f(m,y) = /2’ +y° entrelos planos z =2y
z2=3.

—
v Y g

e B W
& »

El diferencial de superficie es

g — [ 2 2 _ z Y _ z Y _
’ ik +fy o \/xQ-I—yQ ! 1+(x2+y2)+(:1:2+?/2) \/5

\/IQ + y2

El dominio D, proyeccion de esta superficie S sobre el plano z=0, es la corona circular determinada
por las circunferencias de radios 2 y 3.

@

Se tiene entonces que el area de la superficie es

[[ ds =2 [[ dwdy =2 (37— 27) = 5/2m

S D

La temperatura total sobre S es
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ffT(z,y,z)dS:ffT(:r,y,\/m)\/E dA:fo2(m2+y2)\/§ dA

S D

Pasando a coordenadas polares

- r=3
[[7(.9.2)as = 2&7]# - drdf = 4\2r 7’7: = 2 (81— 16) = 6521
S 0 2

r=2

Por lo tanto, la temperatura media es

. foT(a:,y,z)dS:Gs\/gw
" drea(S) 5\/57r

=13°

SOLUCION B)

Ejercicio Hecho en clase
En nuestro caso, F(x, y,z) = (y3 + 3x)i + (xz + y)j + (z + 2" cos (mzy))k es de clase Cl en

R3y es la frontera de un sdélido H que es simplemente conexo (se trata de la cuarta parte del
cilindro de base la circunferencia unidad y altura 1).

0.8
0.6
0.4

0.2

0.5

EjeY 11 Eje X

Por tanto, podemos aplicar el teorema de la divergencia o teorema de Gauss:

j;f(F-n)dszf{fdideV:

oy + 3z) N Azz + ) n 0 (z + ' cos (a:2y))

Se tiene que: div F =
oz oy 0z

—34+141="5

El flujo saliente total a través de la superficie cerrada S, serd entonces

_];f(F-n)dS:f[f5dV:5 UOZ(H):%
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ze™ +

3 (a) Encuentra fF-dr donde F(a:,y) = (ye’”y + cos x)i+
c

i
Y+ 1]
y Cesla porcion delacurva y = senz desdex = 0 hasta z = T

(b) Calcula el flujo saliente del rotacional del campo

F(m, y,z) = (x Z, yz,my) a través de la superficie formada por la parte

de la esfera z° +9* +2° =4 dentro del cilindro z° +3* =1 para

z2>0.
SOLUCION A)
Si consideramos

M(x,y) = ye” +cosz N(x,y) =ze” + 71
se cumple que M; (ac,y) =N (x,y) ya que

My (x, y) =e" + zye” N; (:13, y) =e" + zye”

Por lo tanto, el campo F es conservativo. Aplicando el teorema Fundamental de integrales de linea
se tendrd

jC‘F-dr - f[g,sen[g]]—f(0,0)

donde f es la funcién potencial de F. Calculando la funcién potencial

fI' (x,y) =ye” +cosr — f(z, y) =e" + senx + h(y) (1)

:xe”’?’+h'(y)—>h'(y>: 1 —>h(y)zarctg(y)+0

Y 4+1 0 Y +1

) =2 +

Por lo tanto, una funcién potencial es

f (z, y) = e" + senx + arctg (y)

y el valor de la integral pedida es
fF-dr =f 1,1 —f(O,O):e”/2 —1—1—i—arctg(l)—l—o—arctg(O):e”/2 +Z
- 2 4

SOLUCION B)
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Ejercicio hecho en clase
Se trata de calcular el flujo del rotacional del campo F a través de la superficie S formada por la

parte de la esfera z* + 3> + 2> = 4 que se encuentra dentro del cilindro 2* +4* =1.

0.5+

- 05 0 05 1 -

Se aplicard el teorema de Stokes, donde la curva C frontera de S es la interseccion de la esfera y el
cilindro. La curva es

) ) ) ) T = cost
T4y +2 =4 2 =3

) ) = , ) =y =sent tE[O,QT{]
o +y =1 4y =1

2=+3

r (t) = (cos t,sent, \/g) te [0, 27r]

Como se pide el flujo saliente, la curva C se debe recorrer en sentido antihorario. Se tiene

flujo = fsf(rotF)-ndS - fF(r(t))-r'(t)dt

C

entonces,

Como

r' (t) = (—sent, cost, \/5)
F (r (t)) = (\/g cos t, \/gsen t, 0)
F(r (t)) -r' (t) = (\/5 cos t, \/gsen t, 0) . (—sen t,cost, O) =0

Por lo tanto, el flujo es 0.
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4 PUNTOS EXTRA

Plantea la integral para calcular el volumen del solido debajo de la grafica de la

funcién f(x,y) =xy + 1 y por encima de la region del dominio delimitado por

r=—y +1,1=—1-9".

Nota: Debes integrar hasta dejar solo sin calcular la integral en una variable.

SOLUCION

Este ejercicio coincide con el ejercicio 1a del seguimiento 1.

Seguimiento 2 Blogue 2 — 10 mayo

1 Dada la ecuacion diferencial z°y"— zy'+y = 0, se pide:

(a) Comprobar con Matlab que y, = a:log(ac) es solucion de la ecuacién
diferencial.

(b) Determinar a mano la solucién general de la ecuacién diferencial. Puedes
utilizar Matlab para realizar las integrales.

(c) Calcular con Matlab la solucién general y representar la solucién que

verifica y(l) =2, y'(l) =0.

Nota: Escribe el cddigo Matlab que utilices para realizar los calculos.

SOLUCION A)

El codigo Matlab para ver que es solucion puede ser el siguiente que comprueba que cumple la
ecuacion diferencial

syms vy (x)

y=x*cos (log(x));

dy=diff (y,x);dy2=diff (dy,x);
simplify (x*2*dy2-x*dy+2*y)

SOLUCION B)

Como la ecuacion diferencial es lineal homogénea utilizaremos el método de reduccion de orden.
Dada y, = wlog (m) buscamos y, (z) =y, (m)v(m) linealmente independiente con ella. Se tendrd

que

v, (z) =y, (z)v(z)+y, (2)0'(2)
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v o) =i (o) v(e) + 20, (2)o' () + 3y () 0" (2)
25 (o) (o)+ 25 o)+ o) o) o (o)) ) o) -2 ()= 0
z’ {Qyi <x> v' (x) +y, (m)v " (3:)} —x [yl (m)v : (sc)] =0
v" (m) z’y, (z) + ' <x>[2x2yi (x) —zy, (ac)] =0

o) 2(e)—a(e) 20 (a)= (o)

U'(l‘) x2y1 (m) B Ty, (m)

Utilizando Matlab

v" <$) _ cos (log (m)) —2sin (log (m))

v' (m) - Z COS (log (a:))

Integrando con Matlab

logv' (m) = —2log (cos (log x)) —log(z) = log [W]

- 1
U'<x> " zcos? (log x)

: : . . u'
Esta integral es inmediata, teniendo en cuenta que IWU =g (u), luego
cos” (u

v (a:) =tg (cos (10g (m)))

Por lo tanto,

3, () = & cos 1o )t cos 1)) =  sem 10g ()

La solucion general de la ecuacién diferencial es
Ye (x) = C, x cos (log (a:)) + C,zsen (log <x>) C,C,eR

Cdédigo Matlab

syms vy (x)

yl=x*cos (log(x));

dy=diff (yl,x);dy2=diff (dy,x);
aux=simplify (- (2*x*dy-y1l)/ (x*yl))
auxl=int (aux)
vl=simplify (exp (auxl))
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$Comprobacidn

y2=x*sin (log (x))

simplify (x*2*diff(y2,x,2)-x*diff(y2,1)+2*y2)
SOLUCION C)
El cédigo para calcular la solucion con Matlab es

syms vy (x)

dy=diff (y,x);dy2=diff (dy,x);
egn=x"2*dy2-x*dy+2*y==
dsolve (eqgn)

Para encontrar la solucién al problema de valor inicial dado se afiadira al codigo anterior

cond=[y(1l)==1,dy(1)==2];
solu=dsolve (eqn, cond)

Para representar la solucion anterior, teniendo en cuenta que la solucién esta definida para x>0, se
considera un intervalo dentro de este dominio

fplot(solu, [0.2,4])

Seguimiento 3 Bloque 2 — 24 mayo

1 (a) Calcular la transformada de Laplace de la funcién
2—t si 0<t<3
B(t)={# si 3<t<4
1 st t>4

(b) Calcular, utilizando la definiciéon, la transformada de la funcién U(t — 1)
indicando su convergencia.
SOLUCION A)
En primer lugar, escribimos la funcion mediante la funcién escalén
B(t)=(2-t)[U(t)-U(t=8)|+¢[U(t—3)-U(t—4)|+U(t -4
es decir,
E(t)=(2-t)U(t)+ | +t—2|U(t-3) [ —1|U(t - 4)
Aplicando transformadas

L(B)=2L(U(t))-L(t0 () + £ [(t3)2 +7(t3)+10}U(t—3) -

f(t=3)

-L[@—4f+8@—4y+wkdt—g

g(t—4)
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:2£(U(t))—£(tU(t>)+£[(t—3)2U(t—3)]+7£((t—3>U(t—3))+10£(U(t—3))+

~zf(e=af Ue-a)|-s2((t - )u (- 4) 152 (U (e~ 4)

2 1 2le™  Te™ 10e 2le™ 8 15e ™
=-—=* s Tt - 3 2
S S Ch S S Ch S S
SOLUCION B)
Por definicién,
s 00 st s=b s
Lu(t-1))= [U(t-1)e"dt = [e"dt = limE = 5> 0
)= Jotyen- o] -
- 0 sit<1
se ha utilizado que U(t - 1) = .
1 sit>1

Bloque 2 — 26 mayo

1 (a) Resolver el siguiente problema de valor inicial
zy'— 4y = 2%" | y(l) =2

(b) Encontrar la solucién de la ecuacién diferencial J;Qy'—i—yzl que

verifica y(—l) =1.

(c) Determinar un factor integrante de la forma p = z™y" para la ecuacion

diferencial (—Sy + 2x3y3) dx + (4x — 3x4y2) dy =0

Solucién a)

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden lineal. y'+ p(z)y = ¢(x)
4 5 T 5
y'—;y:xe p(a:):——,q(x):ze

Consideramos como factor integrante: u(m) =e’ °

Por lo tanto

y se tiene
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M(m)y:fa:edx —y=uze’ —e" +C
T
Luego la solucion general es
y=a"e" —z'e" + Cr'
para y(l) =2 = (C = 2. Lasolucidn particular es la curva y = z’¢” — z'e" + 22" .
Solucidn b)
2 y' 1

Resolviendo z°y' =1—y = ——=— si y = 1, = 0. Antes de buscar la solucién general

l—y  4?
veamossi ¢y = 1, z = 0 son soluciones de la ecuacion diferencial.
Como y =1 es solucion de la ecuacion diferencial y cumple con la condicién dada y(—l) =1,se
concluye que y = 1 es la solucién buscada.
Observad que la solucién es Unica aplicando el teorema de existencia y unicidad considerando

y=ifna) =5
i

Solucidn c)

Al multiplicar la ecuacion diferencial por el factor integrante se tendrd que la siguiente ecuacién
sera exacta

x"y" (—3@/ + 2x3y3) dx + x™y" (4x — 3x4y2) dy=20

L_3:L‘myn+1 + 2mm+3yn+3

M

dr +

4xm+lyn o 3xm+4yn+2]dy — 0

N

Por lo tanto, se tiene que cumplir M; = N; , es decir,
—32" (n + 1) y" 4 22" (n - 3) Yt =4 (m + 1)3:’"’y" -3 (m + 4) "y

-3 (n + 1) z"y" +2 (n + 3)30””3@/”*2 =4 (m + 1) z"y" =3 (m + 4) Ry

—3(n+1):4(m+1) 3n+4m = -7
2(n+3):—3(m+4) 2n +3m = —-12

—6n —8m =14

6n -+ 9m = —36 m=-22  3n=-T7+8 =81=|n=27
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El factor integrante es ,u(x,y) =g %y,

- o . 9
2 (@) Resolver la siguiente ecuacién diferencial y"—9y = v

3z

(b) Sabiendo que y,(z) = e’ es solucién de la siguiente ecuacion
vy’ —(z+ 1y +y=0
Encontrar su solucion general.

Solucién b)

- . . - " 9z . . .

La ecuacion diferencial de coeficientes constantes y'"—9y =—— tiene como polinomio
3z
JEx

caracteristico
r’—9=(r—3)(r+3)=0

La solucion general es y,,, = 01631 + 026’3’. Para encontrar la solucion particular de la completa

consideramos
y, = ac(Aac + B) e y, = (A.f2 + Bm) e
y determinamos los coeficientes A y B sabiendo que es solucién de la ecuacion diferencial:

"

9
Yy —9y = 22 9ze7 . Como se cumple
P P 631:

y, = (2‘437 + B)efsm - 3(Ax2 + Bz) e
yp =24 — 6<2A1: + B) e 4 9(Ax2 4 Bz)efiigz;

sustituyendo en la ecuacién diferencial

24e™ —6(24z + B)e ™ +9 (Aé{ + BY ) e =9 (M{ + BT ) e’ =9z

se tiene el siguiente sistema
—12A=9
2A—6B =0

cuya soluciénes A =—-3 /4, b=—1/4.Por lo tanto, la solucién particular es

y la solucion general es
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Solucién b)
Siy, = e”, otra solucién de la ecuacién diferencial homogénea zy” — (x + l)y/ +y =0 que

sea linealmente independiente con ella sera de la forma y, = v(a:)ex. Debera cumplir entonces
ry, —(z + 1)y, +y, =0

y'2 v( )e ~|—v< ) y; :v”(x)ex+2v'<x)eI+v<x)eI

es decir,

/"f—U( )ﬂ/ ()/:0

"()/+2v /+v /] (z +1)

Simplificando

xv"(m) —|—2xv'(x>—(w + 1)1)'(:1:) =0

xv"(:ﬁ)—i—(:r — 1)11'(:5) =0

= =——1 logv'<x>:10ga:—:z:

v'(x) =ze ’ v(:v) = fa:e_mdx =—ge ' —e "
Por lo tanto,
Yy = (—:t:efx — eﬂj)eir =-—z—1
La solucion general es

Yoy = Ce" +C, (—:l? — 1)

3 Resolver el problema [Z '('(—)i—)y:' ; J;'(l(t2)> :, t>0 donde f(t) _ f) 2 i i <1
Llamamos Y(s) = L(y). Se tiene que
L(y') = sLy) = s (s) L(y") = sL(y") = 5°Y (s)

f(t):t(U(t)—U(t—l))
tU(t))—L([(t—1)+1]U(t—1)): L(tu (1) - £((t-1)v(t-1)) - £{v(t-1))

5
=
I
S

Pag. 19




E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica
Calculo II Curso: 21-22

1 1 1
SY(s)+sY(s)=—=—e’| =+~
() o ()= e[+
Despejando
1 s 1+ s
Y(S): 3 -¢ 2 ( 2
s <s+1) S (3 +s)
—2s —5
Y(s): : 1 _c _ i—l 11| e (ver nota)
s’ <s+1) s’ $ & s s+1 s
Calculando la transformada inversa
1 1 1 1 5
y(t)= AL ||+ BL = |+ 0L = |+ DL L |=
33 32 S S+1 33

y(t)zg—t—kl—e_t—U(t_l)(t_;)?

Nota: Para calcular la descomposicion en fracciones simples

1 A B D )
——— ==+ g, = 1=A(s+1)+ Bs(s +1)+ Cs* (s + 1) + Ds"
3'5(5—#1) s S s s+1

s=—1 l=-D=D=-1
s=0 1=4A
coef s’ 0=C+D=C=1
coef s 0=B+(C=B=-1
Luego
1.1 1
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4 Puntos extra

(a) Dada las funciones y, = eQI, Yy = ze*”, justificar si constituyen un

sistema fundamental de soluciones de una ecuacién diferencial lineal
homogénea de coeficientes constantes. En caso afirmativo, encontrar
dicha ecuacién diferencial.

(b) Determinar la familia de curvas ortogonal a la familia 7 — 3y2 =C

Solucién a)
Las dos funciones son linealmente independientes ya que

e2l‘ me?x

e 9 0ul = et 4 23t 276 = e 2 )
2e e + 2ze

W (y,.9,) =

Ademas, estas dos funciones son solucién de la ecuacion diferencial de coeficientes constantes que
tiene por polinomio caracteristico

2
(r—Z) =7l —dr 44
que corresponde a la EDO de coeficientes constantes siguiente: y"— 4y '+ 4y = 0. La solucién

general de esta ecuacién diferencial es y,,, = C’leQZ + 6’2:1662Z

SOLUCION B)

La ecuacion diferencial que tiene por solucion la familia dada es 2z — 6yy' = 0, es decir,

y' =2
3y
Encontramos la ecuacion diferencial de la familia ortogonal como solucién general de la ecuaciéon
3
diferencial: y' = —2Y Resolviendo
T
d 3 -3 C
—y:——dz = log|y|:log|x| +C = y=—
Y z T

-2
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BLOQUE 1 CONVOCATORIA ORDINARIA

ey
1 (a) Dada laintegral ffgdxdy, se pide, plantearla cambiando el orden de
T
11

integracion y calcularla, dibujando el dominio de integracién.

T - o
(b) Dado el punto (p, <;5,9) = [4,5,2] en coordenadas esféricas, escribirlo en
coordenadas cartesianas y coordenadas cilindricas.
Solucién a) Ejercicio hecho en clase.

En la figura se representa la regidon D de integracion formada por los puntos (:n,y) del plano

cumpliendo

Cambiando el orden de integracion se tendra que el dominio D sera

1<z <e r<y<e
9 e e
e 1 T
de=— | —de— | — dx
2[$ [2

2 o2 1] o2

e e e 2 V¢ e 2 2
[Jrame 3] w-Jifss

1 z 1 y

1
:%<loge—log1)— T2 Z+Z

SOLUCION B)

Considerando la expresion que relaciona las coordenadas cartesianas con las esféricas

x = psen ¢ cos 6
y = psen¢senl

Z = pcoso
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se tiene sustituyendo <p, qb,&) = [4,%,%] que (m, y,z) = (2\/5, 2\/5, 0).

Considerando estas coordenadas cartesianas y la relacion con las coordenadas cilindricas

x=rcost

y = rsenf se tendrd (r, 9,z) = 4,%,0].

z=12z

2 Considera la funcién f(x,y) = sen (mQ) cos(yQ) donde

(x,y) €R :[—1,1]><[—2,0]

Escribe el cédigo Matlab para

(a) calcular la suma de Riemann de una particion regular con n=10, m=20
considerando el punto medio para estimar la integral doble

I = ff sen(xz)cos(yQ)dA . Escribe la expresion de la suma de
R

Riemann utilizada.
(b) Calcular el valor promedio de f(x,y) sobre R.

SOLUCION

Este ejercicio se hizo en la practica nimero 1.

Calcular el area de una valla que se proyecta sobre la circunferencia

3 °
centrada en el origen de radio 2 desde el punto(\/g,\/g) hasta el punto
(0,2) siendo la altura en cada punto f(x,y) =3r+y.
(b) Utilizando integrales, calcular la longitud de la curva r = 3 cosf con

RS

™ T . . . .
——,—| yeléreainteriora r = 3 y exteriora r = 3cosf.

SOLUCION A) EJERCICIO HECHO EN CLASE

T
Sobre cada punto del arco de la circunferencia de centro Oy radio 2 para los valores de t entre Z y
™ . . L
— se considera la valla que tiene en cada punto el valor de la funcion f(x,y) =3z+y.

La curva sobre la que se apoya la valla es la siguiente

0, 7(1) = (e[#) (0] = (2cs(e). 25 1)

=~
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El drea de la valla se calcula mediante la siguiente integral de linea

[f(:ay)ds:f}f(x(t),y(t)) x'(t>2+y'<t)2 dt

4

™

f(Ba: + y)ds = ff[i’) -2cos (t) + 2sen (t)] \/(—2 sin (t))2 + (2 cos (t>)2 dt =

C, 4

= ff [6 cos (t) + 2sen (t)l \/4 sin? (t) + 4 cos? (t) dt =

— 12— 4

~ ff (6.0 1)+ 2sen (1))t = 2 (6sen (1) — 2 cos 1)

B~ Ny

SOLUCION B) EJERCICIO HECHO EN CLASE

La longitud
B /2 9 2 - /2 9 9 B w/2 B RYs
L= f,W/Q\/T +r'“df = fiﬂ/Q\/Qcos 0 + 9sen-0df = fﬂr/QS df = 5

Las dos curvas que se deben considerar son las circunferencias de radio 3 y la circunferencia

2

L9
y4

r = 3cost — 1% = 3rcosd — '+t =3z —>[$—§

Pag. 24




E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica
Calculo II Curso: 21-22

El drea se puede calcular mediante las siguientes integrales dobles

3cos b 9
m/219cos” 6 9 97  9m 27w
A= dr df + 2 d0=— _ge = =D
[ Fraransaf T
Nota: Observar que el area pedida seria la del circulo rojo menos el area del circulo azul:
9#——gz:=gzz.
4 4
Aplicar el Teorema de Gauss para obtener el flujo del campo vectorial:
4 F =22i —2yj + z\/xZ + 4%k a través de la superficie frontera del sélido
H:{zZO , 1§x2+y2+22§2}.
Solucién

Utilizando el teorema de Gauss se tendra que

fzujo=£!F.ndS=f£fdideV=f}[fmdv

ya que dva—a—M—l—a—N+a—P—2—2+\/w2+y2 =\/m2+y2
or Oy 0z

El sélido H esté delimitado por las esferas 2° + y2 +22=1, 2+ y2 +22=2yelplazo 2 =0.
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Pasando a coordenadas esféricas

\/—71'/22

fluyo—ff
0

1

psengZ) p’seng d dpdp =

0 - =1 0
$2+yz P

QWT sen ¢d<b = 2 f COSZ(b dp =
4

3r
2

T3
4 8

Se considera la porcion de superficie z =2 — 3y + z° que esta por encima del

5 triangulo T que se encuentra en el plano XY y tiene por vértices los puntos (0,0),
(2,0) y (2,-4). Sobre cada punto de la superficie se define la funcién temperatura

T(az,y,z):z+3y—x2 y el campo F(x,y,z): 3mi+2zj+(1—y2)k.

. Calcular la temperatura total y la temperatura media.

. El flujo hacia abajo del campo a través de esta superficie.

SOLUCION a)

Se pide calcular la temperatura de la superficie z =2 — 3y + 2% sabiendo que en cada punto de la

superficie su valor es: T (:L', 1, z) =243y — z°

Lf(z—l—?;y—ﬁ)dS

La superficie S se proyecta en el plano XY en el dominio D que se representa en la figura

\/(235)2 +(-3) +1d4 =

JJ e+ 3y=a?)as _fo[(z—?’y”Q)Hy—x?

S

0
dx =
—2x

_ f2\/4x2 110dA = jjf_(; 0 4z? + 10 dy dv = j:[2y\/4$2 +10]
D
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2
3 3

3
2 —_— _ _
— fo Az\J4z? +10 dz = %(4332 n 10)2 :é 262 — 102 | ~ 33.6506

0

El drea de la superficie es

area(s):fsf ds :fpf\/(zfs)2 +(-3) +1d4 :j];f\/4x2+10 dA

La densidad media es 2.

Solucidn b)
Se tiene que
[[Fmas=[[FN dA:ff(gf —|—18y—13)d
s D D
ya que

A

F-N= (g;,y,2—3y—|—x2)~N = (3:1:,2(2—3y+x2),1—y2)-(2$,—3,—1) =

:(6:1:2—6(2—3y+x2)—(1—y2)):y2+18y—13

Calculando la integral doble

0
2 00, B ) 21, -
fo f_h(g/ +18y —13 dydx_fo [3y + 92 —13y

dx =

-2z

412

2
f 803 3602 — 262 |de = |22t — 122° — 1342
013 3

BLOQUE 2 CONVOCATORIA ORDINARIA

1 (a) Encontrar la ecuacion diferencial cuaya soluciéon general es y(Cx - x2) =1.

(b)  Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial y

N .7 . . »2 .
(c) Sin resolver la ecuacion diferencial y'=e" , ipuede ser la

campo de direcciones de la edo dada? Justifica la respuesta
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SOLUCION a)

Derivando la ecuacion diferencial se tendra: y'(C’x — zQ) + y(C — 21:) =0.

- 1 z° )
Eliminando la constante, C = ty , se tiene que

yxr
1 1 2
y'—4y Tty —2z(=0
Y yx
Operando
1 1 2_2 2 2 27
1, M]:O vy
Y T z
SOLUCION b)

La ecuacion y' = z+/y es de variables separables. Dividiendo por vy, en el caso de que y = 0, se

tiene que

! 2
y—:x:ﬁ:mdmé 2\/22%4-0

o

Ademas, como es solucion se tiene que sera una solucién singular.

SOLUCION c)
No puede ser porque la pendiente de la solucién en cada punto es positiva y, segun el grafico que
muestra el campo de direcciones, hay puntos del plano en los que la pendiente es negativa.
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2 (@) De la ecuacion diferencial M(z,y)da: + N(m,y)dy = 0 se sabe que admite

un factor integrante que depende solo de y. Deducir la expresién de dicho

factor integrante. Aplicarlo a la siguiente ecuacién diferencial

xdr + (ach + 4y) dy = 0 vy calcular la solucién cumpliendo y(4> =0.

. o . d
(b) Encontrar la solucién de la ecuacion diferencial m—y —y = z’sent .

x
Solucion a)

Si la ecuacion diferencial M(m, y) dx + N(m,y)dy = 0, admite un factor integrante dependiente
de y se tendra que la siguiente ecuacion es exacta

p(y) M (2,y)de + p(y) N (z,y)dy = 0

=M, (z,y) =N, (I.y)

Por lo tanto, se cumplira

oM, (z,y) B ON, (a:, y)
gy Oz

es decir,
' (o) M (@y) + n(y) M, (29) = (@) (a.9)
Se cumplird que

' (v)M (a.) = = (9)[M, (w:) = N, 2.0

wy) _ M, (29) =N, [ay)

() M ()

Integrando

log 1 (y) = fN; (2.9) =M, (2.9)

d
uley)

N;(z,y)—M:/ (zy)
f M(zy) dy

nla)=c

En el caso de la ecuacion diferencial dada, serd

M(y) = ef%dy = enydy =

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor integrante se tendr3,

e’z dr +e” (afy + 4y) dy =10
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Buscamos f de forma que df = ez du+e (a:Qy + 4y) dy = 0. Para ello se tendra que cumplir

I =z — f(z,y):ey2%2+ h(y)
2

= (ﬁy + 4y) — e (ﬁy + 4y) =¢” 29%+ B(y) = ' (y) = dye” = h(y) = 2"

2
. 2T .2 iy T . .
La funcidn es, por lo tanto, f(z,y) =e' by + 2e” . La solucion de la ecuacion diferencial sera

e (x2 —|—4) =C

Para hallar la curva solucién para y(4>:0, se calcula el valor de C que cumple

e (16 + 4) — (O = C = 20. La curva solucién que pasa por el punto (4,0) es |e” (:cz + 4) =20|.

Solucién b) Ejercicio hecho en clase

o I~ d 1
Es una ecuacién diferencial lineal d—y — —y = xSenx — p(x) =—— q(x) = xsenx

T x

Consideramos el factor integrante

u(z) = Sl _ fe e 1
X

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor integrante, se tiene

'

1,1 [1 ]
—Yy'——y=senr —|—y| = senc
T T T

Integrando

1
—y= —cosx+C':>|y:—:Bcosx+C'a:
T

(a) Escribe el codigo Matlab para resolver el siguiente problema:
3 Un cuerpo oscilando sobre su posicién de equilibrio (x=0) se mueve de

acuerdo a la ecuacién diferencial 2" (t) + 16z (t) =24 cos(4t) .Sienel

instante inicial se encuentra en su posicion de equilibrio y con velocidad nula,
éen qué posicidon se encontrara al cabo de 10 segundos?

(b) Escribir, utilizando el método de coeficientes indeterminados, la expresion

que tendria una solucion particular y, de la ecuacion

y" +2y" =3y = g(z)

para los siguientes valores de g(z):
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a) 7cos3z b) e 3" c) 22 cosmz d) 2ze”

Escribir la forma que tendria la solucion particular (no se pide resolver).

SOLUCION a)

Este ejercicio se resolvid en clase, en la practica 9.

syms x(t)

egqn= diff(x,t,2)+1l6*x==24*cos (4*t);
Dx=diff (x,t);
cond=[x(0)==0,Dx(0)==0]
sol (t)=dsolve (egn, cond)
%En el instante t=10
sol (10)

ezplot(sol(t), [0,10])
hold on

plot(0,0,'0")

plot (10,s01(10),"*")
hold off

SOLUCION b)

Calculamos en primer lugar, la solucion general de la ecuacion homogénea asociada
2
r“+2r—3=20
que tiene porraices r =1, r = —3. La solucién general es Yog = Clex + 026_3”.

En funcion del término independiente de la ecuacién diferencial, escribimos la solucién particular

a) 7cos 3z Yy, = Acos 3z + Bsen3x
b) He Y, = Aze "
c) 2% cosmx y, = (Aa:2 4+ Bx + C’)(cos T + semra:)
T - T
d) 2ze y, = (Aa: + B)a:e
4 (a) Calcular la transformada de Laplace de la funcion
2—t si 0<t<3
Blt)=1,
t St 3<t
6—25
(b) Calcular la transformada inversa de Laplace de la funcién F<s> ==
s —s

SOLUCION A) EJERCICIO HECHO EN LA PRUEBA DE SEGUIMIENTO 3.
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B(t)=(2-t)(U(t)-U(t—=3))+ LU (t=38) = (2= t)U () + (¢ +t —2)U (- 3)
£(B(t)) =2£(u(0)) - £{ev (2) + £[[ft 3] +7(t-3) +20]v(-3)
:2£@dﬂ)—£@U@»+1{@—3fU@—3ﬂ+7£«r—$U@—3D+1miU@—3»

2 1 2 7e 10e*
+

S 52 83 82 S
SOLUCION b)

o 1 11 .
fmeZE{;_J:ﬂqu@a) f@=£{§_J:[%;}_J:Lf
fl(F(s)):[l—e[”Q]U(t—Q)

f@) = £ [F(s) F(s) = £[f@)]
1 1, s>0
S
t oS0, n>0
sn+1
e" 1 , §>a
S—a
sen at 52102 s>0
cos at s s> 0
52 +a2
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