E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Grado Ingenieria Mecanica
Célculo 11 Curso: 17-18

Nombre y Apellidos: Num.

Seguimiento 13 marzo de 2018

(@) Se considera el soélido cuyos puntos son exteriores al cono
1 z= 2(3:2 +y2) e interiores a la esfera 2’ +¢°+2* =3 y que se

encuentran en el primer octante. Este sélido tiene una densidad variable,
igual a la distancia de cada punto al plano z = 0. Plantear la expresiéon que
permitiria calcular la densidad media del sdlido.

(a) Escribir el cddigo Octave/Matlab que aproxime a la temperatura de la placa
D:{(x,y)ERQ/—\/gSmg(), —x§y§V4—x2}

mediante una suma de Riemann siendo la funcién temperatura
9
T(x,y) =e" .

Nota: Escribe la expresion de la suma utilizada.

2 1) Dado el campo F = (y, x2>

a. Escribir el codigo Octave/Matlab para representar 10x16 vectores

del campo F = (y, :1:2> en puntos del rectangulo [1,3]><[2,5] junto
con una muestra de 10 lineas de fuerza de ecuacién 2z* — 3y> = C

b. Demostrar a mano que las curvas 2z° —3y° = C son lineas de

fuerza del campo.

2) Escribir el cddigo Octave/Matlab para representar el arco (cos3 t,sen’ t,t),

para t € [0,7‘(‘] y 8 vectores del campo F(z,y,z)= (132 + 9, —a:,2) sobre

dicho arco.
Seguimiento 20 marzo de 2018
(a) Escribe el codigo Matlab para representar una porcién T del plano tangente a
1 la superficie f(x,y) =9+0.12° +0.2y° en el punto (1,2) sobre el

rectangulo R siguiente [1, 4] X [2, 5].

(b) CalculaelédreadeTy eléareadeR.
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Seguimiento 27 marzo de 2018

Dados los siguiente elementos:

- lasuperficie S definida por z = /z* +%* con z < a
el sélido H encerrado por la superficie Sy el plano z = a

- el campo vectorial F(x, y,z) =zi+yj+2k

la funcién temperatura T(l‘, y,z) =2+ +a

se pide plantear! las integrales que permitan calcular:

(a) Latemperatura total de H.

(b) Latemperatura total de S.

(c) Elflujo saliente del campo a través de S.

(d) Elflujo saliente del campo a través de la frontera de H.

Bloque 1
1 Se considera el solido H limitado inferiormente por 2z =1+2(z> +3°) vy
superiormente por z=3-+z" +7°. Este sdlido estd sometido a una

temperatura variable, proporcional a la distancia de cada punto al plano z =0,
con constante de proporcionalidad £ = 1.2. Se pide

(@) calcular la temperatura media del sélido.

(b) Determinar los puntos de H que estan a temperatura media

- Este ejercicio es similar a los propuestos numeros 18 a 22 del tema 1 realizados en
clase.

Para plantear las integrales triples, definimos previamente el sélido en coordenadas cilindricas.
Sabemos que la variacién de la coordenada Z es:

1420 +y)<2<3+2° +y —  1+27° <z2<3+7°

Para saber cudl es la variacidon de las coordenadas I y @ en el plano XOY, hacemos la
interseccion de los dos paraboloides,

L Escribir la integral que permita realizar el calculo como integral simple, doble o triple.
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Calculo 11

Nombre y Apellidos:

z=1+2(z" +y°)

_>$2+ 2:2
z:3+(x2+y2)} Y

Es decir, el sélido se proyecta en el circulo de centro (0,0) y radio T = \/5

Por lo tanto, la definicién de dicho sdlido es:

H:{1+2r2§z§3+r2, 0<r<i2, ogegzw}

Aplicando estos limites, el volumen es:

21 2 3402 21 A2 L=
Vol = ff f rdzdrdd = ffr(2 —2r2)drd6’ =27 [r2 —T—J
0 0 14242 0 0 4 r=0

La funcién temperatura es

T(z,y,2) =122 — T(r,0,2z)=12z

Y la temperatura media es

2 V2 3417 2 2 37‘5
Temp = ["[1:!2:, (1.2z)rdzdrd0 = 1.2[‘[ —7—1— r’ + 47“]47“6[9 =

2m ’I"G 7”4 r=\2
= 1.2f 42
A

27
d9:1.2f(—2+1+4)d9 —1.2-67
r=0 0
T o_ Temp _ 1.2.67
" Vol 2

= 3.6

Los puntos del sélido que estan a temperatura media son los que verifican
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122=12-3=2=3

Con el paraboloide z = 3 4+ 2” 4 ¢ solo corta en el punto (0,0,3). Con el otro paraboloide,
=1+2(2* +¢°) = 2y =1

corta en los puntos de la circunferencia unidad. Por lo tanto los puntos a temperatura media
estan en un disco de radio 1, situadO en el plano 2 =3.

2 (@) Se considera fff(x,y)dA :] f f(x,y)dxdy.Se pide representar la
D 0

region D e intercambiar los limites de integracion.
(b) Determinar si el campo F (a;, y,z) = (x2 + 1)i + (z — Qxy)j + 9K es
conservativo en el rectangulo [—1, 1] X [—1, 1] . Si es posible determinar las

curvas equipotenciales.
(c) Calcula la relacién que existe entre las dreas de Ry S que se muestran a
continuacién sabiendo que S es la transformacidn de R mediante
U=x—1y

V=2 +Y

Region R (plano XY) Regién S (plano UV)
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- Elapartado a) es similar al 3 del tema 1 realizado en clase.

- Elapartado c) estd hecho en clase.

Apartado a)

El dominio D es

05

La integral quedara

2—212 \/5 2—2°

Jffxydxdy_fff $?J dydx—i—ff f(x,y)dyda:

Apartado b)

El F (x, y,z) = (332 + 1)i + (z — Qxy)j + yk es de clase C™ en el rectangulo

Como
i j k
0 0 8

rot F<m,y,z>: 52 a_y ™ =—-2yk

P +1 2-2zy vy

el campo no es conservativo en el rectangulo.
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Apartado c)

La proporcidn entre las areas es el jacobiano de la transformacion

area (S) = drea (R) zEZ Z; = drea (R) ! _11 =2 drea (R)
3 Hallar el valor de la integral 9§—de:1: + zdy + xdz , siendo C el tridngulo situado
C

en el plano 22 + 2y 4 2z = 6 intersecado por los planos coordenados .

- Este ejercicio es el propuesto 18 nimero del tema 3. Realizado en clase el dia 28 de
marzo de 2018.

Aplicando el Teorema de Stokes y llamando

- Saltridangulo encerrado por C
- F(m,y,z) = i 4+ 2] + 2K

se tiene que:
f—dew + zdy + zdz = ff rotF-ndS
C S
Como
i j k
0 o 0 . .
rot Flz,y,2)=|— — —|=—i-j+2
( Y ) dxr 0Oy 0z eyl
-z T
N =(221)
se tiene

I:fﬁ—defc—dey—i—xdz:ffrotF'ndS:ff<—4+2y)d/1
S T

C
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Nombre y Apellidos: Num.
3
2
!
1
D@ 1 2 3
3 3-z 3 y=3-z 3 y=3-z
ff —4 42y dydx—f[—ély—i—gf} dx:f[y(—ﬁl—i—y)] dxr =
00 0 y=0 0 y=0
3 3 =3
:f(—3—2x+a:2>dx:[—3x—x2+% =-9
0 z=0

4 Dados los siguientes elementos:

- la superficie S definida por z = +/2° + 4 con z < 3
- el sélido H encerrado por la superficie Sy el plano z = 3
- el campo vectorial F(x, y,z) =zi+yj+2k

la funcién temperatura T’ (:1:, y,z) =2° +y° +37°
- lacurva C definida por 2* + > = 2 que se encuentra en el plano z=0
se pide calcular:

a) Latemperatura total de S.

b) Elflujo saliente del campo a través de S.

c) Elflujo saliente del campo a través de la frontera de H

d) El area de la cortina vertical que se apoya sobre la curva Cy cuya altura
es la funcién escalar T en cada punto de C.

- Este ejercicio es idéntico al realizado en la prueba de seguimiento del dia 27 de
marzo y resuelto en clase de tutorias.

(a) Temperatura total de S

T_totaz:ffT(x,y,z)dS:ffT(x,y,\/xQ+y2)\/1+ff +f2dA =
S D
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2

:ff4(x2+y2>\/1+ 2:1:2 4 2y QdA:ff4(:v2~l—y2)\/5dA:

- +y " +y

:]?4 2r3d¢dr_8f7rf ridr = 34227
0 0

0

(b)  Flujo saliente

Fluj0:f F(x,y,z)-ndS:ffF(x,y,\/x2+y2)-NdA:
s D

ff(my,x—{—y) z ) Y ,—1|dA =
o \/xQ + \/xQ oy
= [[odaa =0
D
(c) El flujo saliente del campo a través de la frontera de H
Teniendo en cuanta que H se puede expresar como
(:v,y) €D, ' +y <2<3
2
D
-2
: : w33
flujo = ff divFdV = 3-Volumen (cono) =3 =277
H
Calculando la integral triple
3 V3+a® 3
flujo = ff divFdV = f f f 3dz dy dv
H -3 l3712 '12+y2
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Nombre y Apellidos: Num.
3 27 3 3 2r 972 r=3
= 3rdzdodr = 3r(3—r)dodr =2r|——1° =27Tm
[T Forasasar= [ forfsr)asar o2
0o 0 r 0 0 r=0
(d) Area

El drea es la de un cilindro de base una circunferencia de centro (0,0) y radio \/5 y altura

T(\/E cos t,\2sent, 0) — 2 Es decir 272 -2 = 442r .

Otra forma seria calculando el 4rea mediante una integral de linea:

x(t):\/gcost '(t)— \/—sent
y(t):\/gsent — \/—cost

t €[0,27] «/ ) oy (t)de =2

T(m y)

se tiene

27
Area = [[T(z,4,0)ds = [ 2N2dt
rea [ (wy ) s JO‘

Bloque 2
Transformadas de Laplace
1 ot 1
S(U(t)):§(5>0> s(ef)zs_a(sm)
S(sen (at)) = m (8 > O) S(cos(at)) = 52—1—% (s > 0)

(@) Dada la ecuacion diferencial ' = cosx — y . Se pide

1 .

e Justifica si se verifica el teorema de existencia

Encontrar la solucién general

e Representar la isoclina de pendiente cero.
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(b) Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) = ( 1>2
s—1) +4

demostrando la propiedad utilizada.

(c) Hallar la ecuacién diferencial de segundo orden cuya solucién general es la
T 21 2z
familia de curvas y = C\e™ cos 3z + C,e”"sendz

Observaciones

(a.3) Ver practica 7.

(b) Ejemplo hecho en clase.

(c) Ver ejercicio resuelto de la pagina 3 del cuaderno de actividades del tema de
ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Apartado a.1)

Es una ecuacidn lineal. La solucion general del homogeneo es

—T

d
y'+y=0—>?y:—dzelog‘y‘:—xﬁyﬂ:ce

Para encontrar la solucién particular de la completa se considera y, = C’(x)e’“. Como se tiene

que cumplir
C'(m) e —=C (x) e " = cos (z) -C (x) e’ — C'(x) e " =cos (z) —

T

C(x) = fe”cos(x)dx = %(cos(m) + sen (x))

Por lo tanto, y, = C’(z)e” = # La solucidn general es

cos T + senx

y=y, ty,=ce’ + 5

Nota: Al ser una ecuacién lineal y'+ p(x)y = q(x) también se puede resolver como exacta

— x)dz |
utilizando el factor integrante u(x) =e Sk =e"
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Apartado a.2)

Como tanto f(:v,y) =CcosT —Y como fy(:c,y) = —1 son funciones continuas en todo el

plano, existe solucién Unica de la ecuacion cumpliendo y(m’o) = 0 para cualquier z . Es decir,

para cada punto del plano pasa una solucidn y sélo una.

Apartado a.3)

La isoclina de pendiente 0 es y' = h(m,y) =0—cosz—y=0

Apartado b)

Se tiene que

—_
»
|
—_
~—
S
+
=~
[\)
—_—
»
|
—_
~—
S
+
[\)
S
o |

Apartado c)

{62“’ cos 3z, sen 3x} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién diferencial de

coeficientes constantes cuyo polinomio caracteristico es
(r—(2+3i>)(r—(2—3i>):(r—2)2 +3 =r"—4r+13

La ecuacion diferencial es

y"—4y'+13=0

(a) Encuentra la solucién general y las soluciones singulares de la ecuacion
2 diferencial (33:2 — yQ) y' = 2zy
(b) Encontrar la solucion general de la ecuacién diferencial
2’y "+ 2zy'— 2y = 0 sabiendo que y, (:z:) = x es solucion.
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Observaciones:

(a) Este ejercicio es el 11b) propuesto del tema de ecuaciones diferenciales de orden 1.
Hecho en clase.

(b) Este ejercicio es el 9b) propuesto del tema de ecuaciones diferenciales de orden 2.
Hecho en clase.

Apartado a)

Es homogénea, consideramos el cambio y = zx — y'=z'x + z, se tendrd

(3*22)(2'1'4*2):22H(3*Z2)Z':2Z*Z(3*22)—>

—>(3—z2)z':—z+z3 —>((2—221))dzdx st z=0,£1
zl2" —

Teniendo en cuenta que

(3—z2) A B C A(z=1)(2 +1)+ Bz (2 +1)+ Cz(2 = 1) =32
A7-1) 2 ao1 sl [A=-3 B=1C=-1

Integrando la expresion

f%gdz—i-fzildz—l—fzildz:fdx

se obtiene como solucion general

log|2® — 1‘ — SIOg‘z‘ = log‘x‘
2 2 3
z—1 Y Y 3 2 2
— =0z —|5-1|=05—y —C(y —x)
z x x
Las soluciones singulares son y = x, y = —x, que se obtienen de considerar las soluciones de
la ecuacidn diferencial no incluidas en la solucién general a partirde z =0,z =1, z = —1.
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Apartado b)

Se trata de una ecuacion diferencial lineal de orden 2. Conocida , (z) = =, se considera
Y, (x) = C(x)x . Se cumplira que

y',(z)=C"(z)z+C()

y", (z)=C"(z)z +20"(x)
Sustituyendo en la ecuacién diferencial

nyQ L 2xy, _ 2y, =0 — 7’ (C " (:1:) T+ 20'(:1:)) + 2z (C"(z) z+C (:1:)) —2zC (:1:) =0

wgc"($>+0'<x)<2x2 +2x2):0—> C"(a;) _ 4

C'(:p) x
logC"(x>— —4logz — C"(m) —%—> C(x)—x_l?)
1 1 ., C
Por lo tanto, y, = C(;r)x = Ex = ?, la solucién generales y = Cly, +Cy, = C\x + —;

Al suspender una masa cuyo peso es 29.4 N de cierto resorte se alarga 0.6125
3 metros desde su longitud natural. A partir del reposo, en el momento t=0, la

masa se pone en movimiento aplicdndole una fuerza externa f(t) = 2, peroen

el instante t = 4 esa fuerza cesa subitamente, permitiendo que la masa

continle su movimiento. Si se desprecia la friccion, determinar la funcidn de
posicion resultante para la masa.

La ecuacion diferencial que rige el movimiento de la masa es

2 0<t<4
3y"+48y =1, 1<y y(0)=0, y'(0)=0

Durante la ultima semana de clase, tanto en las clases de aula como en la practica 9
realizada en el aula de ordenador, hemos resuelto ejercicios similares.
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La posicion y(t) de la masa en el tiempo t se rige por la ecuacién diferencial

my ”(t) +cy'+ ky = f(t)
Donde m es la masa del objeto, c es la constante de friccién y k es la constante de
fuerza del resorte y F(t) la fuerza externa aplicada. En este caso la masa es

m:%zgkg
9,8

= 48N / m.Como no hay friccién ¢ = 0.

F 29,4
y la constantees k = — =
Al 0.6125

Asi, la ecuacién diferencial que rige el movimiento de la masa es

2 0<t<4

3y”“@y:{o 4<t

Aplicando transformadas de Laplace

38(y")+482(y) = £ (2 (U(t)-v(t- 4)))

35°C(y) +48L(y) =2 Loe”
S
21—
£ly)= 35 (s” +16)
Como
3(+ZA+B;+C—>AZL,B:—i,CZO
s(s +16) s 82 +16 24 24
se tiene que

y(t) =2t || 2| Lo
24 s §°+16 s §°+16

y(t) :E(U(t)—COS<4t)+U(t—4>—U(t—4)608(4(t—4)))

Aunque el ejercicio no lo pide, el calculo con Matlab que permite representar la solucién de la

ecuacion diferencial
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t=0:0.1:8;

y=1/24*heaviside(t) .*(1-cos(4*t))-1/24*heaviside(t-4) . *(1-cos(4*(t-
4)))

plot(t,y)

Para calcular la solucion de forma simbdlica el codigo seria
solu=dsolve("3*D2y+48*y==2*(heaviside(t)-heaviside(t-
4))*."y(0)=0",*Dy(0)=0", "t")

Bloque 1 — 13 de Junio

1 Se considera el sélido H cuyos puntos son exteriores al cono z = 3(.%‘2 + y2)

e interiores a la esfera z° +4° +2° =16 con z > 0. Este sélido tiene una
densidad variable, igual a la distancia de cada punto al plano z = 0. Se pide:

(a) Calcula la densidad media del sélido.
(b) Obtener los puntos del sélido que tienen densidad media.
(c) Escribir el cédigo Matlab para representar el sélido H.

(d) Representar los puntos que se encuentran a densidad media.

2 Calcula la integral 9§2ydx+3xdy—22dz, siendo C la circunferencia
C

interseccién de la semiesfera superior S de ecuacién implicita 2° +y° +2° =9

conelplano z =0
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27 NY/3
3 (a) Invierte el orden de integracion de la siguiente integral: f f f(x,y)d:rdy
0 y/12

dibujando el dominio de integracion.

(b) Calcular el valor de la integral fﬁc (z +y)'dr — (y* — 2°)dy, siendo Cel
tridngulo de vértices (0,—1), (1,0), (0, 1).

(c) éPpara qué valor del pardmetro a el campo vectorial
F(z,y,2) = (axy—2°)i + (a—2)a:2j + (1 —a )xz2 k es el gradiente de
una funcidn potencial?

(d) Plantea la integral que permite calcular la superficie de ecuacion
2z =16 — 2> — 1, situada en el primer octante sobre el interior de la curva
4y —22=0

Bloque 2 — 13 de Junio

" Transformadas de Laplace

e(o(d)=1 (+>0) o)== (o> £(t)= s>0)

S s—a
S(sen (at)) = 2 —T—aZ (s > O) S(cos(at)) = 2 j_ e (5 > 0)
t st 0<t<2
4 (a) Dada la funcion f(t) =32t—6 s 2<t<3},sepide:
0 st t>3

— Demostrar que cumple las condiciones suficientes para que exista su

transformada de Laplace.

— Calcular la transformada de Laplace utilizando la definicién y obteniendo

la abscisa de convergencia.

(b) Encontrar todas las soluciones de las siguiente ecuacion diferencial

22y dy = (1 + x2) dx
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Resolver la siguiente ecuacidn diferencial y"+ 4y = f(t) con

5

y(O):y'<0):0 siendo f(t)—( ? Z 30<§:<3J
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(a) Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas
6 27 + 9y = 4Cx

(b) Prueba que y, = e Yy, = z* son solucién del siguiente problema de

valor inicial:
2y —dzy' + 6y =0, y(0)=4'(0)=0

éSe contradice en este ejemplo el teorema de existencia y unicidad?
éPor qué?

(c) Resolver la ecuacién diferencial y” — 2y’ +y = 10e ™ cost

10+5+10
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