E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica

Calculo 11 Curso: 14-15

Prueba 13 marzo de 2015

(a) Escribe la expresion matematica que se calcula con el siguiente cédigo
1 de Matlab

inc=1/10

X=inc:inc:1;

Y=X3

[X,Y]=meshgrid(x,y);

Z=exp(-X."2-Y."2);

valor=sum(Z(:))*inc*inc

¢Qué representa este valor?

a(x,y) o(u,v) e {x::u(l—v)

o(u,v) Y o(xy) y=uv

(c) Calcular div(rot F) siendo F(X, y) = X’y i+y°®X j. Escribir la definicién

(b) Calcula

de los dos operadores.

Comentarios al apartado a)

El cédigo Matlab calcula

1 ] 1 i

E TR TR
valor ——ZZe % siendo ]
i=1 j=1 1 1 J

Y1710 (J_)lo 10

2 2
Se trata de la suma de Riemann de la funcién f (X, y)=e’x " en el intervalo [0,1]x[0,1]

considerando una particiéon de 10x10 puntos y tomando como punto de cada subintervalo el
vértice superior izquierdo:

fo rons L iiew )

|1]1

O e

Observacion: Ejercicios analogos vistos en clase son:

- El ejercicio propuesto n°® 1 del tema 1

- En el ejercicio resuelto n® 1 del tema 1

- Los ejercicios de la practica n°1 del 17 de febrero

- La pregunta n°1 del test de autoevaluacion entregada.
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Comentarios al apartado b)

Se pide calcular el jacobiano del cambio

x
o(xy) _{ou ov|_[t-V _uzu(l—v)+uv:u
o(uv) |y 9| | v u
ou ov
Luego
o(uv) _ 1
a(x,y) a(xy) u
d(u,v)

Observacion:

- La definicion del jacobiano se puede ver en la pagina 11 del tema 1)

- En el ejercicio 7 propuesto (pagina 33 del tema 1), realizado en clase el
dia 23 de febrero, se calculd el jacobiano del cambio inverso (ver
actividades del tema 1).

Comentarios al apartado c)

Aplicando la definicién de los operadores diV(rOt F) =0 ya que:

rot F=(y*-x*)k

div(rot F):a%(y3 —x2)=0

Observacion:
- La definicién de la divergencia y del rotacional se explicé en clase el dia 4
de marzo.

(a) Dado H la porcién de sdlido del primer octante limitado por Z = X% + y2,
2 z=4,x=Yy, x=0, se pide

a. Escribir esta regién en coordenadas cartesianas

b. Calcular su volumen (no necesariamente utilizando coordenadas

cartesianas).

(b) Calcular la integral J.(Z+ xzy)ds donde C es la semicircunfencia
C
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superior de radio 1. ¢ Qué significado geométrico tiene esta integral?

Comentarios al apartado a)

En la imagen se muestra a la izquierda el hdlido H y a la derecha la
XY

proyeccion sobre el dominio

¥4 yE = 4, - 29— -
14 :\‘\
|II. 0 : lI|
. (R B IR
.\ /}/ \/E .-'I
\ e K
NS 1 /
f/)’:‘f\
/(/ y=x ~3d4 -
/
La expresion en coordenadas cartesianas es
H ={(x,y,z)eR3/03xsﬁ,xs y<VA-x* X3 +y?2 < z§4}
Utilizando coordenadas cilindricas,
V4 V4
H=14(r,0,2)/~<0<=,0<r<2,r’<z<4
4 2
722 4 i . ré r=2 .
volumen H = j ”r dz dr d0=—j(4r—r3)dr:— 2r’——| =>(8-4)=x
714 0 2 4 0 4 4 r=0 4

Nota: Se trata de la octava parte del paraboloide limitado por el plazo z=4.

2z

l

4
volumen H = jr dzdrdé=r

2

0|+~

O ey

r

Comentarios al apartado b)
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Parametrizando la semicircunferencia

x =cos(t)
= sen(t) t E[O,ﬂ']

ds = \/(x'(t))z +(y'(t))2 dt = \/(—sent)z +(cost)” dt=dt
Por tanto, la integral de linea es

t=r
cos® (t
—( ) =2;r+1+1:27z+E
3 3

t=0

I(2+ X’y)ds = I(2+cos2 (t) sen(t)) dt =27 -

C

Observacion:

- Se vio en la clase del dia 9 de marzo y en la préactica 4 del dia 10 de
marzo.

- En los apuntes aparece la interpretacion geométrica en la pagina 11 del
tema 2.

- Ejercicios similares son los propuestos numeros 12 a 16 del tema 2.

Dada la regién R del primer cuadrante limitada por las curvas y=-2X+8,
3 y=7x- x?, y= —x*+8x—-8 e y =0, que contiene al punto (1, 2), se pide:
(a) expresar esta region como x-simple e y-simple

(b) Escribir utilizando integrales cémo se calcularia el area de R.

Comentarios al apartado a)

La regidn esta limitada por dos parabolas y una recta

- Larecta corta a los ejes coordenados en los puntos (0,8) y (4,0)

- Lapardbola y=7X— x? = X(7 - X), tiene el vértice en el punto x=3.5 y corta al eje X en
los puntos x=0y x=7

- laparabola y=—X*+8x-8= —(X—4)2 +8 tiene el vértice en el punto (4, 8) y corta al
eje X en los puntos

. —8++/64-32 _ —8ij§ _ —8+44/2 41242

) — -2

Puntos de corte
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0 De lapardbola ¥y = —x? +8x—8 con la recta: punto (2, 4)

O Delaparabola y= —x%+7X con la recta: punto (1, 6)

La representacién grafica de la region aparece en la siguiente figura donde

A=4-2J2>1

10 Yy =+ TX

T

67 (1.6)

i~ 1

0 (1,0)

[P i

La region, recorrida con franjas verticales, se puede escribir
R:{(x,y)eR2/O£x£1, 0< yg—x2+7x}u
u{(x, y)eR?*/1< x<4-242, 0< y£—2x+8}u
{(xy)eR*/4-2/2<x<2, —x*+8x-8<y<-2x+8]
Recorriendola con franjas horizontales sera

{(x y)eR*/0<y<4, x(y)<x<x y
u{(x,y)eRzmgng, X, (y)<x gTy}

Donde fijado y,
e el valor xl(y) se obtendria despejando x en funcién de y en la ecuacidon

y= —Xx* +7X, considerando el valor de x a la izquierda del vértice de la pardbola. Es

decir, cumpliendo
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7-.J49-4y
2
7-.J49-4y

(y) ==

X*—7Xx+y=0 = Xx=

e el valor xz(y) se obtendria despejando x en funcién de y en la ecuacion

y= —x? +8x—8, considerando el valor de x a la izquierda del vértice de la parabola.
Es decir,

y=-x"+8x—-8 = x*-8x+(8+y)=0

_8BAEy) 8- fEdy 82y, g
2 2

2

Xz(y):4_\/ﬁ

Comentarios al apartado b)

Para obtener el drea se podra calcular de cualquiera de las dos maneras siguientes:

1-x2+7x 4-22 -2x+8 2 —2x+8
érea:_[ I dy dx+ J' J' dy dx+ J' _[ dy dx ~6.415
0 0 1 0 4-22 —x?+8x-8
4 48—y 6 (8-y)/2
area= '[ I dx dy +I '[ dx dy = 6.415
0 7-/4

2

7-J49-4y 4 7-[a9-ay
2

Observacion:
- Ejercicios similares son los propuestos del tema 1 niumeros 3 a 6.

Prueba 27 marzo de 2015

1 (a) Sea F=(X+1)2i+yj el campo de velocidades de un fluido y C la

circunferencia de radio R centrada en el origen. Escribe el cddigo Matlab

para representar la circunferencia y el campo en 8 puntos repartidos
uniformemente sobre ella.

(b) Sea C la hélice que tiene las ecuaciones paramétricas
x=5cost, y=>5sent, z=t con te[0,4x]. La densidad en cada
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punto de la hélice es S(X, Y, Z) =4m— 12, siendo la temperatura en cada

punto T(X, y,Z)Z\/E

alambre.

Comentarios al apartado a)

. Calcular la temperatura media y la masa del

Este es el ejercicio 1 de la practica 5 realizada en clase el dia 17 de marzo. El cddigo pedido es

% RPARTADO a)

% Dibujo de la circunferencia de radio R
t=0:pi/50:2%pi; % vector de parametros
¥=R*cos(t); % primera componente
y=R*sin(t); % segunda componente
plot(x,vy) % dibujo de la circunferencia
axis equal

hold on

%2dibujo de una muestra de m
twv=linspace (0, 2*%pi, m+1)
2tv=0:2%pi/m:2*%pi

¥=R*cos (tv); Y=R*sin(tv);

a1

r

o df o

o

Ul=(X+1) ."2;U2=Y;
quiver (X,Y,Ul,Uz2,0)

o

o

Comentarios al apartado b)

tores del campo
vector de valores del parametro
también se puede definir asi

coordenadas de los puntos
para dibujar los vectores
componentes del campo
ibujo de una muestra de m
1 campo sin escalar

vVectores

=]

I

Es la pregunta 6 del test de auto

. 4
tarea el dia 18 de marzo. Solucién: 5\/;

evalucion que se propuso realizar como

2

Calcular el valor de la integral JXZdX+ y’dy + z°dz, siendo C la curva
c

compuesta por los segmentos de recta que unen los puntos P(l,0,0)

Q(O,l,O) y R(0,0,l) en el sentido P QR.

Comentarios

Esta pregunta es la numero 8 de
se propuso realizar como tarea el

| test de autoevaluacién del tema 2 que
dia 18 de marzo. Solucion: 0.
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Estando sometida a la fuerza F(X,y) =y’ i —i—(X3 +3xy? )j una particula
3 recorre una vez el circulo de radio 3 en sentido antihorario. Aplicar el teorema

de Green para hallar el trabajo realizado por F .

Enunciar el teorema de Green.

Comentarios

Como se cumplen las hipdtesis del teorema de Green se puede escribir

|
IS
L

w :_[yzdx+(x3 +3xy2)dy :”3X2dA
C D

siendo D el circulo de centro (0,0) y radio 3. Pasando a coordenadas polares, el trabajo
realizado es

27 3 27 3

W =_|'.[3x2dA: jj3(rcos€)2 rdrd9:3j'J'r3cosze dr do =
D 00 00

4 r=3 , 2”81 ,
3J' cosS Hdezsj—cos 0do=
o 4

27
_ 243J-l+cos(20)d 243[9+se 29)19 27 @7[
4 2 00

4

0

Observacion:

- El enunciado del teorema de Green se da en la pagina 18 del tema 2.

- Ejercicios similares son los propuestos nimeros 20 a 22 y los resueltos
nuameros 8 y 9 del tema 2.
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4 Hallar la masa de la porcion del sélido limitado por z =+/16—4x* -4y’ y el

plano z=0, siendo la densidad en un punto de dicho sdlido proporcional a la
distancia entre el punto y el plano z=0.

Comentarios

La masa de la porcién de sélido es

m :J.ﬂé(x, y,z)dV

donde 5(X, Y, Z) =Kz es la funcién de densidad (k es la constante de proporcionalidad) y H

es el solido limitado por z =+/16 —4x* —4y? yel plano z=0.

Utilizando coordenadas cilindricas

o<r
5(r.0,z)=kz H=.0<0<
0
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La masa del sélido es

27 2 16-4r? 27 2 2 2=\16-4r
m:” j kzrdzdrdezk“de} j— rdr | =
00 0 0 0 2 z=0
- k;zj(16—4r2)rdr - k;z[8r2 - r“]z —16kz

0

Observacion:
- Ejercicios similares son los propuestos niumeros 13 a 19 del tema 1.

Recuperacion prueba 13 marzo de 2015

(a) Escribe la expresion matematica que se calcula con el siguiente cédigo

1 de Matlab

inc=1/n;

X=inc/2:inc:1-inc/2;

Y=X;

[X,Y]=meshgrid(x,y);
Z=exp(-X."2-Y."2);
volumen_aproximado=sum(Z(:))*inc*inc

¢Qué representa este valor?

a a2_y2
(a) Calcula la siguiente integral .[o jo (X2 + y2) dA

Comentarios al apartado a)

- Este ejercicio se realiz6 en la practica 1 del 17 de febrero.

Comentarios al apartado a)
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- Este ejercicio es el propuesto 92 del tema 1 que se realiz6 en clase el dia
16 de febrero.

X

2] e
2 (a) Escribe I J. f (X, y)dy |dx cambiando los limites de integracién.

of 1

(b) Escribe la expresidon que permitiria calcular, en coordenadas cilindricas,

.z 3 .. .
el volumen de la regién R”, definida en coordenadas cartesianas por las
condiciones siguientes

x> +y*>9
x> +y?+2°<16

(c) Describe el sdlido cuyo volumen se puede calcular con la siguiente
27 3 3-r2

integral: j j J- rdzdrd@
00 0

Comentarios

- (@) Esta es la pregunta 9 del test de autoevaluacion del tema 1
- (b) Esta es la pregunta 11 del test de autoevaluacion del tema 1
- (c) Esta es la pregunta 12 del test de autoevaluaciéon del tema 1.

El test 1 se pidi6 entregar el dia 4 de marzo como actividad de evaluacion y
se devolvid corregido.

Sea I el campo vectorial de los vectores de posicion y r el campo
3 escalar de sus normas, es decir,

r(x,y,z) =xi+yj+zk , r=[r|
Calcula Vr y div(rr).

Comentarios

- Este es el ejercicio propuesto niumero 3 del tema 2, se resolvié en clase el
dia 2 de mazo.




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenieria Mecanica

Céalculo 11 Curso: 14-15

Prueba 3- Bloque 1 - 17 de abril

1 Calcular, utilizando y sin utilizar el teorema de Gauss, el flujo del campo
F(x,y.2)=xXi+y’j+2°k

a través de la superficie S que es el exterior del tetraedro formado por los planos

X+y+z=a, x=0, y=0, z=0.

Nota: Debes enunciar el teorema de Gauss vy justificar si se puede aplicar en el
caso del ejercicio.

Comentarios

La superficie S estad dada por las cuatro caras del tetraedro de la figura.

So

Si se aplica el teorema de Gauss

| = J'I FdS = J'Hdiv F dxdydz = jﬂ(sz +3y? +3zz)dxdydz
S \Y \

La proyeccion del sélido V sobre el plano XY es el tridngulo limitado por los ejes coordenados y
larecta X+Yy=a, porlotanto
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:

Integrando

JX' (3x* +3y” +32°) dzdydx
0

a—Xx

I (3x°z+3y’z+ 23)::_X_y dydx =
0

¥
T(sz(a—x—y)+3y2(a—x—y)+(a—x—y)3)dydx

j.
0
y=a-Xx

:i(_sxqa_x_yy +y3(a—x)—3Z4 —(a_x_yf] dx =

4

y=0

4 2 4 2

:I((a_x)4 _3(a—x)4 +3x2(a—x)2 +(a—x)4JdX:JI(a—2x)4 +3x2(a—x)2JdX

+
10 2 4 10

x=0

{’f[(ax)4 N 3x°(a’ - 2xa+ XZ)de=[(aX)5  Xa’ 3x‘a C’uxf’]xa
0

a® 3 3 a 3’

f—t—=—
2 4 10 10 20

Para resolver la integral directamente, sin aplicar el teorema de Gauss, hay que calcular el flujo
a través de cada una de las cuatro caras del tetraedro:

Flujo a través de S, , que se define por la ecuacion z=0,

”FdS :J.J'(Xfﬂ, y310).(010,_1) dA=0

Sy

Flujo a través de S, , que se define por la ecuacién x=0,
[[Fds = [[(0.y*,2°)«(~1,0,0) dA=0
s, D,

Flujo a través de S, , que se define por la ecuacién y=0,
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H FdS = jj(xS,o, 23).(01_1,0) dA=0

Flujo a través de S,, que se define por la ecuacién Z=a—X—-Y, si la proyeccién de S, es
D4
aa—x

'[IFdS:'£I(x3,y3,(a—x—y)s)-(l,l,l) dA:.! .([ (x3+y3+(a—x—y)3)dydxz

y=a-x

. . . a Y Y

J‘ x3y+y——(a X y) dx = Xs(a—X)Jr(a X) +(a X) dx =

J 4 “ J 4 4
{acn @2 |y [xa % _(acx) Ca a a3
J 4 5 10 4 5 10 20

Por lo tanto, el flujo que se pedia es la suma de los valores obtenidos para cada superficie
3a°
20

- El enunciado de Teorema de Gauss se da en la pagina 11 del tema 3 de
integrales de superficie.

(a) Escribir la expresidn del vector normal unitario a una superficie dada en
2 paramétricas.

(b) Calcula el area de la lamina que tiene la forma de la superficie
7=4-x*- y2 limitada por los planos z=0, y=Xx, x=0. Escribir la
expresién que permite calcular la temperatura en la lamina si dicha
temperatura es en cada punto proporcional al cuadrado de la distancia
de dicho punto al eje OZ.

Comentarios (b)

Considerando f (X, y) =4-x*— yz, y llamando D a la proyeccidn de S sobre el plano XY se

tiene que el area pedida es

area(s)zjsjds =ij\/1+( £,) +(f,) dxdy
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N2 2
Como \/1+( fx) +( fx) =\/1+4x* +4y®, y D es un sector de la circunferencia de centro

(0,0) y radio 2, utilizamos coordenadas polares

area(S H \/1+ ) dxdy

2
J'\/1+4r r dr do
0

MN'—.N\N

r oo (1) r—z_ (17317 -1
(E_Z)s 3/2 _4_8( - )
r=0
Para obtener la temperatura se debera calcular
”T xyz‘dS _ka+y \/1+ ) dxdy

=k

2 2
Irz 1+4r% r dr de_k%jr3\/1+4r2dr
0

0

BN N

Las instrucciones Matlab para calcular esta integral serian:
>>syms k r

>>k*pi/4*int(r*3*sqrt(1+4*r~2),r,0,2)

Observacion: Esta ultima integral se puede calcular por partes aunque no se pide.

u=r?—du=2rdr
2 3/2

1+4
dv =rv1+4r’dr —>v=%—( +ar)

jr3\/1+4r2dr =

3/2
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r2 32 1 3/2 r2 sz 1 (1+4r2)5/2
= (1+4r7) = [Zr(144r7) dr = (14407 - =
12 6 12 48 5/2
2
:r—(1+4r2)3"2—i(1+4r2)5’2
12 120
Con lo que el valor de la integral seria
2 r=2
| kT r—(1+4r2)3’2—i(1+4r2)5’2 -
4 112 120 o
3/2
k(17 L g _g)| krf3OWAT | 1
4 3 120 4 120 120

- (@) Ver la pagina 7 del tema 3 de integrales de superficie.
- (b) Este es el ejercicio propuesto numero 7 del tema 23 se resolvié en
clase el dia 30 de mazo.

Prueba 1 — Bloque 2

Nota: Esta prueba se realizd con Matlab en el aula de informatica pudiendo utilizar el material
de la asignatura.

1 Dada la funcién f (t) periodica de periodo 27 definida para 0 <t <27 dela

2
T—t
forma f(t)z(T] , se pide calcular su serie de Fourier y justificar que

11 1
(P

72'2
+..=—
6
Representando esta funcién en el intervalo 0 <t <27
>>t=0:0.1:2%*pi;
>>plot(t,(pi-t).~2/4)

se ve que es par.
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4-

3-

2-

1-

n .

o o n 2n 3
-14

La formula de los coeficientes es

Utilizando Matlab los resultados que se obtiene son:

a0 =

pin2/6

an =

(pi/(2*n"2) + (sin@*pi*n)*(piN2*n"2 - 2))/(4*n"3) +
(pi*cos(2*pi*n))/(2*n"2))/pi

Es decir,
_z
% 6
x sen(2zn)(n°z*-2) rcos(2zn)
q =2n° ' 4n® T 1
n = — 2

T n

La serie de Fourier es

0 2 0
S(t) =a—20-i-zan cos(nt) :71[—2+Z%cos(nt)
n=1

n=1

siendo S (t) =f (t) paratodo t € R . En particular sustituyendo para t=0
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£(0)="
()_T ot & =1 7z
2 et R SRS TRD I s
S(O)=1—+§FCOS(O)=E ;F

En la figura se representa en rojo la funcidn y en azul la aproximacion de los primeros 15
términos de la serie de Fourier es

-0.5 L L L L I I
0

1 2 3 4 5 6 7
Dada la funcién periddica de periodo 2 definida en el intervalo [0,2] de la forma
2 t O<t<1
f (t) = , calcula su serie de Fourier.
1-t 1<t<?2

La funciéon f (t) tiene por grafica

Su desarrollo en serie de Fourier es de la forma
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f(t) :a—2"+ian cos(n;:t)+§:bn sen(nzt)
n=1

n=1
siendo
2 1 2
a, = [ f(t)dt=[tdt+ [ (1-t)dt
0 0 1

a :Jz' f (t)cos(nzt)dt = Jl'tcos(nzt)dt +j(1—t)cos(nﬁt)dt

b =j f (t)sen(nzt)dt = jtsen (nzt)dt +j2'(1—t)sen (nzt)dt

Los calculos que se obtienen integrando con Matlab son
a0 =
0
an =

- @*sin((pi*n)/2)"2 - pi*n*sin(pi*n))/(pi~2*n™2) - (cos(2*pi*n)
- cos(pi*n) + pi*n*sin(2*pi*n))/(pi~2*n"2)

bn =

(sin(pi*n) - pi*n*cos(pi*n))/(pi"2*n"2) - (sin(2*pi*n) -
sin(pi*n) + pi*n*(2*sin(pi*n)"2 - 1))/ (piN2*n"2)

Es decir,
a,=0
/—f; =0 N
9 sen? zn nf—n“T =1 =(-1) =0
| j7nse (7n) cos(2zn)—cos(zn)+zsen(2zn) 1-(-1)"
a, = 2n? - Ry, Ry
-0 =(-0)" =0 -0
ol ) TS (o o () 2 n+l
b _sen(;m)—;zncos(;zn)_Sen(2¢zn)—sen(nn)+7zn(25en (nn)—l)_(_l) 1
" 7Z'2n2 7[2n2 B n

La serie de Fourier es
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Zw: —cos((2n-1)xt)+ Z—sen(anzt)

n:l 2n 1 7l 2nrx

que convergea f (t) siteR-7Z.

En la figura se representa en rojo la funcidn y en azul la aproximacion de los primeros 15
términos de la serie de Fourier es

15

- Observacion: En la practica 8 del dia 21 de abril se incluye el cddigo para
resolver ejercicios analogos.

Prueba 2 — Bloque 2

Nota: Esta prueba se realizé con Matlab en el aula de informatica con apuntes.

1 Dada la funcién periddica de periodo 21t definida por f (t) =e' en [—n,n] se
pide:
a) Calcular la serie S(t) de Fourier de la funcion f(t) indicando la

férmula de cdlculo de los coeficientes y el campo de convergencia de la
serie de Fourier.

b) Escribe en el fichero Matlab el cddigo para representar la funcién f (t) y

la aproximacion dada por la suma de los 10 primeros armadnicos.
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c) ¢éCudl es la frecuencia y el periodo fundamental del armdnico que
multiplica al coeficiente a,, en la serie armodnica de Fourier? Justifica la

respuesta.

d) éCuanto vale el coeficiente C_g de la serie compleja de Fourier?

T
e) ¢Cuantovale S (Ej V% 8(47‘5)? Justifica la respuesta.

La grafica de la funcién es

20

férr 7'21'r :n 0 m 2w 3m

Apartado a)

Forma 1. Calculando la serie compleja de Fourier

17 e"—e”
coz—je‘dtz—
T® T

z _ T (-in)t =7
Cn :lJ. f (t)eflntdt :i j e(l—m)tdt :l|:e j| _

. Vs 7| 1-in .
e(17in)7r _ef(lfin)ir e” e—in;r _e—ﬂeinﬂ
ﬂ(l—in) - 72'(1—in)
e () —e () (1) (e"—e)
ﬁ(l—in) ﬂ(l—in)

Utilizando Matlab
cn =

-(exp(-pi)*exp(-pi*n*i)*(exp(2*pi) -
exp(pi*n*2*i)))/(pi*(n*i - 1))
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e—zre—fzni (e27r _ e27zni )
z(ni-1)

es decir C, =—

Observacion: Este valor coincide con el obtenido anteriormente.
Cn - e—lre—ﬁnl (e.27[ _e27rn|) _ eﬁefﬂ-ni —ei”e”ni _ e,z (_1)n _e_,[ (_1)n
z(ni-1) z(1-ni) z(1-ni)

La serie de Fourier sera

S(t)=c, + i c,e™
nel

que convergerda f (t) si t es un numero real que no es multiplo impar de 7 vy

. el e’ +e"
convergera en los multiplos imparesde 7 a ——

Forma 2. Calculando la serie armdnica de Fourier, la férmula de los coeficientes es

%zifmezijém

T

-

1 1%
== f(t t)dt==| ¢ t)dt
a j (t)cos(nt) ﬂj;e cos(nt)

17 17
b, == f(t)sen(nt)dt == | e'sen(nt)dt
= [ f@sen(njat= Jetsen(m
Utilizando Matlab los resultados que se obtiene son:
a0 =
(2*sinh(pi))/pi

an =

-((exp(-pi)*(cos(pi*n) - n*sin(pi*n)))/(n"2 + 1) -
(exp(pi)*(cos(pi*n) + n*sin(pi*n)))/(n"2 + 1))/pi

bn =

((exp(-pD)*(sin(pi*n) + n*cos(pi*n)))/(n"2 + 1) +
(exp(pi)*(sin(pi*n) - n*cos(pi*n)))/(n"2 + 1))/pi

Es decir,
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e " (cos(zn)—nsen(zn)) e*(cos(zn)+nsin(zn))

a = n’+1 n’+1 _
T
e () e () (D (e-e)
(n2+1)7z (n2 +1)7z
e " (sen(zn)+ncos(zn)) e”(sen(zn)—nsin(zn))
b, = n°+1 - n®+1 _
T
_en(=1)'+ern(-1) (1)’ n(e"+e7)
- (n2 +1)7 - (n2 +1)7r

La serie de Fourier es
S(t):a—2"+ian cos(nt)+ibn sen(nt)
n=1 n=1

que convergerda f (t) si t es un nimero real que no es multiplo impar de 7 vy

-7 T

+€

convergera en los multiplos impares de 7 a

Apartado b. Una aproximacion de los primeros 10 armonicos es

25

20+

15-

10+
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- Observacion: En la practica 8 del dia 21 de abril se incluye el cddigo para
resolver ejercicios analogos.

Apartado c) La frecuencia es 10 y el periodo es pi/10

i () ()
Apartado d) C_Bzz_-[rf(t)e 8t — 2”(1+8i) — 30m (1—8I)

ay +ib,
2

También podria haberse obtenido teniendo en cuenta que: C_; =

Apartado e) S (47[) =f (0) =1, S (gj = f [gj =e"/?

2 Dada la ecuacion diferencial: y' = — y

a) ¢Es esta ecuacion diferencial de variables separadas? ¢Es exacta?
Justifica la respuesta.

b) Representa las isoclinas de pendientes {—6,—5,—4,—3,—2,—1,0} )

c) Dibuja a mano en el rectangulo [—1,1] X[0,4] el campo de direcciones a
partir de la representacién obtenida en el apartado b).

d) Calcula con Matlab la solucién de la ecuaciéon diferencial que pasa por
(0,3).
Respuesta:
a) No es de variables separadas ni es exacta.

b) Representacién de las isoclinas (en rojo la solucién que pasa por el punto (0,3))
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¢) Campo de direcciones

- Observacion: Los apartados b y c se propusieron en la practica de
ordenador nimero 11 del 5 de mayo. Se trata ademas del ejercicio
propuesto n°8 del tema 5. El campo de direcciones aparece dibujado en la
figura 2 de la pagina 12 del tema 5.

La solucidn de la ecuacién diferencial se obtendria ejecutando el comando:
dsolve("Dy=x"2-y*","x") eimponiendo luego que pase por el punto (0,3) . La solucién

esy=x2—2x+e " +2

Observacion: Ver practica 9 del 19 de abril donde se explicé el comando
dsolve.
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Prueba 3 — Bloque 2

1 (a) Indicar la solucion particular que se ha de ensayar para la ecuacién
diferencial y"-4y'+4y =R(x) suponiendo que
a. R(x)=xe*
b. R(x)=xsen2x
c. R(x)=x%e™+e™
(b) Determina si las siguientes funciones son linealmente independientes
f (x)=9cos(2x) g(x) = 2cos’ x - 2sen® x

Apartado b)

Como ¢ (X) =2C0s2X , son linealmente dependientes (puede calcularse también el

wronkiano).

2 0 t<0

Dada la funcién f(t)= 2t? 0<t<3
9 t>3

(a) Expresar f(t) en términos de la funcion escalon

(b) Calcular la transformada de Laplace de f (t)

Comentario a la soluciéon

Este es el ejercicio resuelto C1 del tema 5.

3 (a) Resolver la ecuacién diferencial xy'+2y=x*—-x+1, y(l) =% sabiendo

que admite un factor integrante de la forma ().
(b) Resolver la ecuacion diferencial ydx —(X + y)dy =0 haciendo el cambio

z=y/x.

Comentario a la solucion
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El factor integrante pedido en el apartado a) es ,u(x) =X y la solucién de la ecuacién

diferencial

¥ X X 1

Xy ——t—— =
y 4 3 2 12

El apartado b) es el ejercicio resuelto A4, apartado a, del tema 5.

4 Dada la ecuacién diferencial X*y"—(X+2)xy'+(x+2)y=0
(a) Encontrar la solucién general de la ecuacidon sabiendo que Yy =X es

solucidn.
(b) éPuede afirmarse que existe una Unica solucion pasando por el punto
(1,2) cuya derivada en el punto 1 vale 2? Justificar la respuesta

Comentario a la solucion

Este es el ejercicio resuelto B4 del tema 5.
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Examen Junio — Bloque 1

1 2 2-x
(a) Cambiar el orden de integracién de la integral I J. f (X, y) dydx
-6 x2
X
4

3/2
(b) Calcular la integral ”(1+ X% + y2) dxdy siendo D el circulo unidad.
D

Apartado a
2

X
Se trata de la regién comprendida entre la parabola y = I_l ylarecta y =2—-X

(2.0
2 2-x
Invirtiendo el orden de integracion de | = I j f (X, y)dydx, se tiene
-6 x2
A
4
0 2y+l 8 2-y
I =I j f(x, y)dxdy+J. I f (x,y)dxdy
-1-2,fyn 0 -2,/y+1
Apartado b
Si utilizamos coordenadas polares
27 1

_” l+x +y dxdy:jjr 1+r drd(p:
00
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5/2 |1
1 / 1+ rz
=2ﬂjr@+T2f2 r:n( ) _SEJE
5 5/2 5
r=0
2 (a) Hallar la longitud del arco de la siguiente curva X =3t, y =3t* , z=2t°

entre los puntos (0,0,0) y (3,3,2).

(b) Sea F(X, y,z):(23+2xy, X2,3XZZ), calcular IFdr siendo C el
C

perimetro de cualquier cuadrado con un vértice en el origen y de lado 1.

(c) Indica que se obtiene con el siguiente cédigo Matlab

X1=-2:.1:2;
[X,Y]=meshgrid(x1);
quiver(X,Y,-X,Y)
hold on
axis([-2,2,-2,2])
axis equal
x1=-2:0.01:2;
for c=-2:0.2:2
y=Cc./x1;
plot(x1,y)
plot(-x1,y)
end
contour(X,Y,Y."2-X."2,20)
hold off

Apartado a)

4
La longitud de la curvaes L = Hr'(t)‘ dt siendo r(t) = (X(t), y(t), Z(t)) conte [to, tl] .En

t

0

este caso

r(t)=(3t,3t,2°)  te[01] ya que r(0)=(0,0,0) r(1)=(3,32)

r(t)=(3 6t 6t2)  |r'(t)=+9+36t?+36t" =3VL+4t? +4t° =3(1+2t)’

L=jh”ﬂﬂdt=j(l+2ﬁ)dt=5

0 0
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Apartado b)

Llamando
P(xy,z)=2"+2xy Q(x,y,z)=x R(x,y,z)=3xz?

se verifica que

P_R_,y
oy OX
P_R_3p
oz oOX
Q_R_
or oy

Luego rot F =0 y el campo es conservativo, por lo tanto la integral es 0 al ser cerrada la

trayectoria.

Apartado c)

Ejercicio 4 de la practica 3.

3 (a) Calcular, utilizando y sin utilizar el teorema de Gauss, el flujo del campo

vectorial F(X, y,z):(xz, — yz, XZ) a través de la superficie cerrada

limitada por el cilindro x* + y? <R? con 0< 7 <3.

(b) Dada la porcién del paraboloide z =4—x? — y2 limitada por los planos
z=0, z=3 escribe el cédigo Matlab que permitiria obtener la temperatura

promedio siendo la funcién temperatura T (X, Y, Z) =x*+ y2.

Sin utilizar el Teorema de Gauss

La superficie cerrada S que limita el cilindro es la unién de tres superficies, la tapa superior S1,
la inferior S2 y la superficie cilindrica S3.
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Parametrizacion S1

S, =r(D,) D1={(x,y)eR2/x2+y2£R2}
L(xy)=(xy.3)

El vector normal exterior de la superficie S es

N, =(0,0,1)

[F-nds :HF(rl(x, y))-(0,0,1)dxdy = [[(3x,—y?,3x)-(0,0,1)dxdy =

= H3xdxdy = Tﬁ&z cos (od(der =0
D, 0\ 0

Parametrizacion S2
S,=r,(D,) Dzz{(x,y)eR2/x2+y2sR2}
r(%y)=(xy.0)
El vector normal exterior de la superficie S es

N, =(0,0,-1)
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J' F-ndS = HF(rZ (x,y))-(0,0,~1)dxdy = IJ'(O,—yZ,O)~(O,0,—1) dxdy =0

S,=r,(D;) D, ={(u,v)eR*/0<u<2z,0<v<3|

r,(u,v)=(Rcosu,Rsenu,v)
El vector normal exterior de la superficie S es
N, =T,xT, =(Rcosu, Rsenu,0)
El flujo de F a través de S3 es

_[F-ndS :ﬂF(g(u,v))-(Rcosu,Rsenu,v)dudv:
S, D,

:”(vaosu,—stenzu, vaosu)'(Rcosu, Rsenu,v)dudv =
Dy

27
(szcos2 u—R%sen® u)dudv - %ERZ
0

O ey w

Utilizando el teorema de Gauss

Se tendra

J'|: .ndS = ”j divF dxdydz
S v

siendo V el volumen limitado por la superficie S. Se tiene que
divF=z2-2y+Xx

Para calcular la integral triple se pasa a coordenadas cilindricas

I :jF-ndS :jﬂdidexdydz =”I(z—2y+x)dxdydz
S \% \%

siendo V = {(r,(p, Z)/OS r<R, 0<ep<2r, 0<z 33} . Se tendrd entonces

-

2z

/i

z—2rsen@+rcose)rdzdedr =

O ey, W
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2z

!

O —

R
(%r —6r’seng+3r°cos Kjd(/)dr = I97zrdr = %nRZ
0

Examen Junio — Bloque 2

a) Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales:
4 (a.1) y+3y—-e =0, y(1)=5
(a2) (e +y)dx+(2+x+ye’)dy=0
b) Encuentra una region del plano XY para la cual la ecuacidn diferencial
Xd—yz Y tenga una solucién Unica que pase por el punto (a,b) en dicha

region.
c) ¢Qué es una isdclina de una ecuacién diferencial de primer orden y el
campo de direcciones? Por un ejemplo.

Apartado a.l

La solucidn general de la ecuacion homogéneaes y'+3y =0 es

yu(x)=Ce™ CeR
Como solucién particular se considera Y, (X)=C(x)e™, se cumplir
(C'(x)-C(x))e*+3C(x)e™ =e > =C(x)=x+K
Por tanto la solucién general es g (X)=(X+k)e™, si se impone que pase por el punto (1,
5) s
y(1)=(1+k)e®=5 =  k=5e’-1

La solucion es y(X) = (x+5e3 —1) e

Apartado a.2

La ecuacion diferencial es exacta

M(x,y)=e"+y N(X,y)=2+x+ye’ IV 1=
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Existe entonces una funcién U (X, y) de forma que du = Mdx + Ndy . Para calcular la funcion

Z—i:ex+y —u(x,y)=e"+yx+h(y)

ou
—=2+Xx+ye’ @
oy

Derivando u respecto de la variable y, y teniendo en cuenta (1)

ou
—=2+x+ye’ =x+h'(y
> v

h'(y)=2+ye’ — h(y)=2y+ye’-e’+C
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es
u(x,y)=C
e+ yx+2y+ye’—e’=C
Si se quiere que pase por el punto (0,1), el valor de C es 2.

Apartado b

La EDO se puede escribir y'= J .

X

y 1

Teniendo en cuenta que f (X, y) = = es continua si x es distinto de 0, que fy (X, y) =—
X X

también es continua si x es distinto de cero se puede concluir que para cualquier intervalo

centrado en el punto X, existe una solucién Unica para el problema

y'zl
X
y(%)=Y,

si (Xo, yo) pertenece al semiplano x<0 o bien al semiplano x>0.

Apartado c
Ver practica 10
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(a) Resolver
5 (a.1) y"-4y'+4y =(x+1)e*

@2) y+y= sen(x)

(b) Calcular la ecuacion diferencial cuya solucion es X = C, COS (t) +C,sen (t)

Apartado a.l

Como
r’—4r+4=0 = r =2 raiz doble

se tiene que dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial homogénea
son

Y= e v Yo = xe?"

La solucién de la ecuacion diferencial homogénea: Y, =C.e”* +C,xe*. Utilizando el

método de variacién de constantes

y, =C;(x)e” +C,(x)xe* conla condicién C,"'(x)e* +C,"(x)xe” =0 sustituyendo en

la ecuacion diferencial completa

C,'(x)e™ +C,"(x)xe™ =0 C,'(x)+C,'(x)x=0
=
C,'(x)2e™ +C,"(x)(e™ +2xe™ ) = (x+1)e” | ~ C,'(x)2+C,"(x)(1+2x) =x+1
Resolviendo,
0 X ‘1 0
¢, /(x)- X+1 1+2X:_X(X+1):—x2—x C, (x)= 2 x+3 _x+1_ .
1 X 1 1 X 1
2 1+2x ‘2 1+2x
3 2 2
Luego: cl(x)z_%_x7 Cz(x)=x?+x
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3 2
X X
Yo (X) =Yy +Y, =Ce” +C,xe* +€e2X o e

Apartado a.2
La solucion de la ecuacion diferencial homogénea es y,, = C, sen x+C, cos X
Utilizando el método de variacion de constantes
y, =C;(x)sen x+C, (x)cosx, suponiendo que C'/(x)senx+C",(x)cosx =0

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene

" (x)cosx—C",(x)sen =t

C =
senx; = C'(x)=-1 C'(x)=-x
C',(x)senx+C",(x)cosx =0

1
1 _C| - =
1(x)eosx=C (x)senx senxt = CY(x)=-1 C,(x)=-x

" (x)senx+C",(x)cosx =0

C
C

Luego Y, =sen xlog(sen(x))—xcos x

yG = yp + yH
Apartado b
La ecuacion diferencial es x”’+x=0
6 (a) Desarrollar en serie de Fourier la extensién periddica de la funcion f(X)
.\‘
T
I } X
. N
siguiente
(b) Dada la funcién
-1 -1
0, 5 <X<—7%
— 1 1
g(x)=+1, —3<X<g
1 1
O, T <X< 0

(b.1) Obtener la forma compleja de la serie de Fourier de la onda
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extensién periddica de la funcién g(Xx).

(b.2) Escribir el cédigo Matlab para representar el espectro de complejo
de amplitud de la onda extensidn periddica de la funcién g(X) (es decir
la grafica resultante de representar la amplitud frente a la frecuencia
angular

Apartado a)
La onda tiene por gréfica

y
\\\ \\\ T \\\ \\\
@ \\ L ] \\ L] \\ [} \\

— N o o e e M

-4 3m 2m -=w

Calculando los coeficientes de |a serie de Fourier

1¢n 1 . 1 , 7
8 =;J._”f(x) dx=—U_0”0 dx+J.0 (7 —X) dx}:z{ﬂx_71 =%

T

a, :%Ii f () cos nx dx:%U_(;de+joﬁ(7z—x)cosnx dx}

T

1 sin nx
T—X

1,7 .
=—| (7-x) +—I sinnx dx | =
T o Nn-0
_ 1 cosnx|® —cosnz+l 1-(-1)"
nz no |, Nz n’z

1 ,x 1
b, :;J'O (n—x)sen(nx)dx:ﬁ

= (1-(-1)"
setendrd que f(X) =£+Z #cosnxjtlsen nx X # 2k keZ
1 n-z n

Apartado b)

La onda tiene por grafica
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En este caso el periodoes T =1=2p, luego p=1/2 y w="=27
p

Como fes0en (—%, —%)y (%4, %), para calcular los coeficientes complejos se debera calcular

17 i
¢, =— | f(x)e"™dx
n 2p__[p ( )
12 ) va i 27nx [V4 i%n _ _i%[
c, = J‘ f(X)eﬂZ”nXdXZ J‘ e—|27rnxdxze : :ie _e
B 4 —2znit| . nw 2i
C, = v dx 1
-l/4 2

Se tendra entonces que f (X) =C,+ ZCneinWX

T

—So—-40-30-20-0 ()

o 20 30 40 Sw
frequency

1 [nﬂ'j
—Ssen| —
nz 2




