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El gran libro de la natu-
mleza estd eserito en simbolos
matemiticos

Galileo Galilei

ma muy especial: cada vez gue
cag desde una cierta altura re-
bota un medio de esa altura. Si
se deja caer desde una altura de
32 em, jqué distancia ha reco-
rrido la pelota al toear el suelo
por cuarta ves, desde el momen-
to que se dejé caer?

-2-1-0esigual a:

canguros asi: uno azul, uno
verde, uno rojo, uno negro, une
amarillo, uno agul, uno verde,
N0 TOJo, UN0 TeEre, ¥ asi suee-
sivamente. JDe gqué color es el
décimo séptimo canguro de la
secuencia?

con 4 sillas cada una, 4 mesas
con 2 sillas cada una v 3 mesas
con G sillas cada una. jCudntas
sillas_hav en tntal?

4  Observa las dos balanzas en |5 Pedro tarda 15 segundosencor- | @ LCudntos mimeros de tres digi- | 7 EL200% del 50% de 1000 es: @ En el geoplano, la unidad
equilibrio: tar un trozo de madera en cua- tos distintos, mayores que 150, de medida de superficie es el
tro partes, En las mismas condi- puedes formar con los digitos 1, cuadrado sombreado. Caleula el
ciones, jowinto tarda Pedro en 3y a? direa de la regidn limitada por la
@'Ebﬂ'ﬂ @.I:AE’E. cortar un trozo igual de madera liga.
en tres partes?
JCudntos cubos equilibran un ANE - |
cilindro? . .
11 Diez kilogramos de café se em- 13 Pedro confesd a sus amigos: " Si 14 Gasté dos tercios de mi dinero 15 El enerpo macizo estd formado 16 Patrones en la naturaleza
pagquetan en bolsas de kilo v vo hubiera recogido el doble de en comida v tres quintos del de cubos iguales. ; Cudntos cu-
cuarto. Cada bolsa se vende en manzanas de las gue recogl, ten- resto en refresco. Siome guedan bos tiene el cuerpo?
BsF. 1,50. 5i se vendid todo el dria 24 manzanas més de las BsF. 12, jendntos tenia al prin-
calé, jeudnto se recandd? que tengo”; Cudntas manzanas cipio?
recogit Pedro?
19 Las aristas de un cubo miden 20 En un colegio hay 1,350 alum- 21 El pequeno Miguel tiene tres 22 Considera  todos los nimeros 23 Observa las balanzas:
8 cm. Si se quiere colocar una nos v dos quintos de ellos son vy medio afos. Su hermanita naturales de dos digitos tales
cinta de color a todas las aris- hembras, [ Codntos varones hay tiene un cuarto de ano de edad, que la suma de sus digitos .
tas, jeudntos metros de cinta se en ¢l colegio? i Cuintos meses le leva Miguel sea 11, 5i a cada uno de esos i J-{“;-L i Fg‘.}]
necesitan? a s hermanita? nimeros le sumas 4, jeudntos L ) i ]
de ellos son divisibles por 47
JCudnto pesa el envase vacio?
26 Pedro tiene una pelota de go- 27 Lasuma+14+24+344-3 28 Sofia dibuja una secuencia de 29 En la biblioteca hay 6 mesas 30 En la recta, AC = 10 m,

B = 16m v AD = 22 m.
Caleula BC.

A ) £ ]




Dos modelos para la regla de los signos en la multiplicacién de enteros

Como los mimeros enteros contienen a los naturales, ez de esperar que la multipli-
cacion de los enteros positivos (v el cero) siga las mismas reglas que la de los mimeros
naturales. En cuyo caso, como el producto de dos nimeros naturales es un niimero
natural, el producto de dos enteros positivos debe ser un entero positivo. Pero jeudl
es el producto de dos niimeros negativos? cudl es el producto de dos enteros si uno
de ellos es positivo ¥ el otro es negativo? Se abordan aqui todos los casos posibles,
para ello usaremos dos modelos concretos: uno, basado en el llenado y vaciado de un
tangue de agua en un tiempo determinado. El otro, basado en las temperaturas que
suben o bajan en tiempos determinados.

I. Para ¢l modelo del tangue asumiremos los siguientes convenios:

1. a) El agua que fluye dentro del tangue se representa con niimeros positivos
v el agua que fluye fuera del tanque con nimeros negativos,

2. b) El tiempo en futuro se representa mediante un niimero positivo y el tiempo
en pasado mediante enferos ne qafivos,

3. ) No fluye agua dentro v fuera del tanque simultineamente.

Nustramos la situacion en el siguiente cuadro:

El producto de dos nimeros enteros de igual signo es un entero peositive,

() -(H=(+) =)=
El producto de dos mimeros enteros de distinto signo es un entero negativo
#) - (H)=(+) =) -=)=(+)

II. Para el modelo de temperaturas convenimos en que:
1. Las temperaturas que suben son representadas por enteros positivos y las
temperaturas que bajon son representadas por enfcros negalivos,
2. El tiempo futuro es representado por niimeros positivos v el tiempo posado
mediante enteros negiatings,

Nustramos la situacidn en el siguiente cuadro:

Supongamos que el agua
fluye dentro del tangue a
razén de 4  liwos por
minuto [4}.‘I_fw minute

1. Dentro de 2 minutos (2) habrd
& litros mis en el tanque, es decir
2.4=8

el preducte es positive)

1 Un nimero pomtive por
uno positive da positivo:

(.=

2. Hace 5 minutes ( —5) habia 20
litros menos (—20) en el tanque,
es decir

(—3).4==-20

(el producte ¢s negative)

1. Un nimero negativoe por
uno positivo da negativo:

(=) (+)=0=)

Ahora supongamos que el
agua fluye fuera del tanque
a razén de 3 litros por
minute (—3)

3. Dentro de 7 minutos (7) habrd
21 litros menos (—21) en el

tanque, ¢s decir
T.=3)=(—11)
(el producte #5 negative)

3. Un mimero positivo por
uno negative da negative

=09

4, Hace 2 minutos (— 2), habia 6
litros mas (6) en el tanque, es
decir

(—2).(=3)=6

4.Un nimero negativo por
uno negativo da positivo:

===

Supongamod que la
temperatura sube 3 cada | 1) Dientro de 4 horas (4) 1)un mimer positive por wne
Bbora habed aumentade 12%, ¢ | Posvo daposinve:
dedr R
4-3=12 )
>3 ) IRETD T AR POT W
=3 PG dunegam:
= (+) | 2)Hace 5 horas (—5) habia
-3 15" memos, &5 decir =3 ==
(=5 3=m=15
Supeagamos quela
temperatuma baja 1% por 3) Drentro de & horas (5) ) e POV pOT DS
Bora: habei 12° menes, es deciy; | DR danegato:
& (—h=—I12

) ==

4)Hace T horas (—T) habia
14" mds, es decir
=m-=n=M

4L A RIS AT SED
TEnare Begatve ddumpeEive

= i==*)

Con este modelo obtenemos también la regla de los signos para la multiplicacidn de

enteros:

El producto de dos nimeros enteros de igual signo es un entero positivo.
@) -O=
Elproducto de dos mimeros enteros de distinto signo es un entero negativo

() -®=

#-(H=E
- O=0C)

(+)
=)

(el producte ¢ positive)

Asi, hemos obtenido la regla de los signos para la multiplicacion,
Si agrupamos las reglas 1 y 4, por un lado v las reglas 2 v 3 por otro, podemos abreviar
los resultados de la siguiente manera:

La existencia de cada modelo es una argumentacion que respalda la consistencia de
las reglas del producto de mimeros enteros.

Juliin Rojas Jiménez

Universidad Pedagdgica Experimental Libertador
Instituto Pedagdgico de Maracay
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1  Tina vio en un estante de la bi- |2 Una mdquina tiene la partien- |3 Leo toma la edad de su padre, |4 jQué nimero falta en la opera- |5 El resultado de 544 =32+ 1
blioteca que todos los libros se laridad de modificar el mimero la divide en dos ¥ le resta 9 anos cidn: 20004+ = 1001 + 10077 [
encontraban ennmerados 1, 3, gue recibe de entrada divi- obteniendo como resultado 25
5, Ty oany 49, (todos los mimeros diéndole  primero entre G v anos, jOué edad tiene el padre
impares del 1 al 49). ;Codntos Inego  multiplicindolo por 9. de Leo?
libros habia en el estante? Si el mimero de entrada es

306, jqué nimero sale de la
migquina?

8 El precio de la entrada de un 9 Se  escribieron  todos los 10 El nimero que falta en la ope- Una caja tiene 30 metras v pe- 12 Se colorean las casillas de un
adulte al zooldgico es 4 BsF niimeros del 1 al 20 en una racidn 2008 — 208 = 284+ es: sa G50 gramos. Con 10 metras tablero 9 x 9 de una manera
mientras que la entrada de un pizarra. Alicia subrayd todos mis, la caja pesa 800 gramos, muy especial. Se utilizan seis
nifio es 1,50 BsF mds bara- los miiltiplos de 2 y Beatriz ;Cudntos gramos pesa la caja colores en un orden fijo: ne-
ta. ;Cudnto pagard por las en- subrayd todos los nniltiplos de vacia? gro, blanco, rojo, verde, rosado,
tradas un padre con dos hijos? 3. jCudntos nimeros  fueron marrdn, negro, blanco, ... jDe

subrayados dos veces? qué color serd el dltimo espacio?

15 Una espiral logaritmica en la | ]G Geometrin fractal en un vegetal | 17 Las manzanas cuestan mis que | ] g Multiplicando el 40% de 2 por | 1 Pedro tiene 8 cubos, Juan tiene

naturaleza

las naranjas. Los melones cues-
tan mds que las naranjas pero
menos que las manzanas. Los
mangos cuestan mds que las
naranjas pero menos que los
melones. Las peras cuestan mds
que log melones pero menos gque
las manzanas. [Qué fruta es la
méds cara’

el 60% de 2, ;se obtiene cudnto
por ciento de 27

12 cubos, David tiene 16 cubos,
¥ Nicolds tiene 20 enbos. [ Cudl
de loz cuatro ninos puede usar
todos sus cubos para construir
un cubo grande?

22 Luis tiene c:ph-c:s de arista 5 cm
eada une. El guiere formar un
marco cuadrado alrededor de
un enadrado de tamafio 30cm x
Iem. jCudntos cubos necesi-
tard para lograrlo?

23

A Juana le gusta multiplicar
por tres, a Patricia le gusta
sumar 2 v a Nadia le gusta
restar 1. JEn qué orden de-
berian intervenir las tres para
convertir el 3 en 147

iCudl es la tercera parte de la
mitad de un enarto de 247

24

25 Gaby es méds alta que Aardn

pero mis baja que Tomds. Irene
4 mis alta que Kathy pero miis
baja que Gaby, [Quidn es la
persona mé#s alta del grupo?

Elena lee un libro que contiene
G0 piginas. Le toma 5 minitos
leer una pégina. Cada dia Ele-
na lee este libro por media hora.
+En cudntos dias terminard Ele-
na de leer este libro?

26




Una féormula sobre 17

El mimero « (pi, decimosexta letra del alfabeto griego) es segin muchos el nimero
mas extraordinario que existe, y la historia de este niimero abunda en anécdotas y
topicos llamativos e interesantes. Todos conocen el significado geométrico de m como
siendo el cociente constante L/2r = A/r? en toda circunferencia de radio r, longitud
L vy area encerrada A, pero no todos saben que, por ejemplo, en la antigua India
(hacia los 800-500 A. C.) se usaban dos constantes diferentes, 3,2 para L/2r y 3,088
para A/r?. Eran signos de sus tiempos mds que de ciencia defectuosa de los hinddes,
quienes entre otros importantes aportes fueron creadores de la valiosisima posicién
decimal del cero, clave de la simplificacién notable que se logrd para las operaciones
elementales de la aritmética que se efectuaban muy arduamente en el pasado (intente
el lector multiplicar 334 por 78 usando nlimeros romanos. ..).

La importancia de 7 en campos muy diferentes de la geometria es en la actualidad
patente para los matemdticos. A modo de simple presentacion y sin detalles técnicos,
exponemos aqui algo sobre 7 cuyo interés es a lo menos triple: es un importante des-
cubrimiento contemporaneo, es muy impactante por su cardcter imprevisto y tiene
muchas consecuencias tedricas en el mundo de la Matematica en nuestros dias. Po-
driamos agregar que es en si sumamente interesante, y también bello para quienes
aman estas cosas.

Considerado 7 como un niimero irracional, al igual que como para /2 por ejemplo, no
es posible como sabemos conocer aproximaciones de su infinito desarrollo decimal sin
calculos explicitos; no hay ley de formacién de las cifras que sucesivamente aparecen
v hay que calcular éstas por separado para conocerlas. Durante siglos se ha creido
que era imposible calcular una cualquiera de dichas cifras sin conocer todas las que le
preceden pero no es asi, tal creencia habia sido errénea.

La férmula

i 2 1 1 1\"
8n +1 " 8n +4 8n+5 8n+6 16

=0
data de 1995 y se debe al canadiense Simon Plouffe. Asombrosamente, con esta re-
ciente formula se puede calcular, en base 16, cualquier digito del desarrollo decimal
de 7 sin conocer los que le preceden. En un trabajo conjunto con Bailey v Borwein,
que ha sido calificado como totally mind-blowing, Plouffe inauguré el estudio de las
asf llamadas -en honor de €l y sus dos colaboradores- férmulas BBP, las cuales son de
la forma

a= Z b’"q(k

donde p(k) y g(k) son polinomios a coeficientes enteros en la variable entera k. Més
precisamente, estas formulas se llaman de tipo BBP, base b, y existen ya bastantes -y
habran més- que prometen maravillas en el calculo de irracionales. El mismo Plouffe
extendié su mencionado trabajo a cualquier base en 1997, incluida nuestra base deci-
mal, pero a diferencia del bajo costo en tiempo de computacién para la base 16, no
sucede lo mismo para nuestra base 10 en que el costo es alto y por ello poco practico.

En la férmula dada para w, se tiene b = 16, la variable k recorre todos los enteros
n > 0, y los polinomios p v ¢ corresponden respectivamente al numerador y denomi-
nador de la funcién racional en n que se obtiene al sumar los cuatro términos dados
entre paréntesis. Por aclarar ideas, veamos que el desarrollo de 19 cifras decimales
exactas m = 3, 141 592 653 589 793 2384 es una aproximacion igual a la suma

1 1 2 1 3 1 4 1 18 1 19
341 4 1 5l—=) +-oeeeenn 8(— 4
T EARIES RRICO BT Ch R e

porque se sobreentiende que tal aproximacién estd dada en base 10. Asi la cifra de
posiciéon decimal n-ésima en el desarrollo completo de 7 corresponderia al coeficiente
de 1/10". Esto nos aclara lo del factor b* en el denominador. Pero para descubrir
una féormula BBP, base 10, hay que hallar los polinomios adecuados y eso se adivina
sumamente dificil.

Luis Gémez Sanchez A.

Departamento de Matematicas.
Universidad de Oriente.
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niimero sigue?

bolivares le debe dar Maria a
Julia para gque esta altima ten-
ga Bs, 400 mds que Maria?

nimero?

resto en comida. 5i le quedan
Bs. 400, jendnto tenia al prin-
cipio?

1 Anase durmié a las 9:30 p.m. y 2 A Beatriz le gusta calcular la 3 Jase quiere comprar pelotas de |4 ;Cudntas piginas tiene un libro |5 La construccién pesa 189 g
despertd a las 6:45 a.m. Su her- suma de los digitos que ella ve bdsquet. Si él comprara ein- sl para numerar todas sus phgi- LCuinto pesa eada cubo?
mano Antonio durmid 1 hora 50 en su reloj digital (por ejem- co pelotas, le gquedarfan 10 nas se necesitan 35 digitos en
minutos mis que ella. JCudnto plo, si el reloj muestra 21:17, bolivares. Si guisiera comprar total?
tiempo durmic Antonio? entonces Beatriz obtiene 11). siete pelotas, quedaria debien-

JCudl es la mayor suma que ella do 22 bolivares. [ Cudnto cuesta
puede obtener? una pelota de bisguet?

8 JCudAntos nimeros enteros hay 9 Benito  tiene 20 pelotas  de 10 Transcurren 2003 minutos des- | ] ] Hay 17 drboles desde la casa de | ] 2 Tienes seis barras de  longi-
en el intervalo de 2,00 a 15,37 diferentes  colores:  amarillas, pués de las 20:03 del dia Juan a su colegio. Juan mar- tudes 1 cm, 2 cm, 3 cm,

verdes, azules v negras. 17 de 20/03,/2008 ;. Qué fecha es? ca algunos drboles con una cin- 2000 em, 202 em y 2000 cm.
laz pelotas no son verdes, 5 ta raja de la signiente manera: JCndntos tridngulos diferentes
son negras, 12 no son amarillas, en su ida al colegio marca el puedes construir con esas ba-
(Cudntas pelotas azules tiene primero v luego cada dos v en rras?
Benito? su regreso del colegio, marca

el primero vy luego cada tres.

JCudntos drboles quedan sin

marcar?

15 Hay 3 loros en una jaula. El cos- | ] @ Sdlo tienes monedas de Bs. 50 |17 Si caminas 2 kildmetros ha- |18 Cangure Matemidtico 19 Cuando escribes los niimeros
to promedio es de G0 bolivares. y monedas de Bs, 20 para pa- cia el norte, 3 kildmetros ha- desde el 10 hasta el 40, jcudntas
Un dia se escapa un loro y en- gar una deuda de Bs. 1200 cin el este, 4 kildmetros hacia el veees utilizas el digito 37
tonces el costo promedio de los ;Do cudntas maneras diferentes sur, 5 kildmetros hacia el oeste
4 loros que gquedaron ez de 50 puedes hacerlo? ¥ 2 kildmetros hacia el norte,
bolivares. ;Cudntos  bolivares ia cudntos kildmetros estas del
era el precio del loro que se es- punto de partida?
capd?

22 Observa 1o secuencia  de 23 Maria v Julia tienen igual 24 Un tercio de la mitad de 25 Maria gasta dos tercios de sa 26 JCudntos miimeros de tres digi-
nimeros: 28,21, 14,7, ... jCuadl cantidad de dinero, JCudntos un nimero es 4. (Codl es el dinero en ropa v dos tercios del tos tenen 3 como suma de sus

digitos?

29

Siguiendo la sucesidn de
Fibonaced en los pétalos de los
flores

»

\

30

Fuphorbia de dos pétalos

31

Trillium de tres pétalos
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Mensaje binario enviado al espacio
desde el radiotelescopio de Arecibo

(Puerto Rico) en 1974

Matematicas y vida exterior

La Matemadtica cominmente ha sido considerada como una ciencia exacta y mds alld de la mencionada exactitud del Célculo, la
Matemaética ha sido una ciencia de confiar en sus métodos y procedimientos desde el simple hecho de determinar el sabor de una
taza de té cuando se anade primero la leche y después el té o viceversa, como amenamente lo expusiera en el Calendario Matematico
2008 nuestra colega Alejandra Cabana, hasta la pretension de mostrar a posibles habitantes del mundo exterior la existencia de
vida inteligente en el planeta Tierra; v no estamos aludiendo a la matematica sofisticada que se usa en la Astrofisica actual, sino a
las elementales como el Teorema de Pitdgoras. La credibilidad en la exactitud matematica trasciende cualquier ambito social y sus
conclusiones permanecen incélumes tanto en el espacio como en el tiempo.

Cuenta Vitruvio en Los Diez Libros de la Arquitectura que el filésofo socratico Aristipo, habiendo naufragado, se consold a si mismo
al observar en la arena de la playa donde desembarco una variedad de figuras geométricas, hecho del que dedujo la presencia de una
civilizacion en aquel lugar. Mas no sélo se ha usado la matematica para deducir la presencia de una cultura en una determinada isla
griega, sino para investigar la presencia de vida inteligente en el mundo exterior.

Al parecer somos los tinicos habitantes del sistema solar, pero durante siglos hubo fuertes sospechas de vida inteligente en otros
planetas especialmente en Marte; sospechas que llegaron a costar la vida de algunos como sucedié con el filésofo Giordano Bruno,
quien murié en el afio 1600, quemado vivo por la Inquisicién, por predicar estas creencias.

Las sospechas de vida inteligente en el planeta Marte se fortalecieron en el siglo XIX y ante ellas se idearon experimentos con miras a
establecer puentes de comunicacion entra marcianos y terricolas, los cuales incluian ideas matemaéticas elementales, conocidas desde
los tiempos de los antiguos griegos, partiendo de la premisa de que cualquier conocimiento matematico adquirido por una determinada
civilizacion, deberia también ser adquirido por cualquier otra con un grado de desarrollo similar, los terricolas, en la persona de Francis
Galton (1822- 1911) propusieron un cédigo de comunicacion consistente de puntos, lineas rectas y lineas oblicuas que representarian
los niimeros, para luego transmitir cdlculos astrondémicos relacionados con el sistema solar. Se esperaba que una vez que los marcianos
hubiesen entendido nuestros mensajes y asimilado la nocién de radio, nos responderian con un valor aproximado del ntimero II.

Por otra parte, de acuerdo con Wolfgan Blum ([1]), el afin en el siglo XIX de comunicarse con los marcianos condujo a proponer
en la Tierra el cultivo de extensos territorios que ilustrasen el contenido geométrico del Teorema de Pitdgoras, pues de existir vida
inteligente en Marte, tendrian que conocer este teorema y deducirian a su vez la existencia de vida inteligente en la Tierra.

Lo que no nos dice Blum es de quién es la autoria de esa idea tan interesante.

La siguiente bibliograffa fue muy 1til en la preparacion de este breve ensayo.
[1] W. Blum, Matematicas, Cémo y Porqué, Altea, México , 2004.

[2] G. Bruno, Sobre el Infinito Universo y los Mundos, Orbis, Barcelona, 1984.

[3] A. Cabana, Una Buena Taza de Té, Calendario Matematico, ACM, 2008.

[4] L. Garcia del Cid, La Sonrisa de Pitdgoras, Ramdom Mondadori, S.A., Barcelona, 2006.
[5] Vitruvio, The Ten books on Architecture, Dover Publications, New York, 1960

Diomedes Béarcenas

Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias
ULA Universidad de los Andes, Mérida, Venezuela
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Miércoles

1

Jueves
Columbinag de cinco pétalos

2

Viernes

Rareza Malva de ocho pélalos

Una méqguina tiene la  par-
ticularidad de modificar el
nimere  que recibe de en-
trada duplicindolo primero ¥
Iuego sumdndole 3 al resulta-
do. Sioel mimero de salida es
115, jqué mimero entrd a la
maguina?

El 10% del 10% de un nimero
es 2, jCudl es el mimero?

JCuAntos niimeros de tres cifras
tienen 6 como producto de sus
digitos?

Ivin multiplica un mimero por
5. A la respuesta se le suma el
cociente de la division de 903
entre 7. El resultado es 924,
LCon quid niimero comenzo Ivin
la operacidn?

Un edificio tiene 16 pisos, ca-
da piso tiene 6 apartamentos y
cada apartamento tiene 9 ven-
tanas. jCudntas ventanas hay
en todo el edificio?

12

A dos amigos les gusta jugar te-
nis v determinan que para que
uno gane, debe ganar 4 veces
en total, El partido no puede
terminar en empate, Jeudl es el
miaximo nimero de juegos que
pueden legar a jugar hasta que
uno gane?

13

A Pedro se le pidié que re-
dondeara a las centenas el
mimero T304, Por ervor, & re-
donded a los miles. | Por cudanto
fue su resultado diferente del re-
sultado correcto?

14

Una mesa circular tiene 60 si-
llas. n personas estdn sentadas
en la mesa de tal forma que
cualguier nueva persona en sen-
tarse s¢ sienta necesariamente
al lado de alguien, [Cudl es el
valor mds pequenio de n?

15

Cuoando en Zurich son las 18:00
horas en Los ﬁlngeles son las
09:00. Un avidn sale de Zurich
a las 13056, 5i la duracidn del
vuelo es de 12 horas v 30 minu-
toe, ja qué hora local Hegara el
avién a Los Angeles?

16

2 litros de sopa se cocinan
utilizando 15 gramos de sal,
Cudnta sal habri en cada pla-
to =i se sirven 400 oo de sopa en
cada uno?

19

Margarita de trece pétalos

20

Justo ahora un Canguro joven
tiene exactamente 4 afios, 29
dins ¥ 3 horas de nacido. jCudl
&5 su edad en horas?

21

Samuel tiene gque estar en el
colegio a las T:00am. Le toma
45 minutos estar listo para salir
de su casa v 35 minutos llegar
al colegio. ;A qué hora debe
despertarse para legar justo a
tiempo?

22

Liliana construyd una lista con
todos los niimercs enteros del 1
al 20. ; Cudintas veces escribid el

digito 17

23

Descle 2009, jeudl es el primer
A0 que 88 un nimero primo?

26

Juntos, Tamara v Daniel tienen
20 lapices. Cuando Daniel le
dio a Tamara 4 de los suyos
y Tamara le dio 2 de los de
ella a Daniel, ambos guedaron
con el mismo nimero de ldpices,
iCudntos ldpices tenfa Tamara
antes de comenzar el intercam-
bio?

27

A Laura le toma 14 minu-
tos leer una pdgina de un li-
bro. Ayer, a las 3:40 pm, ella
comenzd a leer un cuento de 10
piginas, [Cuando terming de
leer el cuento si en la mitad de
s lectura se tomd 15 minutos
de descanso para merendar?

28

Una cesta tiene la misma canti-
dad de pelotas blancas que ro-
jas. Luis saca una pelota blan-
ca v dos rojas. Ahora la can-
tidad de pelotas blancas en la
cesta es el doble de las rojas.
iCudntas pelotas habia en la
cesta al comienzo?

29

Mi madre nacid un domingo y
mi padre 25 dias antes, jEn
quét dia de la semana nacid mi

padre?

30

Maria dibujdé figuras geométri-
cas: trisingulos v enadrildteros,
gin wirtices en comin. Ella
contd 11 vertices al conside-
rar todas las figuras. [ Cudntos
tridngulos dibujé?




El radio de la Tierra

La tierra es redonda, aungue no es una esfera pefecta pues esti ligeramente achatada
en los polos v su superficie no es lisa, tiene montanas ¥ hendiduras profundas, pero si
ignoramos esas irregularidades superficiales, se aproxima mds a un elipsoide de revo-
lucidn: el cuerpo que genera una elipse (casi una circunferencia en este caso) al givar
en torno a su eje menor, El nombre mas generalizado que se aplica a la forma de la
tierra es el de geoide.

No podemos pues referirnos estrictamente al mdio de la tierra. La distancia de un
punto de la superficie al centro del geoide varia, segin la localidad de ese punto. Con
el auxilio de sofisticados instrumentos, hoy dia ese radio inconstante se puede medir
con enorme precision en cualquier lugar de la superficie terrestre. Podemos hablar,
de todos modos, de un radio promedio, que en verdad no difiere demasiado del madio
medido desde cualquier punto.

Los antiguos griegos concebian la tier-
ra como esférica. Se eree que el primero
en adelantar esta tesis fue el fildsofo
pre-socritico Demderito (460-370 AC), el
mismo que afirmdé que la materia esta-
ba compuesta por dtomos. Estas y otras
ideas, rescatadas v aceptadas por la cien-
cla moderna, fueron desechadas, mds que
todo ignoradas, durante la Edad Media,
cuando prevalecid una interpretacion lite-
ral de las Sagradas Escrituras. Ain entra-
do el siglo XV, era un tanto exeéntrico,
acaso herético, sostener que la tierra era
redonda, como lo crefan Cristobal Colén
v otros hombres ilustrados de su tiempo.

Con la conviccidn de una tierra esférica,
el primero en medir su radio fue Eratéstenes (276-194 AC), matemitico, fildsofo, v
amigo de Argquimedes. Era un griego nacido en Cirene (hoy Libia), parte del imperio
de cultura griega que dejé Alejandro Magno v del cual formaba parte Egipto, con su
capital Alejandria.

El experimento de Eratdstenes es de una extraordinaria sencillez y una genial apli-
cacion de la geometria mas elemental.

Eratdstenes habia observado que en la ciudad de Siene (hoy Aswan en Egipto) existia
un pozo profundo en euyo fondo de agua el sol se reflejaba precisamente a las 12 del
mediodia en el solsticio de verano (cierto dia entre el 20 v el 23 de junio de cada afio).
Esto significa que el ravo de luz solar que entra en el pozo estd en linea recta con el
centro de la tierra: la recta SO, donde S es la boea (un punto) del pozo y O el centro
de la tierra.

o

En Alejandria, a 787 Km (en la época se media en ‘estadios’) al norte exacto {casi)
de Siene, habia una torre perfectamente vertical C'A, de modo que la recta C'A pasa
por ¢l centro O, El rayo solar OB que pasa por ¢l tope O de la torre es paralelo al
S0, por la inmensa distancia del sol, v la torre arroja una sombra AB.

La clave del experimento de Eratdstenes era medir, a la hora precisa de las 12 del dia
del solsticio de verano, la longitud de la sombra AB. La altura AC de la torre era
conocida. Es importante que el punto A se encuentre exactamente al norte de S, con
objeto de que ¢l tridngulo ABC esté en el mismo plano determinado por los radios
()5 v (A, cosa que Eratdstenes tenia presente.

Ahora bien, como la recta OC corta las paralelas S v BC, un teorema geométrico
harto conocido afirma que el dangulo SOA es igual al dngulo OC' B; designémoslo por
Al

El tridngulo ABC puede considerarse rectdngulo en A, gracias a su infimo tamano
relativo, de modo que tand = AB/CA v el dngulo es calculable mediante A =
arctan AB/C A,

Si A estd expresado en radianes, sabemos (como sabia Eratdstenes) que la longitud
del arco SA(= 787 Km) es RA, donde R = (05 = (A es el radio de la tierra.
Eratdstenes obtuvo la medida de A = 7,2° = 0, 1257 radianes. Luego, R = (787 +
0,1257) Km = 6.261 Km.

Es preciso rendir tributo al genio de Eratdstenes por su cdleulo de asombrosa apro-
ximacion a las estimaciones modernas que arrojan un radio promedio de unos 6.300
Km.

El joven lector puede bien repetir la medicidn de Eratdstenes clavando verticalmente,
con ayuda de una plomada, una viga recta de hierro en un punto S de su geografia. A
una distancia en direccidén precisa norte o sur, no menor de unos 800 Km, clava otra
viga vertical en un punto A v de altura AC. Cuando la viga en 5 no da sombra, avisa
al instante a su compaiiero en A (je-mail? jteléfono?) para que mida la sombra AB.
Ya sabe qué hacer para calcular R.

Ignacio L. Iribarren

Academia de Ciencias Fisicas, Matemdticas y Naturales
v Universidad Simén Bolivar.
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Lunes

En una clase todos log varones
le dan la mano a las ninas para
saludarlas. Se dieron 77 salu-
dos, jCudntos varones hay en la
claseT

Martes

En cada wno de los tres
meses de verano (julio, agos-
to, septiembre), Marfa esco-
git el primer lunes de cada mes
para recordar alguncs temas
matematicos. Luego sumd las
tres fechas de esos tres lunes.
200l es la menor suma que pu-
do haber obtenido?

MAYO 2010

Miércoles

Un canguro nota que cada di-
ciembre aumenta 5 kilos mien-
tras que en agosto pierde 4.
En el resto del ano mantiene
un peso estable.El 20 de marzo
e 20090 pesaba 100Kg, ; Cudnto
pesaba el primero de octubre de
20017

Jueves

Mi mama me da cinco besos ca-
da dia. 8 anos son 2922 dias
¥ 2 ancs mas son T30 dias.
JCusntos besos me ha dado en
10 anos?

Viernes

Un centro de atencion regis-
trd 24 lamadas cada ano des-
de 19497, jCudntas llamadas se
han registrado si se incluyen to-
das las del ano 20007

10

Los dos signos representan digi-
tos distintos,

LR R B B
P+P+0+TV =i

“ =7

11

El reloj digital de Luis esta de-
fectuosn: algunas veces mues-
tra el digito 0 en ver del 8 v
viceversa, Cuando Luis mira su
reloj, observa que son las 20008,
JEn cndntos momentos puede
ver Luis esta combinacion de
niimeros debido al defecto del
reloj?

12

Carlos eseribe eada uno de los
nimeros 3, &, 13, 15, 23, 28,
33, 48, 53 v 68 en una tarje-
ta distinta. jCudl s el menor
nimero de tarjetas que debe se-
leccionar para que sus nimeros
sumen 1007

13

Un trozo de papel es cortado en
tres pedazos. Uno de los peda-
w0 es cortado en tres pedagos
mis pequenos. Sise efectia este
procedimiento ¥ veces, jeudntas
piegas de papel se tendrdn?

14

Ivin, Juan y Victor son tres
profesores  de  matemiticas,
Ivin v Vietor swuman 117 en sus
edades. Vietor v Juan suman
96 e Ivan v Juan suman 105.
LQué edad tiene Victor?

17

+Cudl es el resultado de

e 104 154 ...+ 95 <+ 1007

18

;Por cudntas veces es mavor ¢l
nimero de dedos gue ¢ mimero
de manos de una persona?

19

En una caja de dulees hay
chocolates, caramelos v chicles
sumando 20 en total. Hay 4 ve-
ces s chocolates gue carame-
los pero hay menos chicles que
chocolates. [ Cuintos caramelos
hay en la caja?

20

Un cubo de madera de 11 cm de
lado se obtiene pegando 117 en-
hitos de 1 cm de lado, ;Cudl es
el maximo miimero de estos cu-
hitos que pueden ser vistos si-
multineamente?

21

Si la suma de los nimeros pares
desde o 2 hasta el 200 es
10100, entonces la suma de los
niimeros impares desde el 1 has-
ta el 199 ps:

24

JCuAntos nimeros de dos digi-
tos hay en los cuales el digito de
las decenas es mayor que el de
las unidades?

25

Cuando cuentan del 1 al 100,
dos amigos aplauden cada vesz
que cuentan un miltiplo de 3
o un nimers con el digito 3
en las unidades. ; Cudntas veces
aplaudieron?

26

Carla e2 § veces mayvor que su
hermana. En =seis anos, Carla le
doblard la edad a la hermana.
A0ué edad tendrd Carla en 10
anos?

27

John e quedd dormido a las
20030 aver en la noche, Esta
manana se despertd a las 06:15.
JCudnto tiempo durmid John?

28

JCudl es el valor de * on la
siguiente multiplicacion?

536
x ¥

3*%*52

31

J0é operacion o nimero debe
reemplazar  #  para que la
ecuacion 14 1l —2 = 100 ten-
za sentido?




Sobre el Teorema Fundamental del Algebra

Es posible dar una explicacidn casi completamente algebraica de la evolucidn del con-
cepto de niimero, partiendo de los mimeros naturales hasta llegar al conjunto de los
nimeros complejos; y entender, gracias al Teorema Fundamental del Algebra, por
qué esta evolucidn, en algin sentido se detiene en los complejos.

Los  numeros naturales R =
{1,2,3,...} se originaron de la necesi-
dad de contar. Y la necesidad de ha-
cer mediciones estd ligada al origen de
los racionales positives. No obstante,
las extensiones de M a los enteros
7 = {...-3-2-1,0123. .}y
de éstos a los racionales Q = {a/b :
a, b€ E,b # 0} pueden explicarse con-
siderando la solucidn a una ecnacidn
lineal de la forma ax +b=¢. Sia=1
v b, ¢ son naturales con b > ¢, la solu-
cidn es un entero negativo o cero. Y si
a no es cero ni uno, b = 0 y ¢ es un
entero no milltiplo de a, la solucion es
un racional no entero. Incluso si a, by
¢ son racionales con a # (), la solucion de la ecuacidn ax + b = ¢ es de nuevo racional.

La extensiin de los racionales a los reales estd ligada a ecuaciones no lineales como
% — 2 = 0, cuva raiz positiva, descubierta por los pitagdricos, es precisamente la
longitud de la hipotenusa de un cuadrado de lado 1. En general la ecuacidn =" = a,
con n = 2 natural ¥ @ > 0 un racional que no es la n-ésima potencia de algin otro
racional, tiene la solucién irracional {/a. Sin embargo, no todo mimero irracional es
algebraico, es decir, no todo nimero real es solucidn de alguna ecnacion polindmica
de la forma a,r" + a,_ 2" + .. ayx + ap = 0 con a, # 0y ag,ay,...,a, racionales,
Como ejemplo, en 1882 F. Lindemann probd que 7, el cociente de dividir la longitud
de una circunferencia por su didmetro, no es algebraico. Por otro lado, tampoco es
cierto que todo niimero algebraico sea real, por ejemplo las soluciones de la ecuacidn
2% + 1 = 0 som los mimeros complejos no reales £i. Resumamos lo dicho, el conjunto
de mimeros reales R, ademds de partirse en racionales (decimales infinitos periddicos)
¢ irracionales (decimales infinitos no periddicos) puede ser particionado en algebraicos
v trascendentes, esto es, no algebraicos. Y es un hecho muy curioso que hay muchos
mis nimeros reales trascendentes que algebraicos!

Wnumems naturales

z nuimeros enteros

a nuimeros racionales

2 nimeros reales

c nlimeros complejos

Finalmente, qué otro tipo de mimeros podemos obtener como soluciones de una
ecuacion polindmica de la forma

(1)

" +ay 2" '+ ...y +ag=0cona, #0v ag,....a, € R

La respuesta a esta pregunta la da el Teorema Fundamental del !ilgchm? cuya version
inicial es la signiente: Todo polinomio real tiene raices reales o complejas, es decir,
la ecuacidn (1) fiene n soluciones y son fodas ellas nidmeros complejos. Mas aiin,
si consideramos la ecuacién anterior con coeficientes complejos solo obtendremos n
soluciones complejas. Es en este sentido que decimos que la cadena de inclusiones
M cC Z C @ CRCCsedetiene en los complejos C = {: = a+ib:a,b e R, i? = —1}.
Es pues un hecho bastante sorprendente que sélo se requicra agregar a B una raiz de
22+ 1 = () para obtener el conjunto completo de soluciones a cualgquier ecuacion de la
forma a,2" + a,_ 12" +...myx +ag =0, con a, # 0y ag,...,a, incluso complejos.

Amilcar J. Pérez A.

Departamento de Matemsdticas.
Universidad Simdén Bolivar, Caracas, Venezuela.
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
1  Unos amigos se dan la mano al | 9 Cada letra representa un digi- | 3 jCudl es el menor mimero dele- |4 Un mimero tiene ambos digitos
saludarse cuando llegan a una to v un digito es s6lo una letra, tras que deben ser removidas de idénticos v es miltiplo de 3 ¥
rennidn. Si hubo 15 apretones LCuil es el valor de K7 la palabra KANGOUROU de de 9. ;Cudl es el mimero mds
de mano, jouintos amigos estu- tal forma que las letras que que- pequeno que cumple con esto?
vieron en la reunidn? OK den se encuentren en orden al-
fabético?
+KO
wow

7 iCuinto es el producto de la |g  Diez lombrices se arreglan en | La suma de los digitos de la | ] () 2Qué mimero debemos sustituir | ] Un estudiante escribe en su

décima parte de 100 por 107 una columna para subir una representacion  decimal de un en lugar de & para que se satis- cuaderno  de  ejercicioz los
tras la otra. La longitud de ca- nifimero de tres digitos es igual faga la siguiente ignaldad? niimeros 10,11, 12,13, ..., 100
da lombriz es & cm. Dejan 2 a tres, (Codntos mimeros de Ox12x15=06x x5 (del 10 al 100). ;Cudntas veces
em entre cada una de ellas para tres digitos cumplen con esta se escribio el digito 37
no chocar, jCudl es la longitud propiedad?
cubierta por las lombrices des-
de las puntas extremas de la
primera vy la dltima?

1 4 Seis puntos distintos estdn si- | 5 El punto B es colocado en el | 1 g Susana juega con una caja de | 77 Pablo es tres veces mayor que |1 g Si dividimos la edad de Héctor
tuados en una recta v un sépti- segmento AC, Se encuentra a figuras de madera. Ella des- Adriana. En cuatro anos Pablo por 5 se obtiene 3 de resto.
mo punto fuera de ella. jCuil Gdmm de distaneia del punto A eubrid gque 6 cubos pequefios tendrd el doble de la edad de Su edad es el doble de la mia.
4 el nimero de tridngulos que v a 38mm del punto ', ;Cudl pesan lo mismo que T cilindros, Adriana. ; Qué edad tiene Pablo PCudl es el resto de dividir mi
se pueden formar s los puntos es la distancia entre los puntos que 7 cilindros pesan igual que en estos momentos? eidad por 57
dados son vértices? medios de AB v BC? 3 cubos grandes v que 2 cubos

grandes equivalen al peso de un
chocolate de 200gr. ;Cudl es el
peso de un eubo pequeno?
21 En un acuario hay 200 peces. | 99 Un coleccionista gasta 100 BsF | 99 ;Cudl es el menor resultado | 94 Mds de la sucesidn de Fibonacei | 95 Una secuencia se forma de los

Un uno por ciento de los peces
son azules v el resto amari-
llos. jCudntos peces amarillos
deben ser sacados del acuario
para hacer que ¢l porcentaje de
peces azules aumente a 297

en comprar sellos de 1, 4 v 12
BsF. jCudntos sellos serdn de
12 BsF si en total ha comprado
40 sellos?

que se puede obtener al inser-
tar paréntesis en la expresion
4% 12— 18+6G+ 37

nimeros  234252342523425. ..
hasta 2009 digitos. ;Cudles son
los tiltimos 3 digitos?

28'Cué.l es el wvalor  de

i2x13-5x12,
2 '

29 El resultado de 995 x 995 — 9404 =
996 es igual a:

Carla codifica nmimeros: en el lu-
gar de cada digito, ella escribe
el tiltimo digito de su coadra-
do (por ejemplo, ella reemplaza
T por 9y 2 por 4). JCodntos
nimeros se convertirin en 456
después de codificarlos?

30




Un problema no tan complejo

Considérese la siguiente pregunta, en apariencia muy compleja pero, como se vera mas
adelante, de desarrollo elemental.

Calcule el digito de las unidades de 1' + 2222 4+ 33333 4 ... 4 999999999999999999

Lo primero que se observara es que la pregunta habla sobre el digito de las unidades, o
dltimo digito como se le llama en algunos casos. El digito de las unidades tiene algunas
propiedades interesantes, que se enunciardn a partir de la observacion de ejemplos.
Para esto, se calculard por el método tradicional la suma y la multiplicacion de los
nimeros 237 y 359.

2 3 7
x 35 9
23T + 2 1 3 3
+ 35 9
G 1 1 8 5
0 701 1
S 5 0 8 3

En la suma (a la izquierda en la grifica) ndtese que el resultado final de la operacién
tiene como digito de las unidades 6, el mismo digito de las unidades de 7 + 9 = 16.
En la misma forma en la multiplicacién (a la derecha en la grifica) puede verse que
el producto tiene como digito de las unidades 3, el mismo digito de las unidades de
7 x 9 = 63. Una forma de explicar esto es que las operaciones se realizan de derecha a
izquierda v que en cada caso los resultados de la columna derecha solamente dependen
de los niimeros que aparecen directamente en esa columna, ya que alli no se lleva nada
de operaciones anteriores.

A partir de esas observaciones, se enunciara el primer resultado importante para sim-
plificar el problema:

En operaciones de suma y/o multiplicacion de nimeros enteros positivos,
el digito de las unidades serd la operacion aplicada a los digitos de las
unidades de los niimeros a los que se aplica la operacidn.

Asi por ejemplo, el digito de las unidades de 37 x 53 x 74 serd el mismo digito de las
unidades de 7 x 3 x 4 = 84, es decir, el digito de las unidades de 37 x 53 x 74 es 4.
Con este primer enunciado, el problema original se reduce a

Calcule el digito de las unidades de 1! 4 222 4 3333 4. ... | 9999999999

Aunque la extensién de la mayoria de los niimeros se redujo, siguen apareciendo térmi-
nos inmanejables como por ejemplo 9999999999 "en el que algunas técnicas de célculo
permiten saber que tiene 954242509 digitos. Corresponde entonces el turno a sim-
plificar en alguna forma los términos de la expresién, fijando especial atencién a sus
exponentes.

Tomando como referencia el ejemplo de 3%, nimero suficientemente grande como

para calcular a mano o incluso en un computador, se vera cémo simplificar todos los
sumandos del enunciado del problema. Las potencias de 3, iniciando en 3!, son 3! = 3,
32 =9, 3% =27, 3" = 81, 3° = 243, 3% = 729, 37 = 2187 y asi sucesivamente. Si se
concentra la atencién en el digito de las unidades y se hace una lista de los digitos de
las unidades obtenidos, se obtendra 3,9, 7, 1, 3, 9, 7, . . ., donde se observa el inicio de
un ciclo de cuatro términos (3, 9, 7, 1) que se repetird tantas veces como se calculen
las potencias de 3. De aqui surge la necesidad de formar una tabla con los digitos de
las unidades de las potencias de los niimeros de 1 a 9, como se ve a continuacion:

Exponente Digito de las unidades

1123|456 [7[8]9
1 112|3(4(5[6[7[8]9
2 114/9/6|5[6[9]4]1
3 118|714 (5[6(3]2]9
4 116/1|/6|5[6[1]6]1
5 112|3(4(5[6[7[8]9
6 114/9/6|5[6[9]4]1
7 118|714 (5[6(3]2]9

Observando esta tabla es posible enunciar un segundo resultado que hard maés sencillo
el problema:

Al observar las potencias enteras positivas de un niimero entero positivo
el digito de las unidades se repite en forma ciclica, y aunqgue la longitud
de ese ciclo depende inicamente del digito de las unidades de la base, es
posible afirmar que esa longitud del ciclo es siempre un divisor de J.

Asi, el ciclo cuando el digito de las unidades de la base es 1, 5 ¢ 6 es de longitud 1, es
decir, el digito de las unidades se mantiene constante, para digito de las unidades de
la base 4 6 9 el ciclo es de longitud 2 y para digito de las unidades de la base 2, 3, 7
u 8 el ciclo es de longitud 4. De esta forma, lo que realmente importa en el problema
original, al momento de decidir los digitos de las unidades que se van a sumar, es la
posicién de la potencia en el ciclo que le corresponde. Siguiendo el ejemplo de 3333
como el ciclo correspondiente a 3 es de longitud 4, basta encontrar el residuo que
determina 333 al dividirse entre 4 y en correspondencia a ese residuo ubicar en la
tabla el digito de las unidades adecuado. Asi, el problema se transforma en calcular
el digito de las unidades de 1 +4+3+6+5+6+ 7+ 6+ 9, por lo que la respuesta
final es 7.

Oscar Bernal

Universidad de los Andes, Bogota, Colombia
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Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes

1 iCuéntas veces en el dia y la |2 El nimero de hermanos de
noche ambas agujas de un reloj William es ¢l mismo que el
forman una linea recta? nimero de sus hermanas, Pero
g1 hermana Ana tiene el doble
de hermanos como  hermanas
tiene. jCudntos hermanos y

hermanas son en total?

5 Geometria en las flores G Los puntos A B.C.D se en- 7 En el planeta Ninguno, en el JCudntos enteros de dos v tres 9 JCudl es el drea del euadrado
cuentran marcados en una rec- ano hay 3 meses ¥ en cada digitos son mayores que la suma cuyo lado es 5 om mayor que el
ta. Se sabe que AR = 13, BC = mes hay 10 dias, Jessica tiene de sus digitos? lado del cuadrado cuya drea es
11,CD =14y DA = 12, jCnal 360 dias de edad en la Tie- 121 em??
e4 la distancia entre los puntos rra. jCudntos anos tendrd en
mids distantes? NingunaoT

2 Un libro tiene 286 péginas; ca- |13 Se escriben  los  niimeros [ 4 Siete estudiantes quieren abor- |1 5 ;Cudl es el resultado de 5+ 10+ [ G Hoy es el cumpleaiios de Car-
da pdgina tiene 32 lineas y cada a56, 357, 358, ... B62  consecu- dar una lancha pero silo hay 15+ 20 + ...+ 90 + 95 + 1007 los. Su edad hoy, en meses, es
linea GO letras, jCudntas letras tivamente en una lista. ;Cudl puesto para 6. jDe cudntas T2 veees mis que su edad hace 5
hay en todo el libro? nmimere  ocupa  la  posicion maneras  posibles  puede  un anos, en anos. JCudl oz la edad

central de la lista? grupo de 6 estudiantes ser se- de Carlos hov, en anos?
leceionado para montarse en la
lancha?

19 iCudl es la suma de todos los [2() La edad promedio de 11 ju- | 9 iCudl es el drea de un trapecio | 29 Un prisma con base cuadrada | 99 Gregoria obtuvo 94% del pun-
niimeros naturales que cumplen gadores de futbol es 21 anos. isdaceles del cual se sabe que tiene altura del doble de lon- taje maximo en su primer exa-
con la propiedad que al ser di- Durante ¢l juego, uno  de tres lados consecutivos miden 1 gitud que el lado de la base, men de matemdticas, el 91% en
vididos por T su resto es ignal a log jugadores sale del partido em, 2 em v 3 em? La diagonal interna mide 24 m. el segundo examen, 88 % en su
s cociente? quedando sdlo 10 en el campo. 2 Cudl es el volumen del prisma? tercer examen y 91 % en el cuar-

El promedio de las edades de los to examen. [Cudl es el prome-
jugadores que guedan en campo dio de Gregoria en sus cuatro
cambid a 20 anos. [Qué edad exdimenes sobre 20 puntos?
tenia el jugador que salid del
partido?

26 Jaime e= cinco veces mavor gue 27 6 Canguros comen G sacos de 28 iCudl es la suma de la signiente 29 En un juego, se enumera del 1 30 La medida del lado de un

Gilberto. Maria es 7 anos ma-
vor gue Jaime, Si Gilberto tiene
y anos de edad, jendl es la ex-
presidgn gque determina la edad
de Maria?

pasto en 6 minutos. jCudntos
Canguros comerdn 100 sacos de
pasto en 100 minutos?

secuencia de nimeros: 1-243-
4+ 5 — ... — 2008 + 20007

al 990 una fila de personas. Al
ofr la senial, dos de ellas (sdlo
dos) pueden intercambiar sus
puestos. Al menos cndntos pa-
508 501 necesarios para obtener
el orden 999, 1,2, ..., D087

cuadrado ABCD es igual a 1.
Se dibuja el coadrado EFGH
cuyos vértices F v F se encuen-
tran en la diagonal BD, G en
el lado BC, v If en el lado C0,
JCudl ez el drea del cuadrado
EFGH?




Particiones y sumas.

15e puede partir el conjunto de los mimeros enteros positivos {1,2,3,4,...} en dos
partes A v B tales que para cada par de mimeros n, m en A, la suma n+ m pertenece
a B v para cada par de nimeros i, j de B su suma i + § pertenece a A7
La respuesta es negativa, como resulta del siguiente teorema de 1. Schur.

Teorema (Schur). Para toda particidn de los niimeros enteros positives {1,2,3,4,...}
en dos partes A y B, una de las partes contiene tres nimeros k,on,om tales que
k=m+n.

Este teorema se puede demostrar usando un resultado combinatorio relacionado con
un importante teorema de 1930 debido a F. P. Ramsey.

Dado un conjunto X podemos considerar la coleceidn de sus subconjuntos con exacta-
mente dos elementos, que denotaremos Po(X). Por ejemplo, si X = {a, b, ¢}, entonces

P?(X} = {{ﬂ., b}r {arc}1 {b! C}}

Sea K = {a.b,c.d, e, f} un conjunto con 6 elementos. En este caso Py(K), el conjunto
de los pares de elementos de K, tiene {g} = 15 elementos. Si clasificamos estos pares
en dos tipos, digamos que a algunos pares le asignamos color verde y a otros color
rojo, siempre obtendremos un tridngulo verde o un tridngulo rojo, es decir, siempre
podremos encontrar tres elementos de £ tales que todos los pares formados por ellos
son del mismo tipo. Por ejemplo, en la Figura 1, asignamos rojo al par {a,b}, verde
al par {a,d}, ete.

b . n

Figura 1

Intente completar la coloracidn sin formar un tridngulo rojo o un tridngulo verde.
iQué color le daria al par {b, f}7

Vamos a demostrar que para cualquier manera de asignarle color verde o rojo a los

pares, habrd un tridngulo cuyos lados son todos verdes o todos rojos.

Un teorema de Schur

Para esto basta darse cuenta de que si fijamos un elemento de K, por ejemplo a, ¥
asignamos colores a los pares formados por a con los demas elementos, tendremos por
lo menos tres parves del mismo color, como en la Figura 2.

[ . C
aa g N d
f . . 2
Figura 2

En este caso, si a alguno de los pares formados por d, e, v f se le asigna color verde, ten-
dremos nuestro tridngulo verde. ;Y en caso contrario? Dejamos que el lector termine
la demostracion respondiendo esta pregunta.

Lo mismo vale si tomamos un conjunto K con méds de 6 elementos, incluvendo la
posibilidad de que K sea infinito. En cambio, con un conjunto K de 5 elementos no
podemos repetir el argumento. Invitamos al lector a encontrar una manera de asignar
color verde o rojo a cada par de elementos del conjunto {a, b, ¢, d, ¢} de modo que no
haya tridngulos de un solo color.

Sabiendo esto podemos demostrar el Teorema de Schur. Si partimos el conjunto M* de
los enteros positivos en dos partes, A v B, definamos una particion de Po{M*) = VUR
de la manera siguiente.

{mn} eV & |n-—m|le A

Y por lo tanto, {m,n} € B & |n — m| € B. Basta ahora tomar seis mimeros
a,b, e, d, e, f cuyas diferencias entre cada dos de ellos sean todas distintas. Por ejemplo
1,2,2% 2% 2% 25 Sabemos que existen tres de esos mimeros, digamos u < v < w, que
forman pares todos en V' o todos en B En el primer caso, tenemos que las diferencias
U=, w—=1Yyw—=uson tres niimeros distintos que estin todos en A (en el otro caso
estardn todos en B). Estos son los tres nimeros que desedbamos encontrar, ya que

(v —u)+ (w—v)=(w—u).
Carlos A. Di Prisco

Instituto Venezolano de Investigaciones Cientificas.
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Lunes

2  Elrectingulo ABC D tiene drea
1. ; Cudl es el drea del rectingu-

lo ACQP?
a
D
sx —"
N\ 8

Martes
Marcos  abrié =u  libro  de
matemidticas v notd gque la

suma de los mimeros de las
dos paginas que vein era 125,
iCudl es el nimero de pagina
con menor valor?

AGOSTO 2010

4 Cada letra representa un digi-
to vy cada digito una sola letra.
JCudnto vale PAPA?

I 9

Jueves

Cuatro nines dividen una torta
en trogos ignales, Justo coan-
do van a ComenEar a comer,
aparece un quinto nino. Ca-
da uno de log nifios con tro-
#zo de torta dan una parte para
que el quinto tenga torta ¥
todos gquedan con trozos  de
igual tamaio. jJOQué poreenta-
j& menos comieron los cuatro
ninos?

Viernes

En una mesa se colocan 5 car-
tas, 2 de ellas cerradas y 3 de
ellas mostrando ¢l nimero. En
una movida, se pueden voltear
exactamente 2 cartas al mismo
tiempo {(cualesquiera 2 cartas
que se escojan). [ Cuinto es ¢l
minimo de movimientos que ha-
cen falta para tener las 5 cartas
cerradas?

9 Para cada mimero de dos digi-
tos, el digito de las unidades es
restado del digito de las dece-
nas, jCudl es la suma de los
niimeros obtenidos?

10

Se listan los mimeros de cua-
tro cifras crecientes de izguier-
da a derecha, por ejemplo, 1254
& 4679, Se escoge el mayvor de
fstos gque es divisible por 6.
JCudl es el digito de las cente-
nas de este mimero?

11 Los cinco signos representan
cineo digitos diferentes,

PP 4P =x
L EX TX TR
b=
o=1

12

Somos nimeros de dos cilras
cuya diferencia es 3 v so0-
mos miiltiplos de 3. ;Cudntos
nimeros somosT

13

Carla eseogid un miimero del 1
al 15, Pedro le propone un con-
junto de niimeros v le pregun-
ta si el mimero que ella esco-
gitdh estd en el grupo v Carla sélo
puede contestar si o no. JCudl
{1 ["I. InNendaor ]lli INero l'll'. L [:lll["
Pedro debe preguntar para de-
terminar el munero?

16 La bomba A llena una piscina
en 2 horas, la bomba E lo hace
en 3 v la bomba © en 6 horas,
+CusAntas horas tomard llenar la
piscina si las tres bombas traba-
jan al mismo tiempo?

17

Ana pacid el 20 de febrero
v por ello tiene una fiesta
de cumpleanos en sa dia de
nacimiento cada 4 anos, Este
ano organiza su séptima festa,
iCué edad tiene Anat

Si hay dos buses en una ruta
circular, el intervalo de tiem-
po entre ellos es de 25 minutos.
JCudntos buses extra son nece-
sarios para acortar el intervalo
de tiempo en un G057

18

19

PCudl es el dngulo entre las ago-
jas del reloj cuando muestra las
12:207

20

JCudntos niimeros de dos digi-
tos existen tales que la suma de
sus digitos es un niumero par?

23 JCual es el valor de & en
30

-4 =17
2r+1

24

El precio de un CD es incre-
mentado en un 10% v lnego se
le genera un descuento de 20 %,
iQué poreentaje del precio ini-
cial es el nuevo precio?

Una florista tiene 24 floves blan-
cas, 42 rojas vy 36 amarillas
disponibles para la venta. A lo
mAxime, jendintos ramos idénti-
cos puede armar si quiere usar
todas las Aores gque quedan?

25

26

Las medidas de los dngulos in-
ternos del tridgngulo ABC se
encuentran a razon de 2:3:5.
(Cudnto mide ¢l menor de di-
chos dngulos?

27

La mitad de las dos terceras
partes de los tres cuartos de
un miamero o5 567, jCudl es el
mimero?

Se conocen dos nimeros con
la signiente propiedad: la razin
entre la suma de los nimeros, la
diferencia v el producto de ellos
es H:1:18, Estos mimeros son:

31

Un salte tieme 90 cm mien-
tras que un  paso  tiene GO
cm. Si Penélope da 400 saltos,
pevdntos pasos tiene que dar
Samantha para cubrir la misma
distancia?




Curiosidades sobre los numeros irracionales

Considere una persona como la de la figura con
paso de longitud o, un nmimero irracional. Es-
ta persona camina por uno de los meridianos
de un planeta que tiene longitud 1. Si en este
meridiano existe un hoyo de difimetro e, con
1 = ¢ = 0, pruecbe gue eventualmente dicha
persona caerd en el hovo.

Una excelente estrategia para familiarizarse con
un problema, y eventualmente resolverlo, es
jugar con los casos particulares. Si o fuese
un niimero racional entonces habria sdlo un
nimero finito de puntos sobre el meridiano ¥
podriamos escoger la posicidn v el tamafio del
hovo apropiadamente para evitar que la persona
caiga en él. Mids aiin, esta propiedad determina
también si o es racional. Sin embargo el hecho de que el mimero de puntos sobre el
meridiano donde la persona pisa sea infinito no tiene por qué implicar inmediatamente
que uno de esos puntos esté dentro del hoyo.

Cuando o« es irracional podemos decir que no existe ningin punto en el meridi-
ano donde la persona pise dos veces, Consideremos ahora un mimero N € M sufi-
cientemente grande tal que J—{, < ¢ y pasemos ahora a subdivir el meridiano en N
partes iguales. Por el principio de las casillas tenemos que luego de N 4+ 1 pasos
podemos asegurar que hay dos lugares distintos en una de las N casillas donde la
persona habrd pisado y que por lo tanto estin separados por una distancia 3, con
0=3<1/N<e

Ahora podemos pensar que dicha persona camina con paso de longitud 3. Como 3 < ¢
tenemos que eventualmente con pasos de esta longitud la persona cae dentro del hovo,
Si ain no estds sorprendido con este resultado piensa en lo signiente. log, 2 es irra-
cional de modo que existe N € M tal que {log,, 2009} < {Nlog,,2} < {log,, 2010}
lo cual implica que 2V comienza con los digitos 2009, Y lo mismo es posible con tu
nimero favorito.

Realizado por Lucia Simonelli

Experimentos

1. Considera a0 = f% el meridiano es la circunferencia con centro en el origen
del plano cartesiano v radio r = ﬁ La persona comienza su paseo en el polo
norte que estd en el punto (0,r) ¥ avanza en sentido horario. Para un hoyo de
didgmetro € = 0,1 con centro en el polo sur, determina en cudl paso la persona
cae por primera vez en dicho hoyo.?

2. Para n igual a cada uno de los mimeros del 1 al 9 halla la primera potencia de

Ha} denota la parte fraccionaria de a, por ejemplo {1,654} = 0,654, {x} = 0, 14159...
*Respuesta: al cuarto paso

2 que comienza por n.?

3. Para cada uno de los primeros 20 pasos caleula el cociente del mimero de pasos
que han caido en el hoyo entre el niimero de pasos. Con la ayuda de una com-
putadora podemos obtener este resultado para una cantidad mayor de pasos y
ohservar que este cociente se aproxima al didmetro del hoyo. (Este resultado es
mis dificil de probar).

Con este iltimo experimento queremos hacer notar una propiedad méis profunda.
La transformacion T : [0,1] — [0,1] tal que T(x) = {ox} preserva la medida. Es
decir, que para un subconjunto de [0, 1] la imagen por T tiene el mismo tamainio. No
es nuestra intencion definir rigurosamente las lineas previas, el comentario es sdlo
una referencia. La teoria que estudia tales transformaciones se llama Teoria Ergddi-
ca ¥ tiene aplicaciones en sistemas dindmicos, fisica, andlisis arménico v teoria de
niimeros. En particular, Ben Green v Terrence Tao hicieron uso de estas ideas para
probar que existen progresiones aritméticas de mimeros primos arbitrariamente largas.

Problemas

1. Si dos personas caminan en el mismo meridiano con pasos oy v ag irracionales
tales que el cociente entre ay ¥ as tambien es irracional entonces existe un paso
en el cual los dos caen en el hovo.

2. Demuestra que existe un N € N tal que 2V comienza por 2000 y 3V comienza
por los digitos del afio en que naciste.

3. Una recta que pasa por el origen del plano eartesiano con pendiente irracional
no pasa por ninghin punto con coordenadas enteras con excepeidn del origen.
Sin embargo, existen puntos con coordenadas enteras que estdn tan cerca como
quieras de esta recta.

Referencias

ENGEL Arthur, Problem Solving Strategies.
Springer - Verlag 1999, New York.

GREEN Ben, TAOQ Terence, The primes confain arbitrarily long arithmetic progres-
sions,
http:/ /arxiv.org/abs /math /0404188v6

Héctor Chang

Ex-olimpico
Licenciado en Matemdticas, Universidad Simdén Bolivar

0 =1,2' =227 =32, 27 = 4,2 =512,2° = (4, 2 = TOS6ITALTT664, 2 = 8§, 2% = 9007199254 740002
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Lunes

SEPTIEMBRE 2010

Martes

1

Miércoles

La suma de los digitos del
niimero 101! — 9 is igual a:

Jueves

En la siguiente suma el * re-
presenta digitos desconocidos.
;Cudl es la suma de los digitos
del resultado?

5 8 * 7
+ 9 8 1 *
+ * 9 5 9
*7 * 4 8

Viernes

En el tridngulo isésceles ABC,
la bisectriz del dngulo C, CD,
mide igual que la base BC.
.Cudl es la medida del dangulo
CDA?

Un numero z es tal que su
cuadrado excede a x en n.
(Para cudntos enteros positivos
con n < 100, el mimero x resul-
ta ser un nimero entero?

Los nimeros -9, 0, -5, 5, -4, -1,
-3 se agrupan de dos en dos de
tal forma que se obtiene la mis-
ma suma en cada grupo. Con
esta agrupacion un niimero que-
da solo. ;Cudl es ese niimero?

Jugando a contar hasta 70 por
saltos de dos en dos, de tres en
tres o de cinco en cinco, siem-
pre lo consigo comenzando en
un nimero particular. ;Cudl es
el nimero mds pequefio con el
que pude comenzar?

;Cudl es el ultimo digito en la
suma

421431441 420071+ 2008!7
(Por definicién, n! = 1-2-...-n)

10

Se tiene un cuadrilitero ABCD
con AB=BC=CDy AD =
AC = BD. Halle el menor
angulo del cuadrilatero.

13

; Qué valores puede admitir a si
la+bl <1y |a—3b <27

14

El mayor nmimero n tal que la
suma 1+ 2+ ... 4 n es menor o
igual que 2010 es:

15

Una piscina vacia se estuvo
llenando de agua desde las 9 am
hasta las 4 y cuarto de la tarde.
Si se llend a razon de 10 litros
por minuto, jcudal es su capaci-
dad, en hectolitros?

16

;Cudntos tridngulos rectangu-
los diferentes hay tales que los
catetos son enteros positivos y
su drea igual a 36 unidades
cuadradas?

17

Los miltiplos del nimero 7
se escriben en secuencia de la
siguiente manera: 714212835 ..
;Cual es el digito en la posicion
2010 de la secuencia?

20

En un plano coordenado, los
vértices de un tridngulo son
(3,7),(3,19), y (13,1). En
unidades cuadradas, ;cudl es el
drea de este tridngulo?

21

610. 5% = 2M .3N . 300. ; Cudnto
vale M + N7

22

C+O+O+C+A+0O=17
¢+0+0O=9
O-A=7

23

Un error ocurrié al imprim-
ir un libro en la numeracién
de las pdginas. Todos los
miiltiplos de 3 fueron au-
mentados en una unidad de
manera que la numeracién
quedd 1,2,4,5,7,8,... El libro
tiene en la realidad 89 pdginas.
;Qué nimero quedd marcado
en la ultima pagina después de
ser impreso?

24

;Cudl es el valor de = en la

i6n —2 — 60 _ 99
ecuacién —2 3(14+3$)—3.

27

En el ftriangulo rectangulo
ABC, la mediana BM y la
altura BH son dibujadas desde
el vértice B del angulo recto.
;Cudl es el dngulo en el vértice
Asi BM =2BH?

28

La suma de dos nimeros es
mayor por un 50% que su di-
ferencia. ;Por cuanto por cien-
to es la suma de los cuadrados
de estos mimeros mayor que el
producto de ellos?

29 Sumamos 1+2+224+2% ...+

263 La cifra de las unidades del
resultado es:

30

Si una cantidad inicial es incre-
mentada en un 50% y el re-
sultado disminuido en un 40 %
para obtener una cantidad final,
jen qué porcentaje la cantidad
inicial varié?




;Ambigiiedad en el Teorema del Seno?

Hace algunos anos, cuando corregia unos exdamenes de trigonometria, me encontré con
una prueba donde uno de mis estudiantes daba una respuesta incorrecta, pero con
un razonamiento donde yo no hallaba ningtin error. Obligado a confesar delante de
todo el eurso, les ofreci algunos puntos adicionales a quien consiguiera el error en el
ragonamiento de su condiscipulo v les dije que podian consultar con cualquier persona
que supiera sobre el tema. Pasaron varias clases donde la pregunta inicial era la mis-
ma v donde después de escuchar algunos intentos de justificacion, ninguno aclaraba la
situacion. Ante mi desesperacidn, me vi obligado a aumentar la recompensa, sin dejar
de pensar yo mismo en el problema, hasta que finalmente reeurri a mi dltimo comodin:
llamar a un amigo, por supuesto, con méis experiencia que la mia en estas lides. Des-
pués de un buen rato de conversacidn telefdnica, caleuladora en mano, descubrimos
que el error estaba en una incompleta interpretacidén del Teorema del Seno,

El Teorema del Seno, como todos sabemos dice que En todo tridngulo las medidas de
sus lados son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos, es decir que si o es
el dngulo que se opone al lado de longitud a; @ es el dngulo que se opone al lado de
longitud b v + es el dngulo que se opone al lado de longitud ¢ entonces:

sena senfd seny
a b c

La demostracion de este Teorema, se encuenira en cualquier texto de trigonometria
v se hace para tridangulos acutdngulos v para triangulos obtusdingulos, en este lti-
mo caso generalmente es necesario utilizar la identidad sen(180 — ) = sen(x) o una
equivalente ¥ agui comienzan las ambigiiedades. Sabemos que los dngulos internos
de un triangulo estdn entre 0 y 180 grados y en este intervalo hay dos dngulos que
tienen el mismo seno, por lo tanto cnando usamos el Teorema para despejar uno de
los dngulos, tenemos tres posibles situaciones: o que no exista, o que tenga una tnica
solucidn (en el caso de un dngulo recto) o que tenga dos soluciones. En este altimo
caso jserdn siempre vilidas las dos? v si no lo son jedmo sabemos cudl de las dos

soluciones tomar?,

Consultando con algunos textos escolares de los que usamos acd en Venezuela con-
seguimos algunas explicaciones para resolver tridngulos cuando se dan dos lados v el
Angulo opuesto de uno de ellos, pero el problema que genera este articulo no era ese
caso o mas bien era una situacion que escondia el uso de ese caso. Observemos estos
dos problemas, resueltos de la misma manera y que nos llevan a una solucidn correcta
v otra errada:

El profesor plantea y resuelve en la pizarra el primer problema: un iridngulo tiene
las siquientes medidas: a = 10;b = 15 y ¢ = 13. Halle las medidas de sus dngulos
internos.

Solucidn: usando el teorema del coseno podemos hallar uno de sus dngulos, por ejemplo
a® = P+c*—2bccos e de donde a = arccos((bP+c2—a?) /2be) y de alli o = 41°4'31,26".
Luego aplicando el teorema del seno hallamos 7 = arcsen((bsen o) fa) = 80°1524,85"
vy finalmente hallamos 4 = 180° — o — 3 = 58°40/3,89” v véase por donde se vea, ésta
es la respuesta correcta.

El segundo problema es similar al primero, sdlo que los datos ahora son los siguientes:
a = 10;b = 25 y ¢ = 20. No parece haber ninguna diferencia estructural por lo
que aplicamos el mismo algoritmo obteniendo: o = 22°1953,927; 7 = T1°47'24,16" ¥
¥ = 85°52'41,92".

Ahora bien, esta iltima respuesta no puede ser correcta puesto que sabemos que en
todo tridngulo el dngulo mayor se opone al lado mayor ¥y en nuestra solucidn, esto
no es asi va que b que es el lado mayor se opone a 3 que no es el dngulo mayor.
iDinde estd el error? después de la introduceion es logico pensar que al aplicar el
Teorema del seno la solucidn para 3 elegida no es la correcta ya que habria que tomar
como 3 el suplemento de este valor, es decir 3 = 108°1235,84" v por lo tanto -+ seria
49°27'30,24", que si es la respuesta correcta a nuestro problema.

El primer tridngulo es acutdngulo, el segundo es obtusdngulo, pero [ podiamos saber
esto con los datos que tenfamos inicialmente?.

El examen que corregia hace ahos tenia un problema de este tipo y un alumno lo
resolvid de la manera planteada, hoy en dia me da un poco de vergiienza no haber
descubierto el error con prontitud v es por eso que me atrevi a escribir estas lineas,
para quizds ayudar a algin colega a que no pase por la misma situacion.

Finalmente mi sugerencia para evitar esa ambigiiedad en este tipo de problemas donde
se dan los tres lados de un tridgngulo (y si se quiere aplicar también el Teorema del
Seno) es, que al usar el Teorema del Coseno para hallar el primer dngulo se aplique
sobre el lado mids largo para asi obtener el dngulo mas grande, ya que con el coseno,
no pasa lo mismo que con el seno, puesto que para dngulos entre 0 v 180 grados no
existen dos que tengan el mismo coseno ¥ en un tridngulo sdlo puede haber un dngulo
obtuso.

Lisandro Alvarado

Colegio Los Hipocampitos.
Los Teques.
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Miércoles
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Viernes

1 1 iCudntos niimeros pares posi-
tivos de dos digitos hay tales
que el primer digito es mayor
que el segundo?

4 Un rectingulo estd conforma- |5 jDe cudntas maneras diferentes | G Freddy trabajé 4 horas més que | 7 Las medidas en grados de los [ Sia =2y b =3, jcudl es el
do por 1155 pequenos cuadradi- =& puede expresar el niimero 15 el doble que las que trabajé An- dngulos de un tridgngulo son to- valor de a® + a + ab + b+ b*7
tos de lado unidad. ;Cudl es la come la suma de nimeros natu- drés, jCudnto es el miximo de das euadrades perfectos. ;Cudl
longitud médxima del lado mds rales consecutivos? horas que trabajé Andrés si am- es el dngulo mds pequeio del
pequedio del rectingulo? bos trabajaron médximo 34 ho- tridngulo?

ras?

171 Los enteros m y n son tales |49 Simetria en la naluraleza 13 Si abe es un nimero de tres 14 Jaime dijo que el 6% de los 15 Pedro tiene una bolsa de uvas.
que m + n = mn [Cudntos digitos, llamemos reversos a los tiques no se habian vendido. Cada dia se come 2 uvas y
pares diferentes de valores exis- productos ¢« b-a, ¢« ba v ob-a, Luisa dijo que esto era igoal a la mitad del resto, Después de
ten para m y n? i Cudntos nimeros de tres digi- 18 tigues. ;Cudntos tigues se dos dias sdlo le quedan 2 uvas.

tos son ignales a alguno de sus vendieron entonces? JCudntas uvas se comid Pedro
productos reversos? [un ejem- el primer dia?
plo de estos niimeros es 153, va
que 153 = 3. 51).
{Cuil es el dltimo digito en el (1 g Qué nimero deberia sustituir | 9 () El mdximo comin divisor de [ 21 Una tabla tiene 21 columnas | 99 Llamamos a un mimero de cua-
niimero 200820087 el simbolo en la secuencia? dos enteros positivos m v noes v 33 filas. Se borran las filas tro digitos buenc si contiene
26, T4, 13,87, 11, 89, 12 y el minimo comin muilti- cuyo niimero no sea un miilti- silo los mimeros 1, 2, y 3. ¥
42,58,37,63,12, &, plo de ellos es un cuadra- plo de 3 ¥ todas las filas con s exactamente dos de sus digi-
do. Dentro de los 5 nimeros nimero par. (Cudntas oeldas tos contiguos coinciden con los
5.5 5 G.mn, cuintos son quedan despuds de eso? de 1132 v con los de 1213.
cuadrados? LCudntos niimeros buenos exis-
ten?
5 +Cudntos ceros hay al final del 26 ;Cudl es el menor nimero de 27 JCudintos valores enteros puede 28 La mitad de los mimero natu- 29 JCudntos mimeros de dos digi-

producto
1-2-3-...-1627

vértices que puede tener un
poligono convexo si el mimero
de las diagonales no es igual a 0
v es divisible por 20077

tomar n para que 22E1% gen
igual a un mimero natural?

rales de la lista de 1 a n in-
cluyen el digito 1 en sn escri-
tura. Halle el mayor nimero n
de dos digites que comple con
esta propiedad.

tos tienen sus digitos diferen-
tes?




Tres demostraciones del Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitdgoras establece que en un tridgngulo rectingulo el cuadrado del
lado de mayor longitud es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados del
triangulo.

Este teorema es uno de los resultados mds conocidos de la geometria v es de los
teoremas que cuentan con un mayor nimero de demostraciones diferentes, utilizando
métodos muy diversos. Presentamos a continuacion tres demostraciones clisicas de
este resultado.

La Demostracion del Chou pei suan ching

Una de las demostraciones mas simples v antiguas del teorema de Pitdgoras se encon-
trd en un documento chino llamado el Chou pei suan ching; que data aproximada-
mente de 200 a 500 afos A.C,

Comenzando  con un  tridngu-
lo rectdingulo de lados a y b
e hipotenusa ¢ ¥ un cuadra-
do apropiado se van haciendo
translaciones de tridangulos, tal y
como se muestra en la figura de la
derecha.

De esta manera se tiene que el
drea no sombreada no cambia en
cada paso, obteniendo asi que a®+

b=t

Demostracion de Leonardo da Vinci

El pintor Leonardo da Vinei (1452-1519) establecid una hermosa prucha del teorema
de Pitdgoras construyendo tres cuadrados auxiliares v unas rotaciones simples.

/™
4

. Comenzando con un tridngulo rectiangulo,
construimos tres cuadrados en cada uno de
sus lados como se muestra en la figura.

Colocamos dos copias del tridngulo inicial de manera apropiada, para obtener la si-
guiente figura:

Note que por reflexion se tiene que el cuadrilitero
DA'B'D es congruente con el cuadriliatero DABD'.
Por otro lade, si rotamos el cuadrilitero ADD'B
alrededor de A 90° en el sentido de las manecillas del
reloj, se obtiene que ABIDY D es congruente a AEC'C.
Por lo tanto los hexdgonos DA'B'IYBA vy CBFC'EA
tienen la misma drea, pues cada uno de ellos se com-
pone de dos cuadriliteros congruentes con el DABDY.
Como cada uno de estos hexdgonos tiene dos copias
del tridngulo original, entonces las regiones en blanco
deben tener la misma drea, es decir el drea del cnadrado
ABFE es igual a la suma de las dreas de los cuadrados
DA'CA' vy CB'IYB. Por lo tanto ¢ = a® + .

Demostracion atribuida a Pitigoras

La tercera demostracidn que presentaremos es atribuida a la escuela pitagorica v se
basa en el hecho de que dado un tridangulo rectangulo, cuando se traza la altura desde
el vértice que forma el dngulo de 90° se obtienen dos tridngulos semejantes entre si ¥
semejantes al triangulo original. En efecto, consideremos el tridngulo rectangulo ABC
con dngulo recto en A:

Sea D el pie de la altura desde A.

/S

BLD
Los tridngulos ABC vy DB A tienen dngulos correspondientes congruentes por lo tanto
HNABC ~ ADBA (2)
lgualmente se tiene que
ONABC ~ ADAC (3)
De (2) se obtiene que E = E? luego
¢ =ar (4)
. b a
De (3) se obtiene que y =5 luego
b = ay {5)

Sumando las ecuaciones (4) v (5) obtenemos
Piref=aytar=aly+z)=a-a
Por lo tanto, #* + ¢ = a*

Luis Fernando Caceres Duque

Departamento de Ciencias Matemdticas
Universidad de Puerto Rico-RUM - Puerto Rico
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Lunes

El producto de dos primos rela-
tivos es 37800. ;Cuantas solu-
ciones diferentes existen para
estos dos nimeros?

Martes

2 Un estudiante pensé en cua-
tro nimeros, calculé todas las
posibles sumas entre parejas y
escribié cinco de ellas en el
pizarrén: 13, 15, 16, 20, 20.
;,Cudl tiene que ser la sexta
suma?

NOVIEMBRE 2010

Miércoles

;,Qué nimero ocupa el puesto
2008 en la secuencia de niimeros
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5...7

Jueves

Llamemos tres nimeros primos
especiales si el producto de es-
tos nimeros es cinco veces ma-
yor que su suma. jCuéntos trios
de niimeros especiales existen?

5

Viernes

SiU+V =1yU?+V2=2,
entonces el valor de U* + V* es
igual a:

Halle el nimero de tridngulos
en los que el perimetro es igual
a 40cm y las longitudes de sus
lados son niimeros enteros.

9 La suma de dos niimeros es 10
y su producto es 20. Halle la
suma de los reciprocos de esos
nimeros.

10

;Cudntas soluciones (x,y) de la
ecuacion 5z + 5y = 11 son solu-
ciones enteras?

11

.Cudl es el 1ltimo digito en el
producto 17% - 224 . 192 . 3317

12

Los 7 enanos de Blanca Nieves
nacieron el mismo dia en sie-
te anos consecutivos. La suma
de las edades de los tres mads
pequeiios es 42, ; Cudnto suman
las edades de los tres mayores?

15

Un dia es un diaprimo si el
nimero del mes y del dia son
nimeros primos. Por ejemplo:
el 5 de julio= (5, 7). ;Cudntos
diaprimos hubo en el ano 20087

Siac+ad+be+bd =68 y
c+d=4, entonces a+b+c+d
es igual a:

16

Halle la suma de los digitos del
niimero 22008 . 52011,

18

;Cudl es la suma de las solu-
ciones reales de la ecuacion
f(z) = 0, si todo niimero real
x satisface la ecuacion

f(2z + 1) = 422 + 1427

19

;Cudntos nimeros positivos de
tres digitos hay tales que el
primer digito es mayor que el
segundo, que a su vez es mayor
que el tercero, y que el mimero
sea divisible entre tres?

22

;Para cudntos valores de n es
4n? + 16n — 65 un nimero pri-
mo?

El perimetro de un rombo es 24
cm y su drea 18 cm?. jCuél es el
menor valor de los Angulos inte-
riores del rombo?

23

Si f(z) = |bsenx — 3|, el méxi-
mo valor de f(z) es igual a:

25

Suponga que la suma de to-
dos los enteros positivos desde
1 hasta n la notamos S. Halle la
suma de todos los enteros posi-
tivos entre 1 y 2n en términos
de Sy n.

26

;Cudntos ntmeros primos p
tienen la propiedad que p? + 1
también sea primo?

Si 24,a,b,¢,80 son elementos
consecutivos en una secuencia
aritmética, entonces a + b + ¢
es igual a:

30 Las soluciones de la ecuacion
2% + 622 +azx +b =0 con a,b
nimeros enteros, son dos en-
teros consecutivos y el mimero
3. halle el valor del coeficiente
a.




Cuatro problemas de geometria elemental

Primer problema: Se da un
tridngulo ABC donde el dngulo
A mide 100° y AB = AC'. Se pro-
longa el lado AB hasta un pun-
to P tal que AP = BC. Halle el
angulo BC'P.

Solucién: En la figura a la
derecha se ha representado el
triangulo ABC' dado. Trace por
C' una recta que forme el angulo
de 100° con AC' hasta un punto
Q) tal que C) = AC. Entonces
los tridngulos ACQ) v BAC son
congruentes y se tendra que el angulo C'AQ) mide 40°, AQ = BC' = AP y C equidista
de A y ). Por otro lado, el dngulo PAQ mide 100° — 40° = 60° v el tridngulo PAQ es
equilatero. Asi, P equidista de A y Q. Ya que C v P equidistan de A y (), estdn en la
mediatriz del segmento AQ). Por ende, PC corta ortogonalmente a AC) en un punto
M. Luego, el angulo AC'M mide 90° — 40° = 50°. Por tanto, el angulo BC'P mide el
angulo AC'M menos el angulo ACB, es decir, 50° — 40° = 10°.

Segundo problema: El
punto M es el pun-
to medio del lado BC
de un tridngulo ABC.
El angulo AMB mide
45°. Si los angulos ABC
vy MAC son iguales, p C
jcudanto mide cada uno
de estos angulos?

S B

T
=

Solucién: Los dangulos iguales ABC' vy M AC' se han marcado con z. Se usara AB = ¢,
BC =a, AC = by AM = m. Se traza la altura AH. Ya que el angulo AM H mide 45°
y el dngulo en H mide 90° se tiene que el angulo HAM mide 45° y el tridngulo AHM
es isosceles y rectangulo. Asi, se puede escribir AH = HM = h. Los triangulos ABC
y MAC son semejantes al tener los dngulos iguales z y el &ngulo comiin en C. Luego,
AB AC £ = . De la segunda igualdad vemos 2h? = a?. Por

AB _ AC _ BC e, & = b
WA = wic = ac- O sea, & = a2

. . v 2y -2
otro lado al ser AM = m la mediana se tiene que m? = 1%

- %. Sustituyendo la
primera igualdad en la segunda y simplificando se tiene que m? = ‘72 En el triangulo
rectdngulo AH M Pitagoras nos dice que m? = 2h2. Por ende, ¢ = 4h%. O sea, ¢ = 2h.
Esto indica que en el tridngulo rectangulo ABH la hipotenusa AB = ¢ mide el doble
del cateto AH = h. En consecuencia, el angulo = en B mide 30°.

Tercer problema: Sea
D un punto entre los

vértices B y C del
triangulo ABC' tal que
AB = DC; B = 4z y

C=3zy ZCAD = bz.
. Cuanto vale 7

Solucién: Al trazar el

punto P en la recta BD

tal que ZBAP = 4x se forma el tridngulo isosceles ABP con AP = BP. Como los
angulos APD y ADP son exteriores a los triangulos ABP y ADC se sigue que son
iguales por tener el mismo valor 8z. Luego, el tridngulo APD es isdsceles y se ten-
dra que AP = AD. Se construye el punto @ tal que ZQDC = ZDC() = 4z. Se tiene
entonces que ZQCA =z v DQ = QC. Ya que los triangulos ABP y C'D( son con-
gruentes por el segundo criterio de congruencia se tiene que AP = QD. El triangulo
ADQ es isosceles porque AD = D() v los angulos DAQ v DQA deben ser iguales.
La suma de estos angulos con el dngulo ADQ es 180° lo mismo que la suma de los
tres angulos que se forman en el punto D. Por tanto, cada uno de esos Angulos mide
6x. Luego, el angulo QAC debe medir z y el tridngulo ACQ es isdsceles por lo que
AQ = QC lo que indica que el tridngulo ADQ es equildtero. Cada uno de sus dngulos
mide 60°. En particular ZDAQ) = 6z = 60° y asi x = 10°.

Cuarto problema: Sea D un punto
entre los vértices B y C del tridangu-
lo ABC tal que BD = AC, B = z,
LZDAC = 15° y ZC = 50°. ;Cuanto
vale x7

Solucién: El angulo ADB es exterior
al triangulo ADC vy, por ende, mide
50°+15° = 65°. Si se supone ZBAD =
y se tiene en el tridngulo ABD que
xr + y + 65° = 180° y se tiene que
x+y = 115°. (*) Si & < 50° en el tridngulo ABC', entonces AC' < AB. Ya que
AC = BD se sigue que BD < AB. En el triangulo ABD se tiene que y < 65°. Por
ende, & + y < 65° lo que contradice la igualdad (*). Si z > 50° en el tridangulo ABC,
entonces AC > AB. Ya que AC' = BD se sigue que BD > AC. En el tridngulo ABD
se tiene que y > 65°. Por tanto,  +y > 65° lo que vuelve a contradecir a (*). En
consecuencia, se obtiene que x = 50°,

Dario Duran C.

Universidad del Zulia
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Miércoles

1 Para cudntos nimeros natu-
lares de cuatro digitos el pro-
ducto de sus digitos es igual a

Jueves

Llamemos a un nimero de tres
digitos feliz si la suma de sus
digitos es 25. ; Cudntos nimeros

Viernes
La suma de las soluciones reales
de la ecuacién z'°5l7l = 1 es
igual a:

1687 felices hay en total?
Si log, (2") = 7, entonces n es ;Cuéntas soluciones tiene la |8  Siz2yz3 =73y ay? =79, jeudl g (Cudntos mimeros naturales de 10 ;Cuéntas soluciones tiene la
igual a: ecuacién 3° +32% = 17+1n {%)7 es el valor de xyz? dos digitos n existen tales que ecuacion
10n es igual a 11 veces la suma ) . o
de los cuadrados de los dos digi- a* " —a* P = (a— 1)
tos de n?
si @ es un nimero real mayor
que 17
13 ;De cudntas maneras posibles 14 ;Cudntos divisores primos tiene 15 Halle el valor de la expresién 16 Calcula el wvalor exacto de 17 Llamamos a un nimero  me-
se pueden arreglar las letras de el niimero 71% — 372 — 517 "ty 42 sicty+z=1y cos 20° cos 40° cos 80°. morable si es un nimero com-
la palabra CARGO consideran- % + é + % =0. puesto y si todos los divi-
do que la primera y la ltima sores excepto el nimero 1
letra sean vocales? son numeros de dos digitos.
;Cudntos nimeros memorables
existen?
20 Se tienen 2008 puntos en una Consideremos la secuencia de 22 ;Cudntos enteros de cuatro 23 El niimero 3% — 1 tiene exacta- 24 ;Cudntas soluciones reales tiene

circunferencia. ;Cudl es el ma-
yor nimero de cuerdas que se
pueden dibujar con estos pun-
tos sin que se intersecten en
puntos interiores?

fracciones decimales simétricas:
1,1; 2,2; ...;19,91; 20,02; 21,12;
...; 100,001. ;Cual es el menor
valor absoluto de la diferencia
de dos niimeros consecutivos en
la secuencia?

digitos tienen el digito de los
miles mayor que los otros tres
digitos?

mente 2 divisores entre 75 y 85.
;,Cuaél es el producto de esos di-
visores?

la ecuacion
1
cos(z)sen | x + 2= 0

si0<xz<a?

;Cudntos pares (z,y) de enteros
positivos z,y conx > 2y y > 2
existen para que % + i > %?

Nueve mimeros se escriben en
orden ascendente. El nmiimero
central también es el promedio
de todos. El promedio de los 5
mayores es 68 y el promedio de
los 5 menores es 44. jCudl es la
suma de los mimeros?

Un dado inusual tiene sus seis
caras numeradas 1,2, 3,5, 7, 9.
Si se lanza dos veces y se suman
las cantidades mostradas en la
cara superior, jcudntas sumas
diferentes se pueden obtener?

29

30

;Para cudantos nimeros enteros
n, la expresién (Tn—11)/(n—3)
es un nimero entero?

31

El ano pasado, cierta isla con-
taba con 800 habitantes por ca-
da gato. Este ano, el nimero de
habitantes decreci6é en un 16 %
y al mismo tiempo, el nmimero
de gatos aumenté en un 5%.
;Cudntos habitantes por gato
hay en la isla este ano?




Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio

4 |1 1 | 25. 1 |11 h 5 min 5 | 56. 3 |18 1 6.
5 | 10 segundos. 2 | 459. 2 | 24. 6 | 200. 4 |8 2 |9
6 | 5. 3 | 68. 3 | Bs 16. 7 9. 5 | 88 Kg. 3 |4
7 | 1000. 4 |8 4 |22 8 | 159. 6 | 18260. 4 | 99.
8 | 8 unidades. 5 | 3. 5 |21g. 9 | 864. 7 | 312 7 | 100.
11 | BsF 12 8 | 9 BsF. 8 | 13. 12 | 7. 10 | 8. 8 | 98 cm.
12 | 24 manzanas. 9 |3. 9 |4 13 | 400. 11| 2. 9 |6.
13 | BsF 90. 10 | 1772. 10 | 22/03/2003 14 | 20. 12 | 5. 10 | 54.
14 | 90. 11 | 200. 11| 5. 15 | 16:35. 13 | 15. 11 19.
18 | 96 m. 12 | Rojo. 12 | 6. 16 | 3 gr. 14 | 54. 14 | 15.
19 | 810. 17 | Las manzanas. 15 | 100. 20 | 35763 horas. 17 | 1050. 15 | 51mm.
20 | 39 meses. 18 | 48 % de 2 16 | 2. 21 | 5:40 am. 18 | 10 veces. 16 | 50gr.
21 | 2. 19 | Pedro. 17 | 2 km. 22 | 12. 19 | 3. 17 | 12.
22 | 3 kg. 22 | 28. 18 | jSUERTE! 23 | 2011. 20 | 331. 18 | 4.
25 | 88 m. 23 | PJN. 19 | 13. 26 | 8. 21 | 10000. 21 | 100.
26 | 4. 24 | 1. 22 | 0. 27 | 6:15 pm 24 | 45. 22 | 3.
27 | Verde. 25 | Tomas. 23 | Bs 200. 28 | 6. 25 | 39. 23 —%.
28 | 50. 26 | 10. 24 | 24. 29 | Miércoles. 26 | 20. 25 | 342.
29 | 3 cm. 25 | Bs. 3.600 30 | 1 tridngulo. 27 | 9h45min. 28 | 4.

26 | 6. 28 | 7. 29 | 1.

31| 0. 30 | 4.




Asociacion Venezolana de Competencias Matematicas

La Asociacidn Venezolana de Competencias Matemdticas, ACM, es una asociacidn
civil sin fines de lucro fundada a finales del ano 2000. Tiene como objetivos la promo-
cidn de la matemdtica entre los jovenes en edad escolar, detectar aquellos que tienen
aran interés por el estudio de esta ciencia v prepararlos de manera eficiente para la
participacidn en competencias matemiticas nacionales e internacionales.

La ACM agrupa a profesores v matemiticos profesionales de varias universidades del
pais ¥ tiene el apoyo de la Asociacion Matemédtica Venezolana, AMV v la Academia
Venezolana de Ciencias Fisicas, Matemiticas v Naturales. De esta manera en todas
nuestras actividades disponemos de un personal altamente capacitado y de reconocido
prestigio nacional e internacional.

Desde nuestra fundacidn hemos obtenido un total de 81 premios internacionales en
las distintas competencias a las cuales hemos asistido, siendo los mds importantes
dos medallas de plata v dos de bronce en la 427 v 43° Olimpiada Internacional de
Matemiticas, la Copa Puerto Rico v la Copa El Salvador. Estas copas son premios que
se otorgan en la Olimpiada Iberoamericana de Matemadticas, OIM, v en la Olimpia-
da Matemética de Centroamérica y El Caribe, OMCC, al pais de mayor progreso
académico en los dos iltimos atios de participacion. Nosotros ganamos este premio en
la XV1 OIM, celebrada en Urnguay en septiembre de 2001 v en la VI OMCC celebrada
en Nicaragua en Junio de 2004.

Internacionalmente participamos en las siguientes competencias:

o Olimpiada Internacional de Matemadticas. IMO.

o Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas. OIM.

o Olimpiada Matematica de Centroamérica v El Caribe. OMCC

o Olimpiada Bolivariana de Mateméticas. OBM.

o Olimpiada Matematica de Mayo. OMM.

o Olimpiada Iberoamericana de Matemdticas Universitaria. OIMU.

Para el afio 2010 planificamos la organizacion de la Olimpiada Juvenil de Mateméticas,
OUJM, dirigida a jovenes de T grado hasta 2° del diversificado, v ademss colaboraremos
con la Olimpiada Recreativa de Matematicas, ORM, organizada por Fundecom. Am-
bas competencias son eventos masivos de promocidn de las matemdticas v entre ellas
participan alrededor de 150,000 estudiantes de todo el pais comprendidos desde el
tercer grado de Educacion Bisica, hasta el segundo anio de Educacion Media y Di-
versificada. Tanto la OJM como la ORM constan de tres pruebas, la preliminar o
Canguro Matemético, la Final Regional v la Final Nacional. El Canguro Matemético
es el concurso de matemidticas mds grande del mundo v participan anualmente més
de cinco millones de estudiantes de Europa, Canadd, Ecuador, Estados Unidos, Méxi-
co, Paraguay, Pakistin, Puerto Rico y Venezuela. La participacion es por estricta
invitacion de la Asociacidn Canguro sin Fronteras, euva sede estd localizada en Paris,

Qom

Francia, v el examen es elaborado por profesores de todos los paises participantes y
adaptado a las caracteristicas de cada pais.

Junto a estos eventos, llevamos adelante un programa nacional de entrenamiento de
estudiantes que comienza en el dltimo trimestre de cada afio, su finalidad es preparar
a los jovenes que competirdin en las olimpiadas internacionales antes sefialadas. Este
programa de entrenamiento se realiza en varias ciudades del pais con el concurso de
profesores v estudiantes de las siguientes universidades: UCY, USB, UNEXPO, UC,
LUZ, UPEL-IPC. UCAB, ULA, UCOLA ¥ el IVIC. Los estudiantes que participan
como entrenadores, son jovenes con experiencia en olimpiadas como competidores v
son ganadores de premios en estas competencias. De esta manera vamos conforman-
do una generacién de relevo que comparte sus conocimientos v experiencias con los
mievos estudiantes.

En el ano 2010 las competencias internacionales en las cuales participaremos se lle-
vardan adelante segiin el siguiente cronograma:

s Canguro. 18 de Marzo.

= XVI OMM. Mayo.

= XI OBM. Junio.

s XII OMCC. 25 de Mayo al 1 de Junio. San Juan de Puerto Rico.
= 51" IMO. 2 al 12 de Julio. Astana, Kazakhstan.

s XXIV OIM. Septiembre. Asuncidn. Paraguay.

Para mayor informacidon se puede consultar nuestra pdgina en la WEB:
http:/ /www.acm.org.ve

Una pequena aclaratoria sobre el calendario que usted tiene en sus manos. El mismo
ha sido pensado como un medio de promocién de las matematicas v pretende ser una
ayuda para las actividades de aula de maestros v profesores. Cada dia laborable de
la semana tiene un problema de matemidticas v al final se encuentran las respuestas
a los mismos. Es importante notar que en la parte superior de cada pégina, aparecen
las siglas, ORM u OJM, eso indica el nivel de los problemas que ahi aparecen,
Finalmente, la Asociacidn Venezolana de Competencias Matemiticas, como un home-
naje pistumo, quiere ofrecer este calendario al recuerdo del Dr. Didmedes Bércenas,
quien fallecid el pasado mes de Noviembre. Didmedes era Profesor Titular del De-
partamento de Matemsdticas de la Universidad de Los Andes y siempre fue un gran
colaborador de todas las actividades de nuestra Asociacion. Siempre lo recordaremos
como un excelente colega v gran amigo.

Rafael Sanchez Lamoneda

Escuela de Matemiticas. Facultad de Ciencias.
Universidad Central de Venezuela.

Julio Agosto Septiembre Octubre Noviembre Diciembre

1 | 44 veces, 2 |1 1| 901, 1 | 25. | 11. 84,
21T 3 | 62, 2| 26, 4 | 33 2 |19 2 |6
6 | 25. 4 | 5454. 3 | 108 grados. 5 | 3. 3| 63 3|0
7 |12 5| 20%. 6 |9 6 | 10. 4 | L G | 16.
& 090, 6 | No es posible. T | -5 T | 16 grados. 5| 4.5 7T | L
9 | 256 cm?, 9 | 45. 10, 8 | 28 5 | 33 8 | T
12 | 549120, 10| 5, 3, 11| 2. 9 % 9 | 1.
13 | 609, 1119 10| 72 grados, 13| 3. 10 | Ninguna. 10| 1.
14| 7. 12 | 5. 13| -2<ac<i 14 | 282, 11| 8. 13 | 12,
15 | 1050. 13 | 4. 14 | 62. 15 | 8. 12 | 54. 14 | 3.
16 | G. 16 | 1 hora. 15 | 43,5. 18 | 6. 15 | 53. 15 | 1.
19 | 168. 17 | 28. 16 | 6. 19 | 88. 16 | 21. 16 | 1.
200 31 18 | 3. 17| 9. 0| 2. 17 | 8. 17 | Ninguno.
21 | 24/3em?. 19 | 110 grados. 20 | 60 u. 21 | 121. 18 | -5. 20 | 4013,
22 | 7686 m®. 200 | 45, 21 | 17. 22| 2, 19 | 42. 21 | 0,011,
23 | 18,2, 23| 3 22 | 1. 25 | 39 22 (4 22 | 2025,
26 | by + 7. 24 | B8%. 23 | 133. 26 | GGO. 23 | 30 grados. 23 | 6560,
7| 6. 25 | 6. 24 | -6. 27| 4 24 | & 24 | Infinitas.
28 | 1005. 26| 36 grados. 27 | 15 grados. 28 | 24. 25 | 25 +nk 27 | 5.
29 | 998, 27 | 2268. 28 | 420%. 29 | 81. 26 | 1. 28 | 504.
30 % 3009y 6. 29 | 5. 29 | 156. 20 | 14.

31 | Goo. 30 | Disminuya 10 %, 30 -7 30| 6.

31| 640,






