Tema 6 Grado en Ingenieria Mecanica

TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

e Derivacion e integracién de funciones de una variable.

e Dibujo de curvas y programacion bdsica con Matlab.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

1. Saber comprobar si una funcion verifica las condiciones suficientes para que exista su
transformada de Laplace.

2. Obtener la transformada de Laplace para funciones continuas a trozos y de orden
exponencial, aplicando la definicién.

3. Calcular transformadas de Laplace utilizando propiedades y tablas.

4. Utilizar las funciones de Heaviside para definir analiticamente funciones continuas a trozos
y hallar su transformada de Laplace.

5. Hallar la transformada de Laplace de funciones periddicas.

6. Calcular transformadas inversas de Laplace, utilizando la descomposicién en fracciones
simples y propiedades.

7. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales, de coeficientes constantes, utilizando
la transformacién de Laplace.

TRANSFORMADA DE LAPLACE

- Definiciones

La transformada de Laplace es una herramienta Util para resolver ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes con valores iniciales. Con esta herramienta se transforman las ecuaciones
lineales no homogéneas en ecuaciones algebraicas que pueden resolverse por medios algebraicos.

Se utiliza también en sistemas de control para obtener la funcién de transferencia y predecir o
analizar el funcionamiento del sistema.

Definicién (Transformada de Laplace).- Sea f(t) una funcién definida para ¢ > 0 y tal que

f(t) = 0 para t < 0. Se llama transformada de Laplace de la funcidn f(t) a la funcién:

o0

L’[f] (s) = F(s) = ff(t)e’“dt

0
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siempre que la integral anterior sea convergente. Es decir, F(s) esta definica para los valores
s € R donde la integral sea convergente.

El proceso inverso de hallar f(t) a partir de la transformada de Laplace F(s), se denomina
transformacion inversa de Laplace. La integral que resuelve este problema es la siguiente:

a+ico

o [FW] = f0) == [ Fls)etdr

271

a—ioo

La resolucidn de esta integral requiere la aplicacién de técnicas de variable compleja por lo que en
la practica en el calculo de transformadas inversas se utilizardn Unicamente las propiedades y la tabla
de transformadas elementales.

Ejemplo: Si f(t) = ¢ siendo c una constante real, su transformada de La place es

-~ R TS
L‘[f](s) = F(s)= fceﬂtdt = 11315210 ce 'dt = IIELHC}OC 6_8 =
0 0 t=0
—sR
e K | B
R—oo | —g S S S

—sR

Nota: Observa que Il¥im e ™ es finito si s es mayor o igual a O pero como dividimos por s la integral

sera finita si s>0.

Ejemplo: Si f(t) = ¢" siendo a una constante real, su transformada de La place es

[e's] R (afs)t =k
at _—st . a—s)t . €
L‘[f}(s):F(S):fefe fdt:}%lllolo e )fdtzll?g?oa_s =
0 0 =0
(a,fs)R
= lim _ = ! a—s<0

R—oool g — g a—s s—a

. —s|R . . . e,
Nota: Observa que lim e(” ! es finito si a-s es menor o igual a 0 pero como dividimos por esta
R—00

expresion la integral sera finita si s > a .

Ejemplo: Si f(t) = t siendo c una constante real, su transformada de La place es

i tefsf/ 1 R t=R
g[fK fteistdt = hm te ¥'dt = lim |— _‘__fefstdt _
R—oo s s
’ 0 t=0
t —st 1 =R 1
= Jim |- -t =3 s>0
R—o0 s S o s
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Nota: Observa que lim e ** es finito si s es mayor o igual a 0 pero como dividimos por esta expresion
R—oo

la integral sera finita si s>0.

n Condiciones suficientes de existencia de la transformada de Laplace

Definicidn (Seccionalmente continua). Una funcién f(t) es

e seccionalmente continua en unintervalo cerrado [a, b} si es continua en todos los puntos

de dicho intervalo salvo en un nimero fintito de puntos donde la desigualdad es de salto
finito (existen limites laterales finitos pero no coinciden)
e seccionalmente continua para t > 0 si es seccionalmente continua en cada intervalo

de la forma [0, A] con A>0.

Ejemplo: La funcion f(t) = tg(t) no es seccionalmente continua. Las funciones trigonométricas,

seno, coseno, los polinomios, ... son funciones continuas, luego son seccionalmente continuas.

Definicion (Tipo exponencial). Una funcién f (t) es de tipo exponencial de orden « si existen

valores K, M constantes tales que: ‘f(t)‘ < Ke"parat > M (1)

Importante: Si una funcién es de orden exponencial a, con otro a1 > o también se verificard la
condicion (1), por lo tanto, el conjunto de todos los valores que verifican (1) estd acotado
inferiormente y la menor de sus cotas inferiores (valor infimo) se denomina abscisa de convergencia

de la funcién f(t).

Nota: El orden exponencial que se exige a la funcién solo se requiere a partir de un cierto valor de t

Nota: Las funciones mas habituales, tales como los polinomios, las funciones racionales, las funciones
trigonométricas, las funciones exponenciales y las funciones logaritmicas, son todas ellas de orden
exponencial.

Ejemplo: Por ejemplo, f(t) =

60

40

20

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



T6 B TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

TEOREMA (Existencia de la transformada de Laplace).- Sea f(t) una funcion definida para
t >0 ytal que f(t): 0 parat <0.Si f(t)

e esseccionalmente continua
e esde tipo exponencial de orden «a

entonces existe |la transformada de Laplace L’[f] (s) = F(s) paravalores s > «.

Ejemplo: La siguiente imagen representa una funcién que verifica las dos condiciones que impone el
teorema anterior.

Ll
K
L) -
"
_—-'_'_F'_'—‘-F
N et 7
il __‘——___‘I-___ f I|
e |~ 7 [
iy [/ \\ S |
i I i S |II
ll.' * = - - 0 |
- '-II .’__/' '\\
e N ’ .
__\-\‘_—_"-‘/-i——__
| Te——

Observa que ‘f(t)‘ <Ke" & —Ke< f(t) < Ke"

Ejemplo: Demostrar que la funcién f(t) =e” cos(3t)cumple las condiciones de existencia de

transformada de Laplace. Esta funcion es continua en toda la recta real y ademas es de tipo
exponencial ya que

‘e% cos (325)‘ < k=1L, M=0a=2

TEOREMA.- Si f(t) verifica las condiciones del teorema de existencia anterior, entonces la
funcion transformada F (s) tiende a cero a medida que s tiende a infinito, es decir

lim F(s)=0 .

§— 00

TEOREMA DE UNICIDAD.- Si dos funciones continuas, f(t) y g(t), tienen una misma

transformada de Laplace, F(s) paras > « entonces estas funciones son idénticamente

iguales, salvo quiza en puntos de discontinuidad.
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Como consecuencia de este teorema, se deduce que si f(t) es una funcién continua queda

determinada de forma Unica mediante la transformada inversa de Laplace.
Funciones definidas a trozos

Definicién (Funcion escalén o de Heaviside). Se define la funcién escalén para a >0 o
funcién de Heaviside de la forma siguiente

0 sit<a

U(t—a): 1 stt>a

Nota: También se puede denotar U(t — a) =U, (t)

Y

Esta funcién nos permite escribir funciones que se activa o desactivan a partir de un cierto instante
t. Por ejemplo, para considerar la funcion f(t) activa a partir del instante t=a, basta considerar

0 sit<a

f(ﬂ[f@——a)——{f(ﬂ o

Si se quiere que la funcién esté activa entre ay b, basta considerar

suli-a)-sete-s- 1) oS
ya que
0 sit<a
f(t)U(t—a)zlf(t> wisa f(t)U(t—b):Lc(t) ot
Ejemplo: Consideremos la funcién

20 s11<t<?2
flt)=12 si2<t<3
0 en otro caso

Podemos escribir esta funcion de la forma

2t 1<t<?2 2 2<t<3
f<t>:g(t)+h(t) g(t): 0 en otro caso h(t): 0 en otro caso
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Como

f(t):g(t)+h(t):2t[U(t—1)—U(t—2)]+2[U(t—2)—U(t—3)] =
=2tU(t—1)+(2-2t)U(t —2)—2U (t —3)

4 Calculo de transformadas de Laplace con Matlab

laplace(funcion)
Devuelve la transformada de Laplace de la funcién simbdlica®

syms t positive
f=t"2;F=1laplace (f)

ilaplace(funcién)

Devuelve la transformada inversa de Laplace de la funcion simbdlica.

syms s

Y=1/(s+1);y=1ilaplace (Y)
heaviside(variable)
Funcion escaldn

syms t

fplot (heaviside (t-2), [-2,2])

Ejemplo: Comprobar con Matlab las siguientes transformadas

ft) = £ [F(s)] F(s) = £[ (1)
1 1 , §>0
S
t" Z:l, s>0, n>0
ﬁ g 573/2, §>0

! Recuerda que para utilizar calculo simbdlico en Octave debes cargar el paquete symbolic-win-py-bundle-2.2.2 y
cargarlo tecleando
>> pkg load symbolic
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-1
ft)=£" [F(s)] F(s) = £[f®)]
1
;7? \/;;-S*VZ, >0
at 1
e , §$>a
s—a
sen at % s5>0
s° +a’
cos at — 5 s>0
s° +a’
2as
tsen at m, s>0
s’ —a’
tcos(at) m; §>0
b s—b
, §>0
e cos(at) (5—b)2+a2

A modo de ejemplo se comprueba la fila 1y la fila 2

syms t

disp('fila 1'")

F=laplace (heaviside (t))

$heaviside (t) es la funcidén escaldn unidad
disp('fila 2 para n=2")

F=laplace(t"2)

disp('fila 3'")

F=laplace(sqgrt(t))

Propiedades

Propiedad 1 (Linealidad).- Sean f(t) y g(t) tales que L’[f(t)] existe para s > o y L’[g(t)]
existe para s > «,,ysean ay [ constantes reales cualesquiera, entonces

S[A Ft) + pg (t)] = Ag[f()] + w:[g(t)}, Vs> a,

siendo o, = mdx {al, a2}

at —at

Ejemplo. Calcular la transformada de La place de la funcién f(t) =Ch (at) = GT (coseno

s > a|. Aplicando la linealidad

hiperbdlico) sabiendo que S[e‘”} =
s—a
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1 u 1 u 1 1 1 1
S[Ch(at)]z;ﬂ[et}—i—gﬂ[e t} 25 PR TTa = 2 jaZ s>a
Es decir,
S[Ch (at)} = 2 jaQ s>a fv 2 ja2 = Ch (at)
Ejemplo. Calcular la transformada de La place de la funcién f(t): Sh(at) = e —e” (seno
hiperbdlico) sabiendo queﬁ[e“t} = s > a . Aplicando la linealidad
s—a
1 u 1 u 1 1 1 1
S[Sh(at)IZES[et]—ES[e t} 25 . 2 o = 2 i(f s>a
Es decir,
S[Sh(at)] = E i(f s>a iV K iaQ = Sh(at)

) . 14 cos <2t> .
Ejemplo. Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) = cos’ (t) = 5 sabiendo
queﬂ[cos (at)] = KpE s > 0. Aplicando la linealidad

1.1 s s +2

+— s>0

s 2 82-1—4:3(32—1—4)

Q[COSQ (t)] - %EM +%£[cos (Qt)} = %

Propiedad 2 (Multiplicacién por la exponencial).- Si @ es un nimero real cualquiera,
S[e“f(t)](s) = Q[f(t)](s - a) = F(s - a), Vs>a+a

siendo « la abscisa de convergencia de f(t) .

Ejemplo. Calculamos £ e cos(at) y £ ebtsen(at) sabiendo que
Q[COS((M&)}:F(s):52_1_;(12 s>0 S[sen(at)]zG(s):f;;aQ s>0
Aplicando la propiedad anterior
S[ebt cos(at)} = F(s - b) gle” cos (at) = # s>b
(s — b) +a’
S[ebtsen (at)} = G(s - b) cle’'sen (at) = + s>b
(s — b) +a’
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Importante. Observar que del ejemplo anterior se deduce que

- —b ~ ,
iV (S_Sb)ﬁ =¢" COS(CLt) iV (s - b;? +a2 =¢''sen (at)
Ejemplo. Calculamos £ ethh(at) y L "' Sh (at) sabiendo que
Q[Ch<at>}:F(s):52ja2 s>a Q[Sh(at)]:G(s):gia? s>a
Aplicando la propiedad anterior
£le"Ch(at)| = F(s—b) gle"Chat) = o)
(s - b) —a
bt bt a
£le"'Sh(at) = G (s —b) £|e" Sh(at)| = e
(s-2)
Importante. Observar que del ejemplo anterior se deduce que
_ —b , - ,
g ; _‘2)2 —= ¢"'Ch(at) g - b‘)ﬁ —= ¢"'Shat)

Propiedad 3 (Traslacion en el tiempo).- Si ¢ es cualguier nimero real positivo, se verifica
S[U (t - c) f(t— c)} = eicsﬂ[f(t)] =e 'F (s), Vs> a

siendo o la abscisa de convergencia de f(t) .

Es importante darse cuenta que la funcion g(t) = U(t - c)f(t —¢) consiste en la traslacion de la

funcion f hacia la derecha anulando la funcién a la izquierda de t=c.

Ejemplo: Considerando la funcién f(t) = t* +1, se dibuja en azul la grafica de la funcién y en rojo
la funcion g(t) = U(t — 2)f(t —2).

t=0:0.01:5;
f=inline('t.”2+1")
plot(t,f(t),t,heaviside(t-2).*f(t-2))
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Ejemplo. Aplicando esta propiedad, teniendo en cuenta que se calculé como ejemplo en la sesidon

67(18
s> al.

anterior 2[1] = 1 s> 0| se obtiene que: S[U(t — a)] =—
s s

Ejemplo. Calcular la transformada de Laplace de la funcién definida a trozos siguiente:

f(t) 2t —2 1<t<?2

0 en ofro caso
Escribiendo la funcion a partir de la funcién escalon se tiene:
ft)=(2—2)U(t—1)—(2t—2)U(t-2)
Para aplicar la propiedad consideramos la funcién escrita de la siguiente manera:
fle)=2(t-1)U(t—1)-2(t-2+1)U(t-2)=
=2(t—1)U(t—1)—2(t—2)U(t —2) - 20t - 2)
Por lo tanto,
s[f(t)} - 2[2(t ~1)U(t—1)—2(t—2)U(t—2)—2U ¢ —2)] -
=2g|(t-1)U(t-1)|-2 g[(t-2)U(t —2)| - 22U (t -2)| =

—2s _9s s
a0 o420 gl -2t = o 22
S S S

Propiedad 4 (Derivacién de la transformada de Laplace).- Si F(s) = S[f(t)] entonces,
S[t f(t)] =—F(s)

y, en general, S[t"f(t)} = (—1)" F(s)

Propiedad 5 (Integracién de la transformada de Laplace).- Si F(s) = S[f(t)J y existe
f(t) f(t)

lim ——= entonces, £|—=
t—0" t

= f F(z)dz siempre que esta integral sea convergente.
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Propiedad 6 (Trasformada de la derivada).- Si la funcién f(t) y f'(t) son continuas y de tipo

exponencial para ¢t > 0, entonces
S[f'(t)l = sF(s)—f(O), s>«
donde F(s) — S[f(t)} .Si f noes continua, pero existe f(0") = lim f(z) se verifica
z—0"

z:[f'(t)] =sF(s)— £(0), s>a

Ejemplo. Vamos a calcular la transformada del coseno a partir de la transformada del seno

S[sen(at)] = G(s) = 2 iaz §>0
E[cos(t)] = 2[(86% (t))'l = sﬂ[sen (t)] — sen (0) = E j_ !

Importante: Esta propiedad se puede generalizar si las derivadas sucesivas son continuas y de tipo
exponencial. Asi, por ejemplo,

el @] = sl @] £1(0) = s(se[®] - £(0)) - £(0)

s[f"(t)] = 52 [f()] - sf (0) — £'(0)

e[ o] = selr ] = 1(0) = s{e[ o)) - s (0) = 7'(0)) - (0] =

s[f'"(t)] = s"2[f()] - 5 (0) - s (0) - £(0)

y asi sucesivamente dando lugar a la siguiente propiedad.

Propiedad 6 generalizada.- Si y(t) y sus n primeras derivadas son continuas y de tipo
exponencial para ¢ > 0, entonces

S[y("} =s"Y (3) —s"y (0) — 5"y (0) — s"‘Sy”(0> — ... —sy? <0) — gyt (0)

Donde se ha utilizado la notacion, Y(s) = S[y(t)]

Propiedad 7 (Trasformada de la integral).- Si existe S[f(t)] para s > a > 0 , entonces

t

f f(z)dx

0

L

1
:gF(s), s>

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Propiedad 8 (Escala).- Si F(s) = S[f(t)] para s > «, entonces para cualquier constante

real a > 0, se verifica
S[f(at)] = lF[i], Vs> a
a \a

Demostracion:

[o@]

ol Tt v

0

Propiedad 9 (Transformada de funciones periddicas).- Si f( ) tiene periodo T, se cumple

T

L f e f(tydt, Vs> a

—Ts
1—e 0

£l =

Definicion (Convolucién).- Se define la convolucidn de las funciones f(z) y g(z), como la

funC|on f*g ff

Propiedad 10 (Convolucidn).- La convolucion de dos funciones verifica

Lf + gl = Lf@®)]- Llg(B)] = F(s)- G(s)

n Teoremas

A continuacidn, se enuncian dos teoremas que, junto con las propiedades anteriores, son de uso
frecuente en el calculo de transformadas de Laplace.

TEOREMA DEL VALOR INICIAL.- Si f(t) y f'(t), admiten transformada de Laplace, entonces

se podra obtener el valor de f(t) en el origen a partir de F(s) como,
lim f(t)= f(0") = lim sF(s)
t—0" 5—00

siempre que exista lim sF(s) .

§—00
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TEOREMA DEL VALOR FINAL.- Si f(t) y f'(t), admiten transformada de Laplace es posible
obtener el valor de f(t) en el infinito a partir de F (s) , COMo

lim f(t) = lz’ng sF(s)

t—o00 55—

siempre que exista lim f(t) .
t—o00

Aplicacion: Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que vamos a resolver mediante transformadas de Laplace
son ecuaciones lineales con coeficientes constantes y con condiciones iniciales (problemas de valor
inicial). Es decir, que, en general, se tendra una ecuacion diferencial del tipo

dn y dn71 y dnf? y dy f( ) R
a —+a +a +...+a—+ay=J(1), a, €
n d tn n—1 d tnfl n—2 d tn72 1 dt Oy i

y se buscard la solucién y(t) de la ecuacion para t >0, que satisfaga las "n " condiciones iniciales

La importancia de la transformada de Laplace en la resolucién de este tipo de ecuaciones se basa en
gue, mediante su aplicacién, una ecuacién diferencial se transforma en una ecuacion algebraica.

La generalizacion de la propiedad 6, enunciada anteriormente, marca el camino para esta
transformacion.

El método consiste en:
1. Aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion diferencial.
2. Utilizar la propiedad 6 generalizada.

3. Despejar la transformada Y(s).

4. Finalmente calcular la transformada inversa de Y(s), para obtener la funcién solucién y(t)

Este mismo método se puede aplicar a la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes. Al aplicar transformada de Laplace, estos sistemas quedan convertidos
en sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, cuya resolucidén proporciona las transformadas de
Laplace de las funciones incégnitas.

Ejemplo. Resolver utilizando transformadas de Laplace, el siguiente problema de valor inicial:

y'+y=U(t—1)
y(0)=y'(0) =0

Siguiendo el procedimiento anterior, se seguirian los siguientes pasos:

1. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial

(v")+2(o) = o[t 1)
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2. Llamando Y(s) = S(y), y teniendo en cuenta que

ly" ()] = s"£[y(t)] — sy(0) — y'(0) = Y (s) g(u(t-1))=°

Se tiene

3. Despejando Y(s)

T

4. Finalmente, calculando la transformada de Laplace inversa se tendra la solucion de la
ecuacion diferencial

N e Rl ARt

y(t)=U(t—1)-U(t—1)cos(t 1)

18

16

14

12

08

06

04 r

02

La importancia de la transformada de Laplace en la resolucién de este tipo de ecuaciones se basa en
que, mediante su aplicacion, una ecuacién diferencial se transforma en una ecuacion algebraica.

La generalizacién de la propiedad 6, enunciada anteriormente, marca el camino para esta
transformacion.

Propiedad 6 generalizada.- Si y(t) y sus m primeras derivadas son continuas y de tipo
exponencial para ¢ > 0, entonces

L [y“‘] =s"Y (s) — 5"y <O> — s"‘2y'<0) — "y (0) — ... —sy"? (O) — gy (0)
Donde se ha utilizado la notacion, Y(s) = £[y(t>]

El método consiste en:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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e Aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion diferencial.
e Utilizar la propiedad 6 generalizada.

e Despejar la transformada Y(s).

e Finalmente calcular la transformada inversa de Y(s), para obtener la funcion solucién y(t)

Este mismo método se puede aplicar a la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes. Al aplicar transformada de Laplace, estos sistemas quedan convertidos
en sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, cuya resolucién proporciona las transformadas de
Laplace de las funciones incdgnitas.

n Aplicacién: Resolucién de ecuaciones integrales

Una ecuacidn integral es aquella en la que la funcidon incognita f(t) se halla bajo el signo integral.
Consideraremos, entre otras, ecuaciones integrales de la forma siguiente

t

F(t) = o(t) + [Flu)N(t = u)du

0

donde f(t) es la funcion buscada, mientras que g(t) y N(t) son funciones conocidas.

El método de resolucion consiste en aplicar transformadas de Laplace a ambos lados de la igualdad
anterior y utilizar la propiedad de la convolucién. De esta forma se despeja la transformada de la

solucioén, para finalmente obtener f(t), aplicando la transformada inversa de Laplace.

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUNCIONES GENERALIZADAS

n Funcion delta de Dirac

Definicion (Funcién Delta de Dirac).- La funcién impulso unidad o delta de Dirac §(t —c¢) se

define como aquella que verifica las dos propiedades siguientes:
0 st t=c

a) H(t—c)=

00 st t=c

b) fé(t—c)dtzl

Modelizacién de la funcién Delta de Dirac:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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6(t) = lim f(t,a) Ad(t)
a—0 —t
donde E :

1/20  sif|<a S I

t,a) = S

A a) 0 St ‘t‘za r T o

[sSIE R

PROPIEDAD 1.- Si se denota por U(t — ¢) a la funcién escalén unidad se tiene

St—c)=U'(t—c)

PROPIEDAD 2.- Las funciones generalizadas ( en particular la funcién delta de Dirac y sus

derivadas) pueden sumarse, restarse y multiplicarse por constantes.

También es posible el producto de una funcién ordinaria por una generalizada:

&t — e)f(t) = FO)&(t — ¢) = f(c)8(t = ¢)

siempre que f seacontinuaen f=c.

PROPIEDAD 2 generalizada.- El producto de una funcién ordinaria por la derivada de orden

n de la funcién delta, es de la forma

7

FO8"(t—c) =3 (-1 [Z] 8t —0)  n=123...

k=0

siempre que f, f', f”,...,f" sean continuasen t = c.

PROPIEDAD 3.-
i) Sia<b,a=cyb=c,entonces

81 o

’ B _ 1 st a<c<b ! (nis _ _
8(t — c)dt 0 0" (t—c)dt =0 n=123,...

i) Sia<c<by f"(t) escontinuaen t = ¢, entonces

f FO8"(t—c)dt = (—1)"f"(c) n=123,...

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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PROPIEDAD 4 (Filtro).- Si f es continua en un intervalo que contiene a ¢ = ¢, entonces

ff (¢ — c)dt = f(c)

PROPIEDAD 5 (Convolucién).- Si f es una funcion ordinaria,

Sht—c)x fit) = fO) 6"t —c)= f"t—c) n=0,12,...
Ademas
5™t — c,) * 6™ (t— c)— M (¢ — ¢ —¢c) n,n =012..

— L6(t)

i

PROPIEDAD 6.- Si a = 0, (at)

m Transformada de Laplace de funciones generalizadas

Resulta interesante conocer la transformada de Laplace de las funciones generalizadas para aplicar
los resultados al método de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.

En el apartado anterior se han visto la definicion y propiedades de la funciéon delta de Dirac.
Aplicando la propiedad de filtro y suponiendo que ¢ > 0, se deduce

( t—c) jét—c dt—f §(t—c)dt=e"
0

Si ¢ = 0, se obtiene

y, en general
S( "(t—rc ) f " (t—c)edt = (—1)"(=s)"e ™ =s"e™, >0, n=0123,...
0

Cabe sefialar que en el contexto de las transformadas de Laplace, las funciones se toman definidas
para t >0, por lo cual la constante de traslacion ¢ debe ser no negativa, como hemos indicado

arriba. Con frecuencia consideraremos las funciones definidas en toda la recta real, multiplicandolas

por la funcion escaldn unitario U(t) para que se anulenen ¢ <0.

Contando con estas nuevas transformadas y utilizando las propiedades de la transformada de
Laplace podremos encontrar transformadas inversas de polinomios y de polinomios multiplicados

por el factor e ™, como puede verse en la tabla de transformadas.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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n Funcion de transferencia de un sistema

Supongamos que la siguiente ecuacién diferencial sirve de modelo de funcionamiento de un sistema
de ingenieria sencillo

dy(t
%er(t):f(t) w0 =y,

en esta ecuacion diferencial f(t) representa la sefial de entrada del sistema e y(t) es la sefial de

salida, o respuesta del sistema. Por razones de mayor simplicidad vamos a considerar que las
condiciones iniciales asociadas con la ecuacion diferencial son nulas, es decir que y(O) =0.

Tomando transformadas de Laplace en la ecuacion anterior obtenemos
sY(s)—y, +Y(s)=F(s) = (1+s)Y(s)=F(s) con y (0) =0

luego

Definicidn (Funcion de transferencia de un sistema).- La funcion G (s) se denomina funcion

de transferencia del sistema. Se trata de la transformada de Laplace de la sefial de salida
dividida por la transformada de Laplace de la sefial de entrada

INTRODUCCION A LA TRANSFORMADA DE FOURIER

n De las series de Fourier a la Transformada de Fourier

El objetivo de esta parte del tema es conseguir una representacién en senos y cosenos de una
funcion NO PERIODICA f(z), definida en R .Para ello nos apoyaremos en la serie de Fourier de una
funcion periddica, estudiada en Célculo I.

Se busca una representacion de Fourier de la funcidn no periddica, f(z), definidaen R . Paraello,
se considera una funcién periddica, fp(a:), de periodo T = 2p, que admite desarrollo en serie de

Fourier y tal que:

a) f,(x)=f(z) para = €|[-p,p] b) lim f (z) = f(=)

p—00

La condicién b) es la clave para la solucidon del problema, ya que partiendo del desarrollo de Fourier
de fp (z) y haciendo tender p a infinito, la serie de Fourier se convertird en “una aproximacién” de

en términos de senos y cosenos.
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Ejemplo: Se busca una representacion de Fourier para la funcién no periédica:

1 si —1<z<l1
M) = 0 si ‘x‘zl

Se parte de la funcién periddica siguiente, de periodo T' = 2p :

0 si —p<z<-—1
fp($): 1 si —1l<z<1
0 si I<zx<p

cuya serie de Fourier es:

2 SN sen nw

COS nwx, W =

Jr(x)

S ()

4y ]
T
o
=
1
=]

f,(x) 05

T

]
=]
1

o

=]
o
T

f(x) 2p=Infinito

0 1 I
40 -1 40

Comparando las graficas de f(z) y de fp(a:) para valores crecientes de p, se observa que cuando p
aumenta, la gréfica de fp se aproxima mas y mas a la grafica de f, cumpliéndose que cuando
p—oo, f,—=f.

SegUn esto, parece licito intentar obtener una representacion de Fourier de f, partiendo de la serie

de Fourier de f,(x) y haciendo tender p a infinito.

Calculando el limite en este ejemplo, se obtiene

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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. .11 2 SRsennw
lim f (z)= lim —+—Z cosnwr| =
p—oo P p—| D p,— nw nw=w,
Aw="
p
o
.2 gasenw 2 rsenw
= lim |= cosw x Aw = = coswz dw = f(x)
poooIT T W, " Ver observacion 0 w

OBSERVACION: El hecho de que cuando p crece, las frecuencias de los términos de la serie de Fourier
se agrupen mas y mas, mientras que los coeficientes se hacen mas pequefios, indica que cuando
p — 00, esta serie considerada como funcion de p, es en realidad una suma de infinitésimos cuyo

limite es una integral.

Esta integral es la representacion de Fourier de la funcion no periddica f(z), y recibe el nombre de
Integral de Fourier de f(z).

En el siguiente teorema se recogen las condiciones bajo las cuales se verifica que

f(z) = lim fp(z) = lim [serie de Fourier de fp(:c)]

p—00 p—00

y se expresa el valor del limite.

TEOREMA (Integral de Fourier).- Si f(z) es absolutamente integrable en R y cumple el
criterio de Dirichlet en cualquier intervalo finito [a, b] del eje OX, entonces f(x) se puede

representar mediante la integral de Fourier, verificdandose
[e'¢)

f(z) = f[a(w) cos wz + b(w) sen wz] dw
siendo, 0

a(w) = % 7 f(z)cos wz dzx b(w) = % 7 f(z)sen wz dzx

Ademés, la integral de Fourier obtenida converge a f(z) donde la funcién es continua , y

f@™) + f=")
2

converge a en los puntos de discontinuidad.

La expresion de la integral de Fourier escrita en el teorema anterior se conoce como “forma
trigonométrica” o “forma real” y tiene un gran parecido formal con la serie de Fourier para una
funcién periddica de periodo 2.

Resulta inmediato comprobar que si f(z) es par, entonces b(w) = 0 y si f(z) es impar, entonces
a(w)=0.

Sin embargo, la forma habitual de expresar la integral de Fourier es la forma compleja que se escribe
a continuacion:
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siendo,
Clw)= 1 7 f(x)e ™" dz
S or e

Resulta sencillo demostrar que se verifica la siguiente relacion entre el coeficiente complejo C(w),
y los coeficientes reales de la integral,

a(w) —ib(w)

Clw) = 5

Transformada de Fourier

Supongamos que una funcién f(z) es regular a trozos en un segmento finito cualquiera del eje OX
y absolutamente integrable en todo el eje.

Definicién (Transformada de Fourier).- Se llama transformada de Fourier de la funcion f(x)
a la funcion:

o0

Flw)= Flf@)]= [ f@)e " de

—00

OBSERVACION: El coeficiente complejo de la integral de Fourier y su Transformada de Fourier estan
relacionados por una constante:

C(w) = %F(w)

Definicion (Transformada inversa de Fourier).- Se llama transformada inversa de Fourier de
la funcion F(w) a la funcién:

OBSERVACION: La transformada inversa de Fourier de F(w) es la integral de Fourier de f(x) .

m Espectros de amplitud y de fase

Definicién (Espectro de amplitud).- EI espectro de amplitud de f(x), es la grafica del

modulo de su transformada de Fourier, |F(a))|, frente a la frecuencia @.
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Este espectro es una curva continua, cuyo valor en cada frecuencia w, mide la contribucién de esa
frecuencia al valor de la funcion. Asi como la serie de Fourier descompone una funcién periddica en
un conjunto discreto de ciertas frecuencias (multiplos de la fundamental), la transformada de Fourier
proporciona una resolucién en frecuencias continuas de una funcién no periddica.

IMPORTANTE: El espectro de amplitud de una funcién real es siempre una funcion par y tiende a
cerocon @.

Definicion (Espectro de fase).- El espectro de fase de f(xz), es la grafica del argumento de
su transformada de Fourier, "arg F(w)", frente a la frecuencia w .

Recordemos que, siendo F(w) una funcion compleja (de variable real), es posible expresar su
ecuacién en forma exponencial:

Los espectros de amplitud y de fase caracterizan a f(x) en el dominio de la frecuencia.

Hemos visto que el estudio de una funcién en el dominio de las frecuencias requiere el calculo de su
transformada de Fourier. Sin embargo, el calculo, tanto de transformadas como de transformadas
inversas, a partir de la definicion, conduce en la mayoria de los casos a integrales inviables.

Por ello, se dan a continuacién las propiedades basicas de la Transformacion de Fourier, que junto
con las tablas, permiten calcular de forma sencilla, las transformadas de un buen numero de
funciones, sin tener que recurrir a la definicion. Las tablas de transformadas estan al final del
resumen teorico.

Propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad 1 (Linealidad).- La transformacion de Fourier (), es un operador lineal, es decir,

§|af(@) + Bg(z)| = aB[f(@)] + B5[9(x)] con o, BER,

Propiedad 2 (Acotacién).- Si F(w) es la transformada de Fourier de una funcién f(z),
integrable absolutamente en todo el eje real, entonces F(w) es una funcién acotada.
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Propiedad 3 (Traslacion en el tiempo).- Sea f(z) una funcién que admite la transformacién
de Fourier y h un nimero real. Entonces la transformada de la funcién desplazamiento de

Mo =J@=h) oo 3t)=e“5(f)

f(z) , definida por la ecuacion

Propiedad 4 (Traslacion en la frecuencia).- Sea f(z) una funcidon que tiene como
transformada de Fourier F(w) y h un ndmero real. Entonces:

§|e™f@)| = Flw—h)

Propiedad 5.- (Transformacién de la derivada).- Supongamos que f(z) tiene derivada f(x)
también absolutamente integrable en todo el eje OX de tal forma que f(x) tiende a cero
cuando | x | tiende a e. Entonces

§[F@)]|= [ f@e ™ do = iw§|f(a)

—00

Propiedad 6 (Derivada de la transformacién).- Supongamos que f(z) y zf(x) son funciones
absolutamente integrables en todo el eje OX. Entonces la transformada de Fourier de la
funcion f(z)

o0

Fw)= ff(x)e_iwxdz

es derivable y ademas

Propiedad 7 (Simetria).- Sea f(z) una funcién que tiene como transformada de Fourier

F(w), entonces: g[F(x)] =271 f(—w)
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Propiedad 8 (Escalado).- Sea f(z) una funcidn que tiene como transformada de Fourier

F(w), entonces: S[f(ax)] — l‘F[ﬂ]

riE
Propiedad 9.- (Convolucién).- Sean F(w) y G(w)las transformadas de Fourier de las

funciones f(z) y g(z), respectivamente. Entonces 13"(]‘ * g) = S(f) : 3(9)

Es decir, la transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones es igual al producto de las
transformadas de Fourier de las funciones que se someten a la convolucion.

Definicién (Convolucién).- Se define la convolucién de las funciones f(¢) y g(¢), como la

funcion f*g ff t—u) U

Ejercicios propuestos

Estudiar si las siguientes funciones

f (t) verifican las condiciones suficientes de
, ] Calcular las transformadas de Laplace
existencia de la transformada de Laplace.

. . . . +
Obtener, siempre que sea posible, la abscisa de de las siguientes funciones definidasen R™y

comprobar los resultados con Matlab:
. a) f))=1  b) f(2)=Ulz—a)
2) () = { 0 s« t<0 O fz) = e d) f(z) = o

convergencia de f(t) .

1 s 120 e) f(z) = cosazx f) f(z) = senaz
0 si t<0 Comandos de Octave/Matlab para el célculo de
b) f(t) = { sen(at) si t>0 transformadas y transformadas inversas de
- Laplace:
0 s t<O0 Ejemplo de calculo de transformada de Laplace
c) f(t) = [ 23 si >0 f=sym('x"3"'); F=laplace(f)
o también
0 si t<0 syms x; F=laplace (x"3)
d fO) =1 .. , meZ’ Ejemplo de célculo de transformada inversa:
[ t"si >0 } syms s; f=ilaplace (1/(s"2+1)/(s+1))
Solucién Solucioén:
En los cuatro casos, las funciones verifican las e "’
condiciones suficientes de existencia de la a) F(s) s b) F(S) Ty
transformada de Laplace. La abscisa de
. . 1 2
convergencia toma los valores siguientes: c) F(s) = d) F(s) ==
a)a=0 b)a=0 ¢ a=-3 s—a 8
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3
- Sea f(t) la funcién cuya gréfica

muestra la figura. Definir dicha funcién
utilizando las funciones salto o funciones de

Heaviside U (t — c). Hallar la transformada de

Laplace de f(t) aplicando la definicién de

transformada. Comprobar el resultado con
Matlab.
fit)

Solucién

f(t)=(t=1)-U(t-1)+(1-t)-U(t-3)

4
- Aplicando las propiedades de las

transformadas de Laplace junto con la tabla de
transformadas, hallar la transformada de

Laplace de las siguientes funciones f (t) :

a) cos [% b) Sh(3t) = u
c) Ch (5t) d) e -sen (2t)
e) sen %] f gs(,?t)
o
Solucion:
4 3

ST P

I _ 2
VIl =55 IFE)= (s+1) +4
e) F(s)= f)F(s):L

95" +4 (s+5) +49

4
- Calcula la transformada de Laplace de

las siguientes funciones:

(@ U(t) (b) U(t—a

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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0 <3
(C)f(t):[z 3<t

3 0<t<?
@ 1(t)=1, )<t
_1 2<t<3
(€) f(t)_ 0 en otro caso

0 2r <t

Solucion:

1 e "™ 273
(a) — (b) (c)

s s s

1 _ 6—29 1 6727rs
d) 3 ) —
s s +1

5
- Calcular las transformadas inversas de

Laplace de las siguientes funciones F(s) y

comprobar los resultados con Matlab:
1 2 3
b

(a) c) —
s—3 3s+5 s(s + 3)
d) 1 . —254+6
$* +64 s +64
1 623
() (g)
s (32 + 4) 5—3
6735 eﬁs
(h) ———— (i)
(s—l)(s—?) s +s
Solucién
3t 2 —5t/3 3t
(a) e” (b) 3¢ (c) 1—e
1 6
(d) gsenSt (e) —2cos2t+ gsenSt

(f) i(l — cos 2t) (g) U (t - 2) eg(tfz)

M U(t—1)-U(t- 1)6’("’1)

H Calcular las transformadas inversas de

Laplace de las siguientes funciones F(s) y

comprobar los resultados con Matlab:

Universidad de Cantabria
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3 s+3 1
(s—2)(s+1) sT—2s+9
—3s
g 2s : d) e : o) 10 :
(52_|_1) 5 (s+2)
25+ 3 3
> 99—
s +6s+13 s(s” +4)
(s+3) (s+3)e”
i
s(s* +1) s(s* +1)
(s+3)e ™
) -
s(s* +1)
Solucién
a) f(t): e 'Jrée?'
3

) 0= <4 30l
<

t) B2

f) f(t) =e {2cos 2t fgsen%

g)ﬂgzggfmwg

): (3—3cost+sent)
) f(t)=U(t-
)
f(t) = U(t—2)(3—3cos(t—2)+sen(t—2))

7
- Resolver las siguientes ecuaciones y

sistemas de ecuaciones diferenciales:
a) z"+2x'+5x =1, siendo las condiciones

iniciales x(O) = :1:'(0) =0
b) £"'—2z"+ 3x'— 62 = 4¢, con las
condiciones iniciales

z(0)=2'(0)=0; 2"(0)=1/6
c) x"+4x = f(t) , con las condiciones iniciales

:1:(0) = x'(O) = 0 siendo

7T)(3+ 3cost—sent)

0 0<t<5
t—5
f(t)= — 5<t<10
1 t>10

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

d) x"+z = f(t) , con las condiciones iniciales
z(0) =0, 2'(0) =1 siendo

t/2 0<t<6
f(t>:{2 t>6

, con las condiciones

|

z'(t) = 2z — by
y'(t) =z -2y

iniciales 2(0)=1; y(0)=0

Solucién

a) x(t) = é{l —e! {cosZt +%sen2t

b) :E(t) = %e” +%COS\/§t +
V3 1

+—sen\/§t—2t——;
9 3 3

z(t) = 410 [2(t —5) —sen(2(t —5))]U(t —5)-
—4%[2(15 ~10) —sen(?(t—lO))}U(t—lO) -
d) :L'(t) = %[t + sent —

—(t—ﬁ—sen(t—ﬁ))U(t—G)]

e) x(t):cost+2sent ; y(t):sent

n Una masa que pesa 32 g. se encuentra

sujeta al extremo de un resorte ligero que se
estira 1 m. cuando se le aplica una fuerza de 4
kg. Si la masa se encuentra en reposo en su
posicidon de equilibrio cuando t=0y si, en ese
instante, se aplica una fuerza de excitacion
f(t) = cost que cesa abruptamente en

t = 2w s, determinar la funcién de posicion de
la masa en cualquier instante, si se permite a la
masa continuar su movimiento sin
impedimentos.

Teniendo en cuenta la ley de Hooke, la ecuacién
gue modela la posicién de la masa m es

cost 0<t<2mw

"4 A =
X 0 t>2m

Solucion:

Universidad de Cantabria



isen2t 0<t<2m

X(t) = ltsent —isen2t +
4 16 t>or

—&-itcos% —3—7Tcos2t
16 8

n Un circuito RLC, con R =11012, L=1H

y C=0.002F tiene conectada una bateria de 90V.

Supongamos que en t=0 no hay corriente en el
circuito ni carga en el condesador y que, en el
mismo instante, se cierra el interruptor por 1
seg. Si al tiempo t=1 se abre el interruptor, y asi
se conserva, encontrar la corriente resultante
en el circuito.

Nota: Aplicando las leyes de Kirchhoff, la
ecuacion que modela el circuito es

t
I“+110[4——;L—1f]dt::E siendo
0.001J

B =90(u(t) —u(t 1))

Solucién:

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA 7

—10t —100t

e —e 0<t<1
I(t) = (l_elo)e—w _ (1 _eloo)e—lom t>1

10
- Una droga entray sale de un érgano de

volumen v c¢m’ aunatasade aem’ / seg,

donde v,y asson constantes. Supongamos

que, en el tiempo t=0, la concentracion de la
droga es 0y tras administrarla, dicha
concentracién aumenta linealmente hasta un

maximo de K en el tiempo ¢ = ¢ en el cual el
proceso se detiene. Determinar la

concentracién de la droga en el 6rgano en todo
instante y su maximo valor.

Solucion: Para t < it se tendra

x(t):?_% 1—6_% LSit>t,
«
z(t) = ge*ﬁ +[ _g]e%(”“)

Test de autoevaluacion

Estudiar si la funcién f(t) = U(t)e‘”

verifica las condiciones suficientes para que
exista su transformada de Laplace vy, si existe,
elegir la abscisa de convergencia correcta para

ft):

A)  Laabscisa de convergencia de f(t) es
a=-3.

B)  Laabscisa de convergencia de f(t) es
a=0.

Q) La abscisa de convergencia de f(t) es
a=3.

D) Ninguna de las anteriores.

2

Hallar la transformada de Laplace de la
fundien £ 2 s 0<Zt<h
aneen AT 6 s t>5 ’

utilizando las funciones de Heaviside para
definir f(t) y, posteriormente, la tabla de
transformadas:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

—5s

A Fs) =249

s s
B F(s)=242¢

s s
0 Fls)=24%

s s
D) Ninguna de las anteriores.

Elegir la respuesta correcta para definir
el cardcter convergente o divergente de cada
una de las siguientes integrales:

00

I= fe" sen 2tdt ; J = fte"’ cos 3tdt
0

0

A) Las dos integrales divergen.

B) | es divergente y J converge a -8
100

C) | es divergente y J converge a _—1
100

D) Ninguna de las anteriores.
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4

Sabiendo que la transformada de

Laplace de la funcion f(t) es

F(s)z ‘5 + 205 , hallar la funcién f(t)
s+4 $+9

A) f(t) = 5cos2t 4+ 20sen 3t
B) f(t) = 5sen2t +20 cos 3t

C) flt)= gsen 2t +20cos 3t
D) Ninguna de las anteriores
5
Sabiendo que la transformada de
Laplace de la funcién f(t) es F(s) = L,
(s +1)°

sefialar cudl de las siguientes funciones es la
transformada de Laplace de la funcién

Ut —2)f(t—2):

2
A) Gls)=F(s—2)= -
( ) ( ) (S _ 1)3

B) G(s) = 2 —e

(s +1)°
C) G(s) = Le%

(s +1)’
D) Ninguna de las anteriores.

6
La transformada de Laplace de la

t
funcion f(x3 +sen2z)dr es:

0

A) F(s)=— , >0
s 5(52 —|—4)
6 2

B) F(s)=—+ , §>0

®) st 44

3 2

0 Fls)l=—4+—"—, 5>0
s° s(s2 +4)

D) Ninguna de las anteriores.

Sin calcular f(t), determinar f(0") y

f(c0), sabiendo que la transformada de

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Laplace de dicha funcion es

s +78+5
F(s)=— - :
s(s” +3s" +4s+2)

N0 =2y Jed) =1
B)  f(0)" =1y f(oo)=1
5

Q  f0)" =1y f(oo) = 5

D) Ninguna de las anteriores

8

Resolver el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales, aplicando
transformadas de Laplace, para las condiciones

iniciales x(0) = 0, y(0) = 1:
et
' =y+2
A at)y=te'; y(t)=(1-t)e
B) z(t) = —sent +2cost; y(t) = cost

Q) aty=—te'; y(t)=(1-t)e

D) Ninguna de las anteriores.

9

Utilizar la convolucién para hallar la

transformada inversa de Laplace

iy L , sabiendo que
s—1 s—2

E[e”] _ : )3[62”] _ ! :

s—1 s§s—2
A) f=¢"—¢
B) fy=e ¢
C) f)=—€"+¢
D) Ninguna de las anteriores.

10
La funcion de transferencia de un

circuito eléctrico dado es
V (s 1

G(s) = 0(8) =

Vi(s) s+2

son las transformadas de Laplace de los voltajes

de entrada y salida, respectivamente. Hallar

,donde Vi(s) y V. (s)

v (t), aplicando convolucion, sabiendo que

o) ={e, t>0; 0, t<o0}
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A t)=e +e QO ut)=—e"+e
B) v (t) = e et D) Ninguna de las anteriores.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B C B A C A A D
Ejercicios resueltos
DEFINICION. EXISTENCIA
1 0 t<2
Dada la funcion f(t) =1t 2<t<3,sepide calcular la transformada de Laplace de la
5 t>3

funcién utilizando la definicién indicando la abscisa de convergencia.
Solucion

Para calcular la transformada de Laplace aplicando la defincién

00 3 00
£(f)(s)= f f(t)e = f te~dt + f 5e~dt =
0 2 3

crtf s ern) o) s
T e ‘—i_ _5‘ - 57 i s i s
9 3
312 1 a2 1
S Fi R e IR

Determinar si existe la transformada de Laplace de la funcién.

f(t) 3 O0<t<l
| t>1

y escribir la funcion utilizando la funcién escaldn.

Solucién

La funcidn es seccionalmente continua, solo se discontinua en el punto 1y la discontinuidad es
de salto finito. Ademas, es de tipo exponencial
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30

20

Para escribir la funcién por medio de la funcion escaldn se debe considerar

£(t)= 3[U(t)—U(t—1)]+t3 U(t-1)

syms t
ezplot (3*heaviside (t)-3*heaviside (t-1)+t”"3*heaviside(t-1), [0,4])

3 heaviside(t) -...+ £ heaviside(t - 1)

60

50

40

30

20

3
Dada la siguiente funcion:
0 0<t<3
flt)=11 3<t<5
t©  t>5

Calcular su transformada de Laplace utilizando la definicion de transformada y escribir por medio
de la funcidn escalén.

Solucién

Utilizando la definicion,

t=o00
—s =5 —st [ 242
S(f (t)) = Tf<t) e St = j\e—stdt + :./O\tge_stdt _ e st B € (8 t :—25]5 + 2)
0 3 5 —S ‘t:?, s .
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—5¢ 2
—5¢t -3t e (258 +10s + 2) —3t ou 1 9
£(f<t)>:_e ot =2 +e5t[—+—0——] s> 0

s s g3 s
Para escribir la funcidén por medio de la funcién escalén se debe considerar
ft)=U(t=3)-U(t—5)+U(t-5)
Para representar con Matlab esta funcién

syms t
fplot (heaviside (t-3) -heaviside (t-5)+t"2*heaviside (t-5), [0, 8])

70 heaviside(t - 3) -...+ t? heaviside(t - 5)

60 [
50
40
30

20

4 3 0<t«1
Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcién: g(t) =1 9 psq
€

Solucion

Puede utilizarse la definicion o considerar que
g(t) = 3(U(t) ~U(t- 1)) +U(t—1)e

y utilizar las transformadas del apartado anterior

L(U(t)):% 5> 0 LU(t=1))="= s>0

y el segundo teorema de traslacion
L(U(t—a)f(t—a)):e_“sF(s) F=L(f)

para calcular
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—s 2
L(U (t - 1) th) = L[U(t - 1) 62(t1)62] = e %’L (e2t) _c ¢
§—2
Se tiene que la transformada de Laplace es
1 e’ e e’
L =3|-- +
(g) [s S §—2
5 2—t si 0<t<3
Calcular la transformada de Laplace de la funcion E(t) =1, .
t St 3<t

Solucion

E(t)= (2—t)(U(t)—U(t—3))+t2U(t—3) =(2-t)U(t)+(f +t-2)U(t-3)
L(E(t)) = 2£(U(t))—£(tU(t>)+£[[(t—3>2 +7(t —3>+10}U<t—3>]
= 2£(U(t>)—£(tU(t>)+£[<t—3)2 U(t—3)]+7£((t = 3)U (¢ —3)|+10L(U(t - 3))

2 1 2 e 10e*
=——— + 3 + 5 +
S S S S S

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

6

Expresar en términos de la funcion salto unidad la funcién f(¢), calculando

0, t<0
posteriormente su transformada de Laplace:  f(t) = 12t*, 0<t<3
9, t>3

Datos: S[t"} =— : E[U(t _ c)} _e

Solucién
Expresion de f(t) utilizando la funcion escalon:
F() =20 () + (9 - 2)U (¢ - 3)

Para hallar la transformada de Laplace utilizando la propiedad de traslacion en el tiempo, es

necesario expresar el polinomio (9—2t2) en potencias de (t —3). Para ello efectuamos un

cambio de variable

t—3)=2 — t=243 — 9-22=9-2(243) =—-9-122—22°
(t-3) (2 +3)
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Deshaciendo ahora el cambio de variable, queda la expresion buscada del polinomio
02 =912~ 22" = -9 -12(t - 3) - 2(t - 3),
sustituimos y calculamos la transformada de Laplace,

£

—_—

f(t)] = £[2t2U(t)] + s[[—g —12(t—3)—2(t - 3)2]U(t - 3)]
aplicando también la propiedad de linealidad, queda

e[f(t)]=22[rv (1) - 92U (t —3)| —12¢](t —3)U (t - 3)| 22[(t —3) Uft- 3)}

sl =% -e {2 2]

7

Estudiar el cardcter convergente o divergente de cada una de las siguientes integrales,
utilizando Unicamente la definicion de transformada de Laplace y la tabla de transformadas. En
el caso de que la integral sea convergente, hallar su valor:

I= fet cos 2tdt ; J = fteft sen 3tdt
0

0

Solucion

I= fet cos2tdt = J = /L’[cos Zt}
0 s=—1

esta integral es divergente porque la transformada de la funcién cos 2¢ solo converge para

valoresde s > 0.

o0

J = fteit sen 3tdt = S[t sen 3t]

0

s=1

esta integral es convergente porque la transformada de la funcidon tsen 3t es la funcién

6s

F(s) =_———, Que converge para s> 0. Sustituyendo en s=1, queda
(32 + 32)
J=p)=2 -2
100 50

8

Hallar la transformada de las siguientes funciones, utilizando la tabla y las propiedades de
las transformadas de Laplace:

T

t N
f(:z:): sen 3z b) fe cos 2t &t

T o t

Solucién

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Se aplica la propiedad: £ /@) = fﬁ(f(m))(u)du comprobando la condicién de existencia
T
del limite lim 2237 — 3
z—0" a
) 0 R
L’m = f[ﬂ(sen&v)}(u)du = f 23 du = lim 1/—fdu:
T propiedad g Eftlzlli%) g m +9 (s>0) R—oo g (’LL/?)) +1
R
U ™ S
= lim |arctg—| = ——arctg—, s>0
R—o0 & 3 2 & 3
. , ( 1 .
b) Aplicando la propiedad: £ ff(t)dt = —L’(f(x)) , se obtiene
s
0
t t
P ff(x)da: :lg e —cos2t
) 5 t

Ahora se aplica la propiedad utilizada en el apartado a), comprobando previamente

t
lim € cos 2t 1
t—0" t
t o] o)
lL’ ¢ —cost :lf[[,’(e”’ —cos?x)]du _ ! L __u du =
s t 5, i s (u—1 w’+4) =D
R
—llim logu—_1 ——llog s 1 s>1
S R—o0 ’,U/Q +4 . S 82 +4
9 ,
Calcular la transformada de Laplace de la funcién
2—t si 0<t<3
E(t)=1¢ si 3<t<4
1 st t>4
Solucién

En primer lugar, escribimos la funcién mediante la funcién escalén
B(t)=(2-t)U(t)-U(t-3)|+¢|U(t-3)-U(t—4)+U(t -4)
es decir,
E(t)=(2-t)U(t)+ |0 +t—2|U(t—3)- | —1]U(t -4

Aplicando transformadas

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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L(B)=2L(U (1) - £(tU (1) + £ [(t—3)2 +7<t3>+10}U(t3>}

f(t-3)

L l<t74)2 +8<t74)+15)(](t74)

—of (U (t)) - £(tU(t)) T L((t ~ 3)2 U(t- 3)] T 7£((t ~3)U(t- 3)) n 10£(U(t ~ 3)) +
(=) ule-4))-s2((e-a)u (e 4) - 152(U (- 1)

2 1 2l 76’3S+1Oe’3s 21e™™  Be ™  1he ™

S S S S S S S S

#2 1<t<?2
e! 2 <t

10

Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = [

Solucién

En primer lugar, escribimos la funcién mediante la funcién escalén
£(t) = t2[U(t—l)—U(t—z)]+etU(t—2) = U (t=1)+ (e —£)U(t—2)
Aplicando transformadas

Lf(t) = LU (t =)+ L]ee U (t —2)| - LU (1 —1)| =

=/ (t-2) U(t-2)|=

= g(t)=(1+2)

h(t—1) U(t—1)
=2 n(t)=(t+1)

+e'Lle U (t-2)|- £

— L [h (t)} T L [e’f] e L [g (t)} ) [tz Lot + 1] tele L [e‘] e f [tz At 4]

L2 2 1 , € L2 4 4
=e —3+—2+— +e ——e¢ —3+—2+—
s S S s—1 s s s
TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
11 1
Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) = > .
S (s +4)

Solucién

Para calcular la transformada inversa se descompone en fracciones simples
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L A BsHC L _1/4 B=——1/4 C=0

3<32+4)_5 S +4

1 11 1 S
F<S):m=z;‘zm

Utilizando la tabla de transformadas de Laplace elementales

EI(F(S)):lEI l—lﬁ_l ‘S :l——COSQt
4 s) 4 |s+4) 4
12 1
Calcular la transformada inversa de Laplace de la funcién: F(s) =

(41
Solucién

A modo ilustrativo, abordaremos este calculo mediante dos procedimientos distintos.

Método 1: Haciendo uso de la propiedad de convolucién,

1 1 1

F(S):<52+1)2 232+182+1

=L (sen z)ﬂ (sen :B) = £ (sena: * sen x)

convolucion

luego sélo resta calcular esa convolucién

sen  ksenr = jsenu sen(z — u)du = %][COS(QU —x) — cos x} du = %(sen T — x cos x)
0 0

para saber que

i (F(s)) = %(senx — x cos a:)

Método 2: Para hacer uso de otras propiedades, comenzamos escribiendo la funcién como
producto de dos funciones,

1 1 S 1
F(s)= ~ == . =—-G(s)
(32 +1) s (32 +1) s

la segunda de las cuales, G(s), es la derivada de una funcion cuya transformada inversa es

conocida:
G(s) = 4 ﬂ G(s) = 11} 22" 1 = 1£<x sen x)
ds SZ + 1 propiedad 2 82 + 1 2
. . 1
Ahora, debido a la propiedad £ ff(t)dt = —L‘(f(x))
s
0
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T

f £ (G(s)) at

0

=L

]ltsentdt = lL‘(senx —a:cos:r)
0 2 2

de donde se deduce el mismo resultado que el alcanzado con el primer método.

13 . efws 6727&'
Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) == — :
S (s + 1) S (s + 1)

Solucion
—7s —27s
y(t)z Lt 32(3-1-1)_ 52<s+1) = U(t—ﬂ)g(lﬁ—ﬂ)—U(t—Qﬂ)g(t—Qﬂ)
. o 1
Siendo g(t) =L I (S " 1)

Teniedo en cuenta que

52<s—|—1) s +8+5+1

1 é B, C :>A(3—|—1)—|—Bs<s+1>—|—032=1:>

= A=1,C=1B=-C=-1

1 1 1
t)=L'|———+ —t—1+4e"
ol = [ 52
Se tiene que
y(t = U( —ﬂ')g(t—ﬂ)—U(t—%')g(t—Qﬂ')
= U(t—w) 25—71'—1+e_(t_ﬁ))—U(t—27r)(75—271'—1—|-e_(1_277)
14
Hallar la transformada inversa de las siguientes funciones, utilizando la tabla y las

propiedades de las transformadas de Laplace:

a) F(s) = E 0) Fs)= 42
(s+1)(s" +2s+5) s—3 s+1

Solucion

En primer lugar, se escriben los factores del denominador en funcién de s+1, para utilizar la
propiedad de traslacion en la variable “s”

F(s) = ! _ ¢

oo o]

1

efmfl
s(s® +2%)

Ademas
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T

1 1 2 1 2 1
=—|5——=|=-< SR = £—fsen2tdt:£
5(52 + 22) 2s 52 + 22 S 2 propiedad 2 !

1
—sen’ ¥
2

Con lo que,

1

L (F(S)) = 'L m

=—¢"sen’z

Haciendo uso de la propiedad de traslacién en el tiempo, se tiene

(¢>0)

L’[U(x —co)f(r—c)|=e“L (f(x)) =
0, st v<c
= £ [efc‘“’ﬂ (f(:v))]: {

flx—c), si x>c¢

Aplicando esto a cada sumando de la funcién, y debido a que

Lz—l( 1 ]_ e3x y 3—1 1 .
s—3 s+1
Resulta
e e~* 0, s <1 e e 0, s x4
s—3| &, s z>1 Y s+1| |e"™, si z>4
de donde
0, st <1
! (F(s)) = 63(%1), sil<z<A4
B + 26_(1_4), si z>4
15 2(1 — e*“)
Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) =—=°
3s(s” +16)
Solucién
Como
2 _ A BS+C—>A:i,Bz—i,C—O
3s(s”+16) s & +16 24 24

se tiene que

s |1 S
—e ==
s s +16

y(t):i(v(t)cos(u)w(t4)u(t4)cos(4(t4)))

1, s
s s°+16

16

Calcula la transformada inversa de Laplace de
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—2ms

- s _ se
i ey eI it
Solucién
Como
s _As+B+Cs+D_l s 8
(52+1)(32+4)_s2+1 s2+4  3lsP41 s +4
se tiene que
1 s 1 s
51<F):fl[582+1_ 1[582+4

x(t) = %cost—écos%

Para calcular la transformada inversa de G basta tener en cuenta que

_2—1 6—271'31 S
35 +4

£HG) =g [6_2” %—82 ‘1 "

= —%U(t—%r)cost+%U(t—27r)cos?t

17 6725
Calcular la transformada inversa de Laplace de la funcién F(s) =

2
§ — 8

Solucién

—2s

r! (F(s))zfl[ .

2
§ — S8

]zf(t—2)U(t—2) f(t):fl[ 1 ]:[1[1_ ) ]:l_et

inv

18

Sin calcular f(t), determinar f(0)" y f(oo), en los dos casos siguientes, sabiendo que la
funcion F'(s) dada es la transformada de Laplace de f(¢), a saber:

2
% + 6 (25+1) +4

Fls)=——— b) F(s) =
) Fls) s° +85+20 ) Fs)

($+3>2 +16

(s +5)

Solucién

En ambos casos vamos a aplicar los teoremas del valor inicial y del valor final. Seglin el Teorema
del valor inicial, se verifica

1) = (s

Ademads, el teorema del valor final permite conocer f(co), a partir de su transformada F(s), asi
f(oo) = limsF(s)

s—0

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2 2
a) f(O*):limﬂ:thL:2
500 g% £ 85420 % s
2
f(oo):limuzlimgzo
=0 ¢ +8s+20 020

s<2s + 1)2 +4s

3
b) £(0%) =1lim . —tim 2 =4
T (s43) +16|(s+5) T8
2
. 8(28 + 1) s . 45° + 45" + bs . 98
f(OO) = hmHO 5 = hmsﬂo 3 5 — lmSHO T
<3+3) +16]-(s+5) s° +11s" + 555 +125 125

APLICACION A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

19

Resolver el siguiente problema de valor inicial:

y" +4y +5y=U(t)-U(t—1)
y(0)=1, y'(0)=0

Solucion

En primer lugar aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion utilizando la
propiedad:

2(y)=sL(y)—y0) = £(y")=sL(y')-y(0)

£(y" +4y +5y) =[5 (y) — s(0) - '(0)| + 4[s£ () — 9O + 52 v)

1 €7
lgualando y llamando
Y(s)=£(y)
Resulta
1 —S
Y()(s* +4s+5) = 0(0) (s +4) ~y/(0) =~ =
s s

Despejamos ahora Y'(s) y sustituimos los valores iniciales,

1 €7

Y(s) =525
() s +4s+5

+s+4

Sl resta calcular la transformada inversa para obtener y(t) = £~ (Y(s))
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L

s 5 +s+4 s 1 _ gt e * ) +£_1[ s+4 J:

=L
$+4s+5 3(52—1—45—1—5) 3(32—1—43—1—5 s +4s+5

= £ (E(s)) - £ (E(s)+ £ (Es))

Factorizamos el denominador de estas fracciones para descomponer en fracciones simples,

L A BeC 1 L
s(s*+4s+5) 5 8 +4s+5 5 5 5
j0=2'(5w)= £ |t e
s(s +4s+5) 5 S 5 s +4s+5
Calculamos aparte
1 s+4 1| (s+2)+2 o s+2 1 2 _
s*+4s+5 (s+2) +1 (s+2)°+1 (5 4+ 2)° +1tatla
=e " cost+2e sent
Por tanto,
—2t
f(t) = ! (Fl(s)) ==U(t)— 65 (cost —I—ZSent)
L) = ot (F;(s)) =Ut-1L" [Fl(s)}(rfl) = U(t5_ D [1 — e (cos(t —1)+2sen(t — 1))}

3

L) = ! (F (s)) =e” (cost +2sen t)

Finalmente,
y(t) =L (Y(s) = £()— £+ (1) =
1

4 _,, Ut —1 —9(t-1
:—U(t)+ge (cost—i—?sent)—%[l—e ( )(cos(t—1)+2sen(t—1))}:

y (t) = %[U(t) Ut — 1)] + %U(t — 1) [cos(t —1)+2sen(t — 1)] + %em (Cost + 2sen t)

20

Resolver el problema [z E(;Sy:' Z J;gzz)) :7 Ot >0 donde f(t) en [7r, 27r> y f(t) 0

fuera de ese intervalo.

Solucion

La ecuacion diferencial puede escribirse de la forma siguiente:
y"+y'= U(t—w)—U(t—%)
y(0)=0,4'(0)=0
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Aplicando transformadas de laplace, llamando Y(s) = L’,(y) (s)

£(y)fs) =[5 -0
(o)) =5 (0 (o) = (o)

se tendra

—7s —27s —7s —27s

e e e B
s _T:YG)_SZ(S-FI) 32(5—1—1)

s’Y (s) +sY (s) =

Para resolver la ecuacion diferencial se calcula la transformada inversa

—7s —2ms

y(t)zﬁ_l 52(5+1>_52<5+1) :U(t—W)g(t—w>—U<t—27r)g(t—27r)
. e 1
Siendo g(t)—lf —82<8+1)
Teniedo en cuenta que
1 A B C
m:s_z—i_?—’_s—}—l:>A(8+1>+BS<8+1>+052:1:>

= A=1,C=1B=-C=-1

=t—1+e"'

1 1 1
=25t

Se tiene que

1—271')

y(t :U< —ﬂ')g(t—ﬂ)—U(t—%')g(t—Qﬂ')
t—m) t—w—1+e‘(t‘”))—U(t—27r)(t—27r—1+e‘(

I
N

21 Yy +z=z
Resolver el sistema de ecuaciones:
2 4+4y =0

] con  y(0)=—2(0)=1

Solucién

Aplicando transformadas de Laplace a ambas ecuaciones

L)+ £2) = Lla) = (sY(5)= 1)+ 2() = SY(s) + 2(s) = 82: :
LEN+4Ly) =0 = (sZ(s)+1)+4Y(s) =0 4Y (s) + sZ(s) = —1

se ha transformado el sistema inicial en un sistema algebraico, cuya resolucién proporciona las
transformadas Y(s) y Z(s) siguientes:

2 _3_ 2_
_$ +s+1 Z(s): s 4s 4

Y(s
() s(s* —4) s°(s* —4)
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Finalmente, se calculan las transformadas inversas

a(s 1 a|=1 7 1 3 1 -1 7, 3

y(x): 18—2_—5+ :£1_ _ + = :_+_621+_e 2z
s(s” —4) 4s 8s—2 8542 4 8 8

z(x):£_1 w :g_l i_z 1 _'_§ 1 :x_ZeQm +§€—2m
s*(s* —4) s 4s—2 4s+2 4 4

22

t 0<t<l1
0 t>1

Resolver el problema {z '('(%)—)y:' Z ];§22)> :, Ot >0 donde f(t) _ |

Solucién

Llamamos Y (5) = L(y) . Se tiene que
L(y') = sL(y) = sY (s) L(y") = sLly') = 'Y (s)

f(t):t(U(t)—U(t—l))
L(f) = E(tU(t))—£([(t—1)+1}U(t—1)): L(tU(t))—L((t—1)U(t—1))—£(U(t—1))

Aplicando transformadas a la ecuacion diferencial se tendrd

sZY(s)—i—sY(s):8%—e‘S 8%4_%]
Despejando
_ 1 s 1+s
Y(S)_ 83(5—1—1) 82(82+S)
1 o111 -
Y(S): $ (5+1> - 653 = [5_3_5_2 g—m — 683 (ver nota)

Calculando la transformada inversa

€
§3

L
&2

[rorffoe )2 15

y(t):Afl[ J+Bf1[

2
t* —t (t B 1)
t)=——t+1—e —-Ult—1
v(t)=3 (t=1)"—
Nota: Para calcular la descomposicién en fracciones simples
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1A
=

1 _ A B C D
53<5—|—1) S s s s+1

:1:A(3—|—1)+Bs(s+1)+052(s+1)—|—Ds3

s=-—1 1=—D=D=-1
s=0 1=A
coef s 0=C+D=C=1
coef s 0=B+C=B=-1
1 1 1 1 1
Luego - = 4
53<5—|—1) s s s s+1
23
Sea la funcion f(t) cuya grafica se muestra en la figura:

a) Expresar f(t) utilizando la funciéon de Heaviside o funcién salto y hallar su transformada
de Laplace.

ity

(5]
1

b) Aplicando transformadas de Laplace, hallar la funcién y(¢#) que cumple la ecuacion
siguiente, siendo f(t) la funcion del apartado a)

t

y'(0) +2y(0) +2 [ y(a)de = (1)

0

teniendo en cuenta la condicién inicial y(0) =1.
Solucidn a)

f(t)=3U (t — 2) , ahora buscamos su transformada de Laplace en la tabla,

Solucién b)
Aplicando transformadas de Laplace en ambos lados de la igualdad, y teniendo en cuenta la
propiedad de linealidad, resulta

t

f y(z)dx

0

£ly'0)]+2e[y0)]+ 22 = 2f(t)
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Sea Y(s) = S[y(t)} , aplicamos las propiedades de transformada de la derivada y transformada

de la integral de y(t), resultando

SY(S)—y(O +)+2Y(s)+§y(s):%ezs

resolvemos esta ecuacion algebraica despejando Y (s) ,

S+3€72S
Y(s) = o
s +2s+2

Ahora se obtiene y(t) hallando la transformada inversa de Y(s) . Para ello, separamos la funcion

Y(s) en dos partes, ya que se tratan de diferente forma por el hecho de que en una de ellas
aparece multiplicando una funcion exponencial de la variable s.

—2s —2s

_ S 3e o S _ e
Y(8>_s2+23+2+52+23+2 - y(t)_£152+23+2 152+23+2’
::*1;:51;:;31&:
§' +2s+2 (s+1) +1 (s+1) +1
! —(S +21> - —12 ==c' (Cost — sen t)
(s+1) +1 (s+1) +1

aplicando al resultado anterior la propiedad de traslacion en el tiempo, podemos obtener la
transformada inversa

—2s
€

s +2s+2

-2
€

3¢ .
(s+1) +1

=3¢

=3U (t - 2)@7(#2) sen (t - 2)

La solucidn de la ecuacién integral serd

y(t) =e! [cost —sent + 3¢’U (t — 2) sen (t - 2)}

24

Los voltajes de entrada y salida, vi(t), v (t), de un circuito RC en serie estédn

relacionados por la ecuacion diferencial

dv,
CR-—=+v, (t)=v,(t)

Las constantes del circuito verifican C'- R = 1072 Se pide:

a) Hallarla funcion de transferencia del sistema, considerando v, (O) =0.

5 st t>0
b) Obtener v, (t), cuando v (t) = 0 s t<0
s
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Solucion

La ecuacion diferencial del circuito es la siguiente:

107 % +u, (t) =v,0).
Sean v (s) = Q[vo (t)] y V. (s) = S[vi (t)]

La funcion de transferencia del sistema sera
V,(s)
G(s)=
V. (s)
Tomando transformadas en la ecuacién diferencial tenemos

Y AT S Y T AR IR RS

10°¢

Sustituyendo la condicion inicial, v, (0) =0, queda

V,(s)102s+1) =V (s) — G<8):102184r1

25

Resolver con ayuda de Matlab el siguiente problema de valor inicial

. t 0<t<m
+ =
vy cos(2t> t>m

y(0)=0 ¢'(0)=1

Escribe los cdlculos realizados a mano como los comandos Matlab que consideres para resolver
el problema.

Solucion

Se tiene que f(t)

t 0<t<mr . ) y )
se puede escribit mediante la funcién escalén

cos (Qt) t>m

f(t)=t[U () = U (¢ = )|+ cos(2t) Ut — ) = tU (¢) + (cos (2t) - t) U (¢ — )

Aplicando transformadas de La place al problema de valor inicial se tiene que
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Haciendo los cdlculos con Matlab se puede encontrar la solucion.
syms t s
f=t*heaviside (t)+(cos (2*t)-t) *heaviside (t-pi);
valor=laplace (f) ;

sol=ilaplace ((valor+1l)/ (s"2+1))

E 01 e 1<t <2
Dada la ecuacion diferencial z''(t) — 4z ' (t) + 3z(t) =

0 en otro caso

con las condiciones iniciales: x(O) = x'(O) =1, se pide,

a) Encontrar la solucién del problema sin utilizar transformadas de Laplace y representa la
solucion encontrada en el intervalo [0, 3].

b) Resolver el problema utilizando transformadas de Laplace.
Solucién a)
syms x(t)
dx=diff (x),;dx2=diff (dx) ;
f(t)=(heaviside (t-1)-heaviside (t-2)) *exp (x)
ecuacion=dy2-4*dy+3*y
$Apartado a
soll (t)=dsolve (ecuacion==£f(t),x(0)==1,dx (0)==1)
fplot(soll(t),[0,2])
Solucidn b)
La ecuacion es

t
) —dr () 3ey = 1© ST 0)=2'(0)=1
z"'(®) z'(6)+32(t) 0 en otro caso v o

Consideramos

0= oo e £l -e-2)
Teniendo en cuenta que
X()=£le) (o) =£le)-o(o) = ox(5) 1
(o) = sl 20)=5(ox(e) 1)1 = o) s
Aplicando transformadas

PX(s) a1 a{ox () 1)+ ax ) = £{s(0)

X ()]s o +8) =543 = L{7(¢)
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syms x(t) s positive

%$Escribiemos la funcidén f(t) como funcidn escaldn
f(t)=(heaviside (t-1)-heaviside (t-2)) *exp (t)

%Calculamos la transformada de Laplace de f (t)
valorl=laplace (£ (t))

%A mano despeja la transformada de Laplace y llamala Y (S)
valor2=(valorl+s-3)/(s"2-4*s+3) ;

%Calculamos su transformada inversa

sol (t)=ilaplace(valor2)

E 02 t 0<t<?2
Dada la funcion f(t) =14 2<t<4
0 en otro caso
Se pide

a) Representar la funcién.

b) Determinar si la funciéon cumple las condiciones necesarias para que exista su
transformada de Laplace.

c) Calcular la transformada de Laplace utilizando la definicién y también utilizando
propiedades y transformadas de funciones elementales.

Solucion a)

La grafica de la funcién es

-1

La funcion cumple las condiciones necesarias al ser una funcidon continua con dos
discontinuidades de salto finito, en el punto 2 y en el punto 4. Por lo tanto, es seccionalmente
continua para t>0. Ademads, es de tipo exponencial ya que
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4
3 ”~
2
1.
0 1 2 3 4 5 6
‘f(t)‘get para t >0
Solucidn b)
. 2 . 4 . e (st +1 - 4o 5t =4
.E[f(t)}:[e Tf(t)dt = {e St +[4e st = | — <82 ) + e_s . _
S t=0 =

integral por partes

46—48 46—28
+

Solucion c)

Se escribe la funcidn a partir de la funcion de Heaviside
Fe)=t(U(t)-U(t—2))+4(U(t—2)-U(t—4)) = tU (¢) + (-t +4)U (t — 2) - 4U (¢ - 4)

(t__i)U(t_2>

:.E[tU(t)]-.E

—£[4U(t—4)]:

:L[tU(t)]-L[(t—2)U(t—2)]+2£[U(t—2)]-4£[U(t—4)] -

—2s —2s —4s
:i_e +26 _46 :i_’_e—QSQS 1_46—451
82 82 S S 82 82 S

Puedes ver mas ejercicios resueltos sobre transformadas de Laplace en la pagina de
Giematic UC
http://www.giematic.unican.es/index.php/transformada-laplace/material-interactivo
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Anexol.
TRANSFORMADAS DE LAPLACE
Funcion Transformada
A
f(t)= £ [F(s) F(s) = £|f(t)]
1
1 1 -, >0
S
n !
2 t . 5>0, n>0
S
IE
3 \/; —-373/2, s> 0
2
1 —1/2
4 ﬁ \/;-s , §>0
5 e" ! , S>a
s—a
n!
6 tn eat (S a)nJrl7 S>a’ n>0
v sen at 2“ —, 5>0
s +a
3 cos at %, s>0
s +a
2as
9 t-sen at —, >0
(82+a2)2
s —a®
10 t-cosat ﬁ, 8>0
(s +a’)
bt a
11 . t s s>b
e -sena (s—b)2—|—a2
bt S_b
. —— s>b
12 e -cosat (5—b) "+ o
13 U(t—a) e_’ s>a
S
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Anexo?2.

Propiedades de la Transformada de Laplace

Funcion Transformada
a F'(s)+bG (s
Linealidad a f(t)+bg(t) S >(m>ax<a7é))

' 1
e fe] e
Primera
propiedad de e f (t) F(s — a), s>a+«
traslacion
Segunda
propiedad de U (t — c)f(t —¢) e °F (5)7 Vs> a
traslacion

o derd (1) SF(s)= 70, 5> a
() 2F(s) =51 (0)=1(0), 550
S (1) $"F(s) = 5" f(0) —...— £ (0)
antormats” LAt —F'(s)
(1) (~1) P (s)
f d y 1
dTeraunnsac;:tneangI {f(x)dx ;F<8), s>«
Id flt T
oo & (s
ﬂ[f(t)] = F(S) (s > a) £[g(t)] = G(s) (s > ﬁ)
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