CALcuLo II GRADO MECANICA

1. Ecuaciones diferenciales.

Definicién

Se dice que una ecuacién diferencial
(ED) es cualquier ecuacién que contiene
las derivadas de una o ma&s variables de-
pendientes con respecto a una o maés va-
riables independientes.

Si una ecuacion diferencial contiene tinica-
mente derivadas ordinarias de una o mas
variables dependientes con respecto a una
sola variable independiente, se dice que
es una ecuacion diferencial ordinaria

(EDO)

Se resumen a continuaciéon algunos métodos de

calculo de soluciones de EDOs.

1.1. EDOs de primer orden

Ecuaciones separables

Una ecuacién diferencial se dice separa-
ble cuando puede expresarse en la forma

Y — @) gty)

Reducible a homogenea

Una ecuacién diferencial del tipo

, ar +by +c
= —_— 1
4 f(c;v—I—dy—i—e) (1)

es reducible a homogenea en los casos:
s Siax+by+c=0ycx+dy+e=0
se cortan en el punto (zg,yo), con el
cambio de variable

u=r—T9 V=Y—1Y

s Siax+by+c =0y cx+dy+e = 0son
paralelas con el cambio de variable

axr +by ==z

Reducibles a separables

Una ecuacién diferencial del tipo
v = flax + by +c)

se reduce a separable con el cambio de
variable ax + by +c =z

Diferencial exacta

Una ecuacién diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
es del tipo exacta si y solo si

OM (z,vy) _ ON(z,y)

(2)

Definicién 1 Una funcion f(z,y) se llama homoge-

nea de orden n si cumple

f()‘wv Ay) = )‘nf(x7 y)

Ecuaciones Homogeneas

Una ecuacién diferencial del tipo
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es homogenea si M(z,y) y N(z,y) son
homogeneas del mismo orden, y se reduce
a separable con y = zz.

EDO con factor integrante

Un factor integrante p(z,y) es una funcién
que convierte la ecuacién

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
en exacta

w(z,y) M (z,y)dr+p(z,y)N(z,y)dy = 0 (3)

Ecuacién lineal

Una ecuacién diferencial del tipo

Y +p(x)y = q(x) (4)

se llama lineal de primer orden y tiene
como solucién
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También se puede resolver teniendo en cuenta que Solucién general EDOs lineales
si se denota por y, cualquier solucién particular de la
ecuacién completa i’ + p(x)y = q(x) y por yj la solu-
cién general de la homogénea asociada y'+p(x)y = 0,
entonces la solucién general de la ecuaciéon completa

€S Yp + Yh -

Si y1(x) e y2(z) son soluciones linealmente
independientes de la ecuacién homogénea

v+ p(x)y + q(x)y =0

y ademads y,(x) es solucién particular de la
completa y” + p(z)y’ + q(z)y = R(x) enton-
ces

» La solucién general de la homogénea se puede
encontrar al ser de variables separadas.

= Para encontrar una solucién particular de la
ecuacién completa se puede utilizar el méto- y(z) = Cry1(x) + Coya(z) + yp(x)
do de variacion de constantes, que consis-
te en buscar una solucién particular convirtien-
do en funcién indeterminada la constante de la

es la solucion general de la completa.

familia uniparamétrica de soluciones de la ho-
mogénea asociada: Método de reduccion de orden
yp = Ce9® = Yp = C(x)eI®) Si y1(z) es solucién de la ecuacién

y" +p(@)y +q(x)y =0
Ecuacién de Bernoulli c, .
entonces se puede encontrar otra solucién linealmente

Una EDO es del tipo Bernoulli si independiente con y; (x) considerando y2(x) = v(x)y1 ()
reduciendo la ecuacién a una de primer orden en v(x).

Y +px)y=q(@)y" n#0y1 (6)

Método de variacién de constantes
n

se reduce a una lineal con z = y'~

Con este método podremos encontrar una solu-
cién particular para una ecuacién lineal no homogénea,
1.2. EDOs de segundo orden siempre que se conozca el sistema fundamental de so-
luciones de la ecuacién homogénea asociada. La idea
EDOs lineales es sustituir las constantes de la familia soluciéon ge-
neral de la homogénea

Una ecuacién lineal de segundo orden es de
la forma Cry1(w) + Caya(x)

y" + p(x)y + q(z)y = R(z) (7) por funciones, para hallar una solucién particular de
la forma

Yp(x) = Cr()y1 (@) + Ca(z)y2(w)
suponiendo

Ct' (z)y1(z) + O (z)y2(x) =0

Solucién general EDOs lineales homogéneas

Si y1(z) e y2(z) son soluciones linealmente
independientes de y" + p(z)y’ + q(x)y = 0
entonces

Principio de superposicién

y(z) = Cry1(x) + Coya(x)
Si y1(x) es solucién de

y"(x) + p(x)y (x) + q(x)y(z) = Ri(x)

e ya2(z) es solucién de

y" (@) + p(x)y (z) + q(2)y(z) = Ra(x)

entonces a1y1(z) + asya(x) es solucién de

es la solucién general de la homogénea

Y+ p(x)y +q(x)y =0

y"(z) + p(x)y'(z) + q()y(z) = a1 Ri(z) + azRa(z)
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EDOs de coef. const. homogeneas en todos los casos s es el menor entero no negativo
tal que ningin sumando de y,(x) sea solucién de la
homogénea asociada.

La ecuacién diferencial

any™ +an_1y" V4. a1y’ +agy =0 (8)

tiene como solucién y(x) = e*® cuando \ es
una raiz de su polinomio caracteristico

A\ + @ A N+ a +ag=0

= Si a es una raiz de este polinomio de
multiplicidad k, las siguientes funcio-
nes son solucién

{e", e ..., xk_le’”}

= En el caso de raiz compleja, a+b1i, las
siguientes funciones son solucién

{e cos bz, e** sen bx}

EDOs de coef. const. no homogeneas

Si la ecuacion con coeficientes constantes no
es homogenea

any™ +an—1y" "V +. ..+ a1y’ +agy = R(z)
y el término R(z) es de la forma
e sen bx, cos bx, p(x) polinomio

o combinaciones de estas funciones, se busca
una solucién particular y,, del tipo de R(x)
que se hallard por el método de los coefi-
cientes indeterminados

Método de los coeficientes indetermina-
dos

= Si R(x) = ae*® se considera
yp (z) = Azsel®
» Si R(x)=0bp+bix+ -+ bypx™ se considera
yp () = 2°(By + Bix + - - - + Bpz™)
» Si R(x) = agcoskx + ay sen kx se considera

yp (x) = 2°(Ag cos kx + Ay sen kx)
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