Tema1 Grado en Ingenieria Mecdnica

INTEGRACION MULTIPLE

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

Célculo de integrales de Riemann.

Definicion y propiedades de la integral de Riemann.

Manejo de coordenadas polares en R*.

Manejo de ecuaciones de curvas y superficies en distintos sistemas de coordenadas.

Dibujo de curvas y superficies con Matlab.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

1.

10.

11.

Saber escribir la suma de Riemann de una funcion z:f(:z:,y) sobre un rectangulo
R= [a,b] X [c, d] , tomando diferentes particiones de R.

Entender la definicién de integral doble y saber escribirla. Conocer las condiciones
suficientes de integrabilidad y las propiedades de la integral doble.

Saber realizar la integral de una funcion de dos variables sobre un rectdngulo mediante
integracion iterada.

Saber expresar adecuadamente un dominio regular del plano para realizar sobre él una
integral iterada. Hallar el valor de esa integral. Saber expresar la integral en distintos érdenes
de integracion.

Conocer y utilizar las interpretaciones de la integral doble como volumen, drea, masa y
temperatura.

Saber definir e interpretar el valor medio de una funcidon sobre un recinto del plano.

Saber el teorema del cambio de variables en integrales dobles y poder efectuar un cambio
de variables en una integral doble. Manejar el cambio a coordenadas polares.

Entendery poder escribir la definicidn de integral triple. Conocer las condiciones suficientes
de integrabilidad y las propiedades de la integral triple.

Saber realizar la integral de una funcion de tres variables sobre una caja mediante
integracion iterada.

Saber expresar adecuadamente un dominio regular del espacio para realizar sobre él una
integral iterada. Poder hacer esa integral, sabiendo modificar el orden de integracion si esto
fuera conveniente.

Conocer vy utilizar las interpretaciones de la integral triple como volumen, masa vy
temperatura.
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12. Saber definir e interpretar el valor medio de una funcién sobre un recinto del espacio.

13. Poder escribir el teorema del cambio de variables en integrales triples y poder efectuar un
cambio de variables en una integral triple. Manejar los cambios a coordenadas cilindricas y
esféricas.

INTEGRAL DOBLE

- Integral doble sobre rectangulos

Definicion (Rectangulo).- Un rectangulo R del plano XY es el conjunto
R =la,b]x[c,d] ={(z,y) Ja <z <b, ¢c<y<d}

z=1xy)

Definicion (Particiéon de un rectangulo).- Particion de un rectangulo R es el conjunto de
subrectangulos generados al tomar una particién en [a,b] y otra en [c,d]. Si hay n

n
subrectangulos y cada uno de ellos se denota por R _, tendremos R = UR,C
k=1

os

3. Vo)
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Definicidn (Norma de una particién).- Llamaremos norma de la particion y la designaremos
por ||R|| a la longitud de la diagonal del mayor subrectangulo.

Definicién (Suma de Riemann).- Llamaremos suma de Riemann de la funcién f(z,y)
definida en el rectangulo R para la particidn {Rk}: 2 la suma, Zf(xk,yk)AAk donde
- k=1 ’ ’ ’

(x,,¥,) esun punto cualquiera tomado en el subrectangulo R y AA eselareade R, .

10 ¥3)
| d

R

Definicion (Integral doble).- Sea f una funcién de dos variables definida sobre un

rectangulo cerrado R . Si para toda particion de R, tal que la norma de la particién tiende a
cero, existe el limite

T

lim Zf(:vk,yk)AAk
Wjog) k=1

se dice que f esintegrable en R.Ademds el valor de éste limite es la integral doble de f

sobre R y se denota por

f f [z, y)dzdy = U}glg(l) Zn:f(%yk)ﬁflk
R ) k=1

n—oo
n Interpretacion geométrica

Si f(x,y) >0, la suma de Riemann Zf(xk,yk)AAk , esiigual a la suma de los volumenes de los n
k=1

prismas rectangulares cuya base es Ry cuyaalturaes f(z,,y,). (Ver figura siguiente).
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En consecuencia, la integral doble definida anteriormente representa el volumen del sélido de base
R yaltura z = f(z,y) encadapuntode R.

-

L ]
L 1 e
L ]
L ]

Herramienta para visualizar y calcular sumas de Riemann
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/SumasRiemannRect-

"
JS/index.html L

Existencia y propiedades

CONDICIONES SUFICIENTES DE INTEGRABILIDAD:
- Si f escontinua en un rectdngulo R, entonces es integrable en él.

- Si f esacotadaen un rectangulo R y es continua en él, con excepcién de un nimero finito
de curvas suaves, entonces f esintegrableen R.

PROPIEDADES:
P1. Linealidad.- La integral doble es lineal.

f fR(af(w, y) +bg(z,y))dA = a f fR f(z,y)dA+b f fR g(z,y)dA

P2. Aditividad del dominio de integracién.- La integral doble es aditiva sobre rectangulos que
tengan en comun a lo sumo un segmento de recta:

fleUR f(x,y)dAszRf(x,y)dA+ffR flz,y)dA | si Area(R1 NR,)=0
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P3. Acotacion.- Si f(z,y) < g(z,y) en casi todos los puntos! de R, entonces
| fRf(w, yda< [ ng(ﬂ:, y)dA

P4 . Acotacion modular.- Para cualquier f integrableen R,

[ [ f@ydd < [[ | f@y)laa

Calculo de integrales dobles sobre rectangulos. Integrales iteradas

En la prdactica una integral doble se calcula mediante dos integrales simples llamadas integrales
iteradas.

Definicion (Integrales iteradas).- Si f es integrable en R = [a,b] X [c,d],

[[s@maa= [ [ feyasay = [ [ y)ayds

z z
a ]
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Estas expresiones indican que el valor de la integral doble es independiente del orden elegido para
calcular las integrales iteradas. Si se integra primero en la variable z y después en la variable y, el

proceso de cdlculo es el siguiente:

b
1. Se resuelve la integral ff(a:,y)dx tomando la y como constante, obteniendo como

resultado una expresion A(y), que depende de y .

d
2. Se calcula la integral ch(y)dy.

3. Si se resuelve la integral cambiando el orden de integracidn, el proceso es analogo al
anterior, pero tomando la X como constante en la primera integral y calculando la ultima
integral en funcion de x.

'En “casi todos los puntos” significa, en todos los puntos salvo en un ndmero finito.
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Integral doble sobre dominios regulares.

Una funcién f(z,y) es integrable en un conjunto D C R? silo es en un rectangulo que contenga a
D.

La definicién, la interpretacion geométrica, las condiciones de existencia y las propiedades de la
integral doble sobre rectangulos recogidas en el apartado anterior, son aplicables a la integral doble
sobre dominios regulares sin mas que sustituir R por D.

Existen dos tipos de dominios regulares en R?: x-simple, y-simple.

Definiciéon (Dominios regulares).-

Un conjunto D del plano es y-simple, o describirse mediante franjas verticales, si se puede
escribir como

Y = g,(x)

¥ =0,(x)

[ [——

[ [y

X

D={(z,y)/a<z<b g(x)<y<g,()} °
Un conjunto D del plano es x-simple, o describirse mediatne franjas horizontales, si se puede
escribir como

x =)

D={(z,y)/ c<y<d, h(y)<z<h(y} ° )

Definicion (Integrales iteradas sobre dominios regulares).-

Siun conjunto D del plano esy-simpley lafuncion f(z,y) esintegrableen D, entonces

fedd= [ [ %t ydyds
D a gl(x)

- Siunconjunto D del plano es x-simpley la funcion f(z,y) esintegrable en D, entonces

ffo(x, y)dA = fcdfhlh(?:j)f(x, y)dzdy
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Herramienta para calcular integrales dobles iteradas sobre dominios regulares
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntDoblesDRegulares-

(1 ,
JS/index.htm| M

n Algunas interpretaciones de la integral doble

Volumen. El volumen del sélido H definido inferiormente por la grafica z = f(:z:, y) y superiormente

por la gréfica de z = g(m,y) para (x,y) € D C R?, es laintegral

IhMmmﬂH}zﬁ[b@yyaﬂ%pr

Valor medio. Se llama valor medio o valor promedio integral de f(z,y) en D al nimero

[ .y

area(D)

Area.Si D C R?, eldreade D es

Area(D):ffDdA

Masa. Si una ldmina L ocupa la regiéon D del planoy esta compuesta por un material de densidad
superficial 6(z,y), sumasa es

Masa(L) = ffD(S(ac, y)dA
Para la [dmina anteriormente descrita, la densidad de masa media es
ff O(x,y)dA
Densidad media(L) = +2———
Area(D)

Temperatura media. Si una lamina L ocupa la region D del planoy la temperatura en cada punto
viene dada por T'(z,y), la temperatura media de la lamina es

fﬁ?@wMA
Area(D)

Temperatura media(L) =

Simetrias en integrales dobles

El calculo de la integral doble se simplifica cuando existen simetrias en el dominio y en la funcién.
Veamos dos casos:
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Dominio simétrico respecto del eje QY

- Si f(z,y) esimparen z, es decir verifica, f(—z,y) = —f(:r,y) : ff f(z,y)dA =0

D

- Si f(z,y) esparen z, es decir verifica, f(—z,y) = f(x,y)

[f f@pia=2 [[ fayia

D con >0

Dominio simétrico respecto del eje OX

- Si f(z,y) esimparen y, es decir verifica, f(z,—y) = —f(x,y) : ff f(z,y)dA =0

D

- Si f(z,y) espareny, es decir verifica, f(z,—y) = f(a:,y)

[[ f@ypaa=2 [[ fayaa

D con y>0

n Cambio de variables en integrales dobles

TEOREMA CAMBIO DE VARIABLE EN INTEGRALES DOBLES

Hipotesis:
- lasregiones R y D delos planos XY y ST respectivamente, estan relacionadas por las
ecuaciones z=xz(s,t) , y=1y(st)

- esarelacion entre R y D es biyectiva (cada punto de R esimagen de uno y sélo un punto
de D).
- las funciones del cambio, x(s,t) e y(s,t), admiten derivadas parciales continuas en D.

- lafuncién f(x,y) escontinua en la region R.

Tesis:
_ Oz, y)
[ [ r@.y)dzdy = [ [ flals,t),5(5,1)) e
Awy) |
. As,t) v v
siendo,
OBSERVACIONES:

- Elfactor J = ((99((:1:, ?)) se llama jacobiano del cambio

S,

- Elvalor absoluto del jacobiano da la relacién entre un elemento diferencial de area del plano
XY yun elemento diferencial del plano ST :

drxdy =| J | dsdt
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- Puesto que tanto dxdy como dsdt son positivos, el cociente entre ellos es positivo:

recuerda que el jacobiano siempre se introduce en la integral en valor absoluto.

- Si el cambio de variables fuera el inverso, es decir, el que escribe las coordenadas s y ¢ en

funcion de = e y, entonces el jacobiano seria el inverso, es decir O(s;1) = 1
Nz,y)  O(z,y)
a(s,t)

Herramienta para mostrar la interpretacion geométrica del jacobiano
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/Jacobiano-JS/index.html

2. [Verveeo)

n Cambio a coordenadas polares

Este es uno de los cambios de variables mas habituales. Las formulas del cambio son

x=rcosf , y=rsend

establecidas de forma biyectiva entre dos conjuntos S y R, siendo » positiva. El jacobiano es

o(z,y) cos —rsend _
d(r,0) |senf rcosd

Resultando,

ffRf(x,y)da:dyZffsf(rcosﬁ,rsenQ)rdrde

Herramienta para calcular integrales dobles sobre dominios en polares
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntDoblesPolares-

. ,
JS/index.htm| -

RELACION ENTRE COORDENADAS POLARES Y CARTESIANAS

Si se hace coincidir el polo del sistema de coordenadas polares con el origen del sistema de
coordenadas cartesianas y el eje polar con el eje OX, se obtiene la siguiente relacién entre las

coordenadas cartesianas (ac,y)de un punto del plano y sus respectivas coordenadas polares

(7", 0) :

- Conversién de polares a cartesianas © = 7 cos 6, y =rsenf

- Conversién de cartesianas a polares

r=+z’+9, Hzarctgg, (—7r<9§7r, signo&zsignoy)
x
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Definicion (Ecuacién polar).- Una curva en polares vendra dada por una ecuacién del tipo
r=r(0) 6 F(r,d)=0,con 0 1.

Ecuaciones de curvas en polares

Ecuacidn cartesiana Ecuacion polar

Curva ) )
(variables: z, v ) (variables: r, 9)
Circunferencia de centro el s )
: Tty =a r=a
poloy radio a
) 0 = q, si y>0
Semirrecta que pasa por el polo y = mz f—a—m si y<0

y de pendiente m = tg«
con 0<a<nm

Recta vertical r=a rcosfd = a

Recta horizontal y=1> rsenf =b

INTEGRAL TRIPLE

m Integral triple sobre cajas

Definicion (Cajay Particion).-
- Caia del eSpaCiO Rg es el Conjunto
H =[a,b]x[c,d]x[e,j] = {(z,9,2) Ja <z <b c<y<d, e<z<j}

- Particion P de una caja H es el conjunto de subcajas generadas al tomar una particion
en [a,b], otra en [c,d] y otra en [e, j]. Si hay n subcajas y cada una de ellas se denota
por H,, tendremos H = UHk

k=1

- Llamaremos norma de la particién, y la designaremos por HHH a la longitud de la

diagonal mas larga de las subcajas de la particion de H.

Definicién (Suma de Riemann).- Llamaremos suma de Riemann de la funcién f(z,y,2)
definida en la caja H para la particion {HA }k:1 ala suma, E f(z,,y,,2,)AV,
k=1

donde (z,,y,,2,) es un punto cualquiera tomado en la subcaja H, y AV, es el volumen
de H, .
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Definicion (Integral triple).- Sea f una funcién de tres variables definida sobre una caja H.
Si para toda particion de H , tal que la norma de la particion tiende a cero, existe el limite

lim Z f(xka yk’ Zk>A V;s
k=1

se dice que f esintegrable en H . Ademas el valor de éste limite es la integral triple de f
sobre H y se denota por

JIJ, s 2y = fim 32 60 o208
) k=1

n—oo

n Existencia y propiedades

CONDICIONES SUFICIENTES DE INTEGRABILIDAD:
- Si f escontinua en una caja H, entonces es integrable sobre H.

- Si f esacotada en una caja Hy es continua en ella, con excepcién de un nimero finito de
superficies suaves contenidas en H, entonces f es integrable en H.

PROPIEDADES:

P1. Linealidad.- La integral triple es lineal.

[[[ (af@,y.2)+bg@.y,20)aV = a [ [ [ fz,.2)aV +b [ [ [ g,y 2)av

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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P2. Aditividad del dominio de integracion.- La integral triple es aditiva sobre cajas que tengan
en comun como mucho una porciéon de cara:

fff]{ UH, f(x’y’z)dv - fffo(w,y,z)dV +fffo(x,y,z)dV

fffH U f(z,y,2)dV = fffH St Volumen(H1 N H2) =0

P3. Acotacién.- Si f(z,y,2) < g(z,y,2) en casi todos los puntos de H , entonces
fffH f(@,y,2)dV < ffng(x,y,z)dV

P4. Acotacion modular.- Para cualquier f integrableen H,

‘fffo(x7yaz)dV SfffHU(x,y,z) A%

n Calculo de integrales triples sobre cajas: integrales iteradas

Definicidn (Integrales iteradas).- Si f esintegrable en H = [a,b] x [c,d] X e, j],

SIS, s zav = [ [ [ v ptzdyic

La expresion de la derecha representa el proceso que comienza integrando la funcion f respecto

de z, tomando z e y como constantes, resultando una funcion de dos variables. La integracion
iterada de esa funcion, primero respecto de 3 y luego respecto de z da como resultado el valor de

la integral triple. Este orden de integracion es el expresado en la integral anterior, pero podriamos
intercambiar las variables:

El cdlculo de una integral triple se reduce a calcular una integral simple y una doble. Una vez elegida
la variable para la primera integracién, la integral doble se extendera al dominio contenido en el
plano de las otras variables; podemos escribir

fffH f(z,y,2)dV = »/;u,b]x[a.d] fejf(x, y,2)dz|dA
fffg (,9,2)dV = u/;a,,b]x[eﬁj] fcdf(x’ y,2)dy|dA
fffn f(z,y,2)dV = v-/;gd]x[c,j] fubf(:v, Yy, z)dz|dA

Existen seis drdenes distintos de integracidn, pues cada una de las expresiones anteriores origina
dos formas de resolver las correspondientes integrales dobles.
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Integral triple sobre dominios regulares. Integrales iteradas

Una funcién f(z,y,2) es integrable en un conjunto V C R’ si lo es en una caja que
contengaa V.

La definicidn, las condiciones de existencia y las propiedades de la integral triple sobre cajas
recogidas en el apartado anterior, son aplicables a la integral triple sobre dominios regulares sin mas
que sustituir H por V.

Existen tres tipos de dominios regulares en R?: x-simple, y-simple, z-simple. Un dominio puede ser
de los tres tipos simultdneamente.

Se describe el proceso de calculo para el caso de dominio z-simple, los restantes casos se deducen
de éste sin dificultad.

Definicién (Dominio regular z-simple).- Un conjunto H del espacio es z-simple si se puede
escribir como,

z
Z=Uy(x, )

zZ=uxY)

H:{(x,y,z)/(x,y)ERzy, u, (z,y) <z <u,(z,y)} *

siendo ademds D un dominio regular.

Definicion (Integrales iteradas sobre un dominio regular z-simple).-
Si un conjunto H del espacio es z-simple y la funcién f(z,y,2) es integrable en H,

entonces
JJJ rvzav =],

Caso 1. Si Rxy es x simple

dA

u, (z,y)
[ “fla,y,2)dz

(z,y)

Z=Uyx, 1)

T2 = (X, y)

Rzy = {(I, y) / a<zx< b, gl(I) < Yy < gQ(I)} /f‘g.(x)@z%m

x

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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La integral es

ff flz,y,2)dV = f fggz:f uizyj) x,y, z)dzdydx

Caso 2. Si Rxy es y simple

Z=Uy(x, ¥)

’-l z=u(x.y)

R, ={(0.y)/c<y<d h@)<y<h(@)

La integral anterior es

fff (@, y,2)dV = f fh © fu o) f(x Yy, z)dzdzdy

Segln sea laformade H yde f, puede ser recomendable utilizar otro orden de integracion.

m Interpretaciones de la integral triple

Volumen.- Si el sélido H se puede escribir como el conjunto
H={(z,y,2) /] a <2< b (2) <y < ,(2) 9, (z,9) <2 < ,(z,9)}

entonces

Volumen(H) = fff av = f f@ o fw?zzydzdydx

Valor medio.- Se llama valor medio o valor promedio integral de f(z,y,z) en H al nimero

[Lf, e v

Volumen(H)

Masa.- Si un sdlido S ocupa la region H del espacio y estd compuesto por un material de densidad

6(z,y,2), sumasa es
Masa (S) = ff H(S(x, Y, 2)dV

Para el solido anteriormente descrito, la densidad de masa media se calcula como
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ff o(z,y,2)dV

Densidad media(S
Volumen (H)

Temperatura media.- Si un sélido S ocupa la region H del espacio y la temperatura en cada punto
viene dada por T'(z,y, z), la temperatura media del sélido es

e

Volumen(H)

Temperatura media(S

Simetria integrales triples

El calculo de la integral triple se simplifica cuando existen simetrias en el dominio y en la funcion.
Veamos tres casos:

Dominio simétrico respecto del plano ZY

- Si f(z,y,2) esimparen x, es decir verifica, f(—z,y,2z) = —f (x, y,z)

ffff(w,y,z)dV =0

- Si f(z,y,2) es paren x, es decir verifica, f(—z,y,z) = f(x, y,z)

ffff(xw)dV— 2 [ fy.2)

H con x>0

Dominio simétrico respecto del plano ZX

- Si f(z,y,2) esimparen y, es decir verifica, f(z,—y,2z) = —f (x, y,z)

[[[ s v =0
H
- Si f(z,y,2) esparen y, es decir verifica, f(z,—y,2) = f(ac,y,z)

ffff(wz)dV—? [f #@y.2)

H con y>0
Dominio simétrico respecto del plano XY

- Si f(z,y,2) esimparen z, es decir verifica, f(z,y,—z) = —f (x, y,z)

[f[ sepv 0
H
- Si f(z,y,2) esparen y, es decir verifica, f(z,y,—2) = f(m,y,z)

ffff(wz)dV— 2 [[ fay.)

H con z>0
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n Cambio de variables en integrales triples

El teorema sobre cambio de variable en integrales triples se obtiene del visto para integrales dobles
con las modificaciones obvias resultantes de afiadir una variable mas. El jacobiano del cambio de
variables

z = z(u,v,w) , y=yluvw) , z=2z2u,v,w)

I e
, .1, 2

es el determinante J = %2 _ yi yl Z/;

8(u,v,w) / / /

2 2z

u v w

RELACION ENTRE COORDENADAS CILINDRICAS Y CARTESIANAS

Las coordenadas cilindricas se obtienen utilizando coordenadas polares en uno de los planos
coordenados, de forma que son las apropiadas para describir conjuntos del espacio, como el
interior de un cilindro, que tienen un eje de simetria. Si ese eje de simetria es el eje OZ, las
coordenadas cartesianas se escribirdn del siguiente modo en funciéon de las cilindricas:

z =rcosf
y = rsenf
Z=2

P(x, Y, 2)

Cambio a coordenadas cilindricas

Para el cambio de variables r=rcos, y=rsend, z=z2

el jacobiano es

cosf) —rsenf 0
o(z,y,2)

o(r,0,2)

=|senf) rcosf O =r
0 0 1

J =

Y el elemento diferencial de volumen, dV = dxdydz, en cilindricases dV = rdrdfdz

puesto que 7 es no negativo.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Las superficies de ecuacion mas sencilla en coordenadas cilindricas son:
- r=a es el cilindro de eje 0Z y radio a;
- 0=0b es el semiplano que contiene al eje 0Z y forma dngulo b con el plano
XZ,z>0
- z=c es un plano perpendicular al eje 07 .
z = constante
x=rcos @
v =rsen
Z=I - = constante
J
6= constante
a 3
r X

Herramienta para describir dominios en coordenadas cilindricas
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntDoblesPolares-

JS/index.html

RELACION ENTRE COORDENADAS ESFERICAS Y CARTESIANAS

Las coordenadas esféricas son Utiles en sélidos acotados por esferas, planos que pasan por el eje
0Z y conos con ese eje. Es decir, aguellos volimenes en los que existe un centro de simetria.

x = psen ¢ cos 0
Las formulas del cambio son: {y = psen ¢sen 6

2z = pcos¢

P(x,y.2)
P, €. 9)
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Las variables del sistema representan las siguientes magnitudes geométricas:
- p distancia del punto al origen de coordenadas, p* =z’ + ¢ + 2°

- 0 angulo de variacion respecto del eje 0.X positivo, se tomaentreOy 27 ;
-9 angulo de variacion respecto del eje 0Z positivo, se toma entre 0y 7.

Cambio a coordenadas esféricas

Para el cambio de variables x = psen¢cosf , y= psengsentd , z = pcos¢o

el jacobiano es

_ 8(I7yaz) _ 2
T A0y

El elemento diferencial de volumen dV = dzdydz en esféricas es
dV = p* lsen¢ |dpdfdgp

Las superficies de ecuacién mas sencilla en coordenadas esféricas son:

- p=a es la esfera de centro el origen y radio a

- 0=b es el semiplano que contiene al eje 0Z y forma dngulo b con el plano
XZ,(z>0)

- ¢p=c es un semicono de eje 07 .
9 z

& = constante

£ = constante

x=psen @geos & (x,y. z

¥ = psen gsen &

z=peos @ N
_— - \ ¢ = constante
_¢" —pcos @
> y
0
2 sen @

Herramienta para describir dominios en coordenadas esféricas
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/CoordEsfericas-JS/index.html
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Ejercicios propuestos

1
- a) Aproxima el volumen del sélido

limitado inferiormente por el rectangulo
[0,2]x[0,1] del plano XY y superiormente

1
por la superficie z = Z(IQ + yz) , mediante

una suma doble de Riemann sobre una particion
regular de 10 x5 celdas, tomando el valor de la
funcion en el punto medio de cada celda.

b) Comprueba la calidad de la aproximacion,
calculando el valor exacto de la integral.

fr(0)=1>0.
Solucién: a) Vaprox=0,830
b) Vexacto =0,833

2
- Para cada una de las siguientes

integrales dibuja la regién de integracién,
escribe la integral equivalente cambiando el
orden de integracion y encuentra su valor
utilizando el orden que consideres mas
conveniente:

27 ™
A= fﬂ fo (senz + cos y)drdy

B :foﬂfoza: senydydz
c=[ 12 i y”dedy
p-fifin e[

Solucién: A = 2r; B=2+7"/2;
C=5/6; D=1/3;, E=9/2

3
- Se consideran los dominios de R?,

definidos en las graficas siguientes:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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. Dominio A
1
2
y=1/x
0
0 1 2 3 4
Dominio B

[N

\ 24

-2 -1 0 1 2 3 4

-24

Se pide:

1. Define estos dominios utilizando
desigualdades, como regiones x-simples e
y-simples.

2. Calcula sobre cada dominio la integral |
indicada, utilizando los dos 6rdenes de
integracién posibles. Comprueba que el
valor de las integrales no depende del
orden de integracion utilizado.

I, :j;f(a:—3y2)d/1
I, :L[Bf(ﬁ — 3y)dA

Solucién:a) I, = —261/32 b) I, = —18

A

4
- Se consideran las dos regiones del plano

siguientes:
Az{(x,y)/ogzg, zSysx/E}

B={(ny)/0<y<2, —\2y<o<ioy |

1. Definelas cambiando el orden (si viene
definida como x-simple, escribirla como y-
simple, y viceversa).

2. Calcula, amano, el drea de cada una.

3. Utiliza Matlab para representar las regiones
y comprobar el valor del area.

4. Supondremos que estas regiones son
ldminas (sin grosor) de un material de
densidad de masa proporcional en cada
punto a la distancia del punto al eje y = 0.

Universidad de Cantabria



20

T1 B INTEGRACION MULTIPLE

Encuentra la masa de cada lamina, primero
a mano y después con Matlab.

5. Calcula el valor medio de la funcion
densidad en cada placa y los puntos de la
placa en los que se alcanza ese valor.

6. Utiliza Matlab para representar sobre cada
una de las regiones Ay B, los puntos donde
se alcanza el valor medio de la funcién de
densidad.

Solucion: a)y b)

Dominio A
2
1 y=vx
0
0 1 2 3
areaA=1/6
Dominio B
1 2
y =x°/2
0
-2 -1 0 1 2
dreaB=16/3

1 2

d) masaA=—k; masaB=3—k; kesla
12 5)

constante de proporcionalidad.

1
e) densidad media de A: Ek; en los puntos
1 1 1
z, - S x S R = -
{( v)/ 1 5 Y }

densidad media de B: gk ; enlos puntos

5
3 3 6
Ty) ) 2= <z<2|5,y==
N |
Se considera la regién del plano D,

acotadaporlasrectas y =z, y=2z, z=1y

x = 2. Se pide:

a) Represéntala graficamente y definela como
regiéon x-simple y también como region y-
simple.

b) Calculaa mano el drea.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

c) Comprueba los apartados a) y b), utilizando
Matlab para representar la region y para
calcular el drea.

d) Calcula la temperatura media de una
lamina que ocupa la region D, sabiendo que
la temperatura en cada punto viene dada
por T(z,y) = = / y y encuentra los puntos
de la placa donde se alcanza esta
temperatura media.

e) Utiliza Matlab para representar el
rectangulo [1,2]x[1,4] coloreado segun la
funcion temperatura y destaca sobre él el
contorno de la ldmina y los puntos que
estdn a temperatura media.

Solucion: a) Regidn y-simple:
D={@y/1<s<2 2<y<2u)
Regidn x-simple:
D={@wy/1<y<2 1<a<yju

[(w,y)/2§y§47 %ngQ}

b)3/2 d) Temperatura media = log2;
Puntos a temperatura media:

{(:c,y)/y=—3j ,1§x§2}
log2

n Sea D laregion del plano limitada

inferiormente por la grafica de y = \/; y

superiormente por y =2 para 0 <z <4.

a) Escribe un fichero para dibujar con Matlab
la region D definida por

D={(zy)/ 0<z<4, Jo <y<2}

b) Define la regidn en el otro orden, es decir,
de la forma

D={(my)/c<y<d a(y) <z <)}

c¢) Una placa delgada plana ocupa la regién D
y la temperatura en cada uno de sus puntos
es T(z,y) = xy . Calcula a mano el valor
medio de la temperatura en la placa.

d) Utiliza Matlab para representar el
rectdngulo [0,4]x[0,2] coloreado segun la
funcion temperatura y destaca sobre él el
contorno de la placa, D, y los puntos que
estan a temperatura media. Comprueba
que esos puntos estan sobre un arco de
hipérbola.

Solucién:

a)D={(z,y)/0<y <2, 0<z<y’}
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¢) Temperatura media =2
d) Puntos a temperatura media:

{@y)/yg 1<z <1

7
- Calcula la siguiente integral doble

[ — 2 2)\wy 2 2 d d
ffs(y 2°)" (2" 4y )dedy
donde S es la regidn del primer cuadrante del
plano XY acotada por las curvas zy =1,
zy=3,y=x ey —2° =1.Dadalaforma

de laregién S vy la del integrado, es
conveniente realizar el cambio de variables

2 2
u=uzay , v=yY —T

Solucién: I =log2/2

n Se consideran las siguientes regiones

del plano, donde @ es un numero real positivo:

Az{(x,y)/ —a<x<a, 0<y<a’-x }

B={(x,y)/ —a<y<a, 0<x< az—yz}

C:{(r,ﬁ)/ 039337”, OSrSa}

D:{(r,é’)/ osas%”, OSrSa}

a) Represéntalas graficamente.

b) Supdn que una funcién f(:c,y) es
integrable en cualquier regién del plano, es
positiva en el semiplano z < 0 y ademas es

simétrica impar respecto del eje z = 0.
Ordena de menor a mayor las integrales de

f(auy) sobre A, B,C y D.
c) Sustituye la funcidn f(x, y) =—z-€’,que

cumple las caracteristicas del apartado b) y
calcula las integrales utilizando Matlab.
Elige también el valor de a = 2.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Solucion: a) Las regiones son sectores del

. 2 2 2
circulo z° +y" =a

A
(-a,0) @0)
(0,a)
B
(a,0)
@
i(-a.o)
\Q\
\\\ C
AR (a,0)
(0,a)
>
d D P - i
[(-2,0) el (a,0)

by I,<I, <I, <I,.
c) Se resuelven todas en polares:
I1,=0, [,=-7,7951, 1.=-3,4075, I,=0,9430

n Halla las siguientes integrales mediante

el cambio a coordenadas polares y representa
graficamente la regién de integracion

o [ e e ad

b) foa/x/if \/ﬁx A
b) N2a* / 6

Solucién:  a) ma'/8;

Universidad de Cantabria
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10
- Utilizando coordenadas polares, define

mediante desigualdades, representay calcula el
area de las regiones siguientes:

a) Region Sl, comprendida entre las

circunferencias z° + y2 =2z,
' +y’ =42 ylasrectas y =1z, y=0.

b) Regién S, , interior a la cardioide
r=2-+2cosf yexteriorala

. . 2 2
circunferencia (a: — 2) +y =4.
r =2+ 2cos(f)

(x-2P+y?=4

o

Solucidén: a)

S, —{(r,é)/oge % 2cos€<r<4cos€}

dreade S = %(W + 2)
b)

2

U{(r,@)/ %gegw, OSTSQ—FQCOS@}

; dreade S, =27

11
- (a) Prepara una funcion Matlab que

tenga como argumentos de entrada una funcién
de R?, f(:z:, v, z), los extremos

a, b, ¢, d, h, y j deuna caja

[a,b] X [c, d] X [h, j] y una particion de la caja

definida por el nimero de subintervalos en cada
eje: n,m y p.Como salida de la funcion se

obtendré la suma de Riemann de f en la caja,

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

S, =1(r,0)/ OSHS%, 4cos0§r§2+2cos€}

tomando como puntos para evaluar la funcién,
los puntos medios de los subintervalos en cada
coordenada. La funcién se dard como string
(caracter). Puedes seguir los siguientes pasos:

- generar incrementos
inc=[b-a,d-c,j-h]. /[n,m, pl;

- generar vector de x
vx=a+inc (l)/2:inc (1) :b-
inc(l)/2;

- generar vectordey
vy=c+inc (2)/2:1inc(2) :d-
inc(2)/2;

- generar vector de z
vz=h+inc (3)/2:1inc(3) :j-
inc(3)/3;

- generar malla con meshgrid
[X,Y,Z]=meshgrid(vx,Vvy,Vvz);

- vectorizar f

- (conlos comandos vectorize (inline(f))
f=vectorize (inline (f));

- evaluar f sobrela malla
val=f (X,Y,7);

- calcular la suma de Riemann
suma=sum (val (:)) *prod (inc)

Cc) Comparar los resultados obtenidos con las

sumas de Riemann (tomando 100* cajas) y
con la integracion simbdlica para las tres
integrales:

|

-1

[
=

Solucion: b) Con las sumas de Riemann se
obtiene,

I =130,385646 , I, =17,835264,
I, =0,960582

Con el calculo simbdlico se obtiene,
. = 130,383918, 12 =17,835288,

I, =0,960592

12
- a) Dibuja, utilizando Matlab o Dpgraph

la porcién del cilindro 2* +3° = 2z entre
z=—-3y z=23 ysobrela misma figura una

porcién del cilindro parabdlico 2* = 2z .
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b) Calcula, utilizando el paquete simbdlico de
Matlab, el volumen del sélido H limitado
entre las dos hojas de z*> = 2z (una hoja se
produce con z negativoy la otra con 2z
positivo) y el cilindro 2* 43> = 2z

¢) Intenta calcular con Matlab, utilizando
coordenadas polares, el volumen del sdélido
limitado por 2* + y* = = entre las dos
hojas de —2* —y° +2* = 1. Veras que
Matlab te devuelve un resultado simbdlico
mediante funciones elipticas, ello es debido
a que la integral en la variable ¢ no tiene
una primitiva elemental. Calcula tu, de
forma aproximada, el valor de esta segunda
integral iterada en la variable t.

Solucién: b) Volumen=128/15
¢) Volumen =~ 1,834

13
- Halla, mediante una integral triple, el

volumen del sélido del primer octante limitado
inferiormente por el plano z =3 vy

. . 2
superiormente por la superficie z =4 —z" —y

Solucién: Volumen =4 /15

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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14
- Si H es el sdlido limitado inferiormente

por z = +/z”> +1* y superiormente por z = 3,

calcula

szffH(x+y—2z)dV

Soluciéon: I =—81lr /2

15
- a) Halla mediante una integral triple el

volumen del sélido del primer octante limitado
por los planos coordenados, por el cono

22 =a" +y° yporlaesfera z° +y° +2° =8.
b) Calcula la densidad media de dicho sélido,
sabiendo que su densidad de masa viene dada
por la funcién

6(:10,3/, z) =

'mQ +y2
Solucién: a) Volumen= 87r(\/§ -1)/3 b)
Densidad media =1/ (\/5 —1)

16
- a) Calcula mediante una integral triple

el volumen del sélido H, limitado
superiormente por el paraboloide

Universidad de Cantabria
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z=9—2"—y, inferiormente por z =0y
que es exterior al cilindro 2> +¢* =1.

b) Encuentra la temperatura media de H,
sabiendo que la temperatura en cada punto
viene dada por la distancia del punto al eje OZ.
Solucién: a) Volumen = 327

b) Temperatura media=37/20

17
- a) Expresa en coordenadas esféricas las

ecuaciones de las superficies siguientes:
Si: el cono de ecuacion z =2 + 3 ;

S2: el cono de ecuacién z = 3(x2 + yZ)

Ss: la esfera de ecuacion z° +y* + 2° = 16

b) Halla el volumen del sélido H, que esta
comprendido entre los conos S1y Sz, y dentro
de la esfera Sa.

Z;Sa:,o:4

T
Solucion: a)S1: ¢p =—; S
4 4 6

2. P =
b) Volumen = 64%(\/5 —\/5)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

18
- a) Calcula la masa del solido H, situado

en el semiespacio y > 0, que esta limitado por

la esfera z* + y2 +22=4 y también por el
plano y = 0, sabiendo que la densidad de masa
en cada punto es

6($,y,z) = 2<x+y—|—z)
b) Calcula el valor de la integral
I = fffH%,siendoHla

(:v +y +=z )
region del espacio limitada por las esferas
2+ +2=a’y ' +y° +2° =07, donde
a>b>0.

Universidad de Cantabria



Solucién: a) Masa = 87 ;

b) [=glog(a/b)

19
- Se considera el sélido H que ocupa la

region limitada inferiormente por z = 2* +y

2

y superiormente por z = 2 — 2’ —y*. Cada
punto de H estd a una temperatura dada por
T(z,y,2) = 2>+ + (2 —1)* Calculael

volumen del sélido H y la temperatura media
del sélido.

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA
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Test de autoevaluacion

1

2

Sea la funcién z = f(:zyy) =z —y,

definida en el rectangulo R = [O, 1] X [O, 2] .Si

se ejecuta la siguiente secuencia de comandos
de Matlab,

>>

>>

>>

>>

>>

x=1/8:1/8:1;
y=1/8:1/8:2;
[X,Y]=meshgrid(x,vy):;
Z=X."2-Y;

s=sum(Z(:)) /64

¢Qué representa el valor de s?

A.
B.

Daria error.
Una aproximacion de la integral doble de

z=a"—y sobre R.
Una aproximacion del volumen limitado por
el trozo de la gréfica de f(a:, y) sobre el

rectdngulo R, conelplanoz =0.
Ninguna de las anteriores.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

2

Sea f(z,y) una funcidn continua en

3 5
R? y tal que f flz,y)dz|dy = M,
1 2

entonces se puede asegurar que:

3

g

5
B. [
C. [

]ﬂ%w@

f(z,y)dy

S

f(z,y)dy

——

de =M
de = —M
de =M

D. Ninguna de las anteriores.

3

cierta?

¢Cual de las siguientes igualdades es

14’ 1y

A. ffdyd:v = ffdxdy
0 0 0 1
1 2 11

B. [{dydx = jo‘j;‘dxdy
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14 1y
C. ffdyd:z::ffdmdy
0 0 0 —Jy

D. Ninguna de las anteriores.

4

El valor de la integral ff(:p +y)dzdy,
R

donde R es el recinto plano limitado por las
curvas de ecuacion zy =4, x +y =5, es:
A. 8.

B. 9.

C. 8/9.

D. Ninguna de las anteriores.

5
Dada la funcién

f(x,y) = \/372 +14> —1 y el dominio
DE{(m,y)GRQ /2 +y §4}

En base a las propiedades de la integral doble
de Riemann, sin calcular las integrales, decir
cual de las siguientes afirmaciones es
verdadera:

A, —4r < fff(a:,y)dxdy <Ar
D

B. fff(x,y)dmdy>0
C. fff(m,y)dmdyz()

D

D [[ fa.y)dedy =2 [ f(z,y)dady,

siendo Dj la parte del dominio D situada en
el primer cuadrante.

6

El valor medio de la funcion

f(w):;
Nr+y+1

rectangulo R = [0,2] X [0,1], es:

A. 2(3—&—@)

B. 3(94@—2\5)
3

C. 2(5@—2«5)

D. Ninguna de las anteriores.

definida sobre el

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

7 2
Cierta regioén de R” est4 definida en
denad | V=r=a iCo
coordenadas polares por: omo
P P 0<o<r c

habra que definirla usando coordenadas
cartesianas?

2 2 2
xr + =a
A Y
y=>0
B x2+y2§a2
’ x>0
2 2 2
T+ <a
C Y=
y=>0

D. Ninguna de las anteriores.

8

¢Cual de los siguientes resultados es

verdadero?

D. Ninguna de las anteriores.

9

Elegir cual de las siguientes
afirmaciones es la verdadera:

C. SeaD laregién del primer cuadrante tal que
1+ cosf <r < 3cosf, entonces el drea
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de dicha region en coordenadas polares
/3 3cosb
. 1
viene dada por
0 14cosf COS&
D. Eléreainterioralacurva r = 2senf

dr do

cuando OSHSZ es =
4 8

10

La ecuacién en coordenadas cilindricas
r = 2z, representa:

A. un cono.
B. uncilindro.
C. un hiperboloide.
D. Ninguna de las anteriores.
11 f
Dada la regiéon de R?, definida en

coordenadas cartesianas por las condiciones
=+ y2 >9
2+ y2 +22 <16
¢Como se definiria esta misma regién en
coordenadas cilindricas?

0<r<4 0<0<2r

A V16 =717 < 2 <16 — 17

B. {3
3<r<4 ; 0<0<2m ;

16 -1 <z <16 —17

IN

Soluciones del Test:

r<4 ; 0<60<2m —4§z§4}

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

D. Ninguna de las anteriores.

12
¢Cudl de las siguientes igualdades es
cierta?
2r 3 3= N N i e
A [ f rdwdrdd = [ [ [ dedyde
8. [ [ [ rdrao= [ [ [ dedyde
00 0 53t o
9r V3 307 s mm

C. f f f rdzdrdf = f f f dedyda
0 0 0 0 0

-3
D. Ninguna de las anteriores.

13

Una interpretacion geométrica de la
or /4 3

integral triple fffp2 sendpdgpd es:
0 0 0

A. Volumen de una semiesfera de radio 3
B. Volumen de un cono de ecuacién

5= [xz +y2

C. Volumen de un sector esférico limitado
inferiormente por el cono z = /2 +4° vy
superiormente por la esfera
Ay +2=9

D. Ninguna de las anteriores.

Ejercicios resueltos

INTEGRAL DOBLE. SUMAS DE RIEMANN

Aproximar el volumen del sélido situado entre el paraboloide

z=f(m,y)=4—m2—2y2

y laregién cuadrada Rdadapor 0 <z <1,

0 <y <1 utilizando una suma de Riemann. Hacer

una particion de R formada por celdas cuadradas de lado 1 / 4 . Realizar el célculo con Matlab.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Solucién

Construimos la particion mencionada sobre el cuadrado R y elegimos dentro de cada celda el

vértice superior derecho como punto para calcular el valor de f(ac,y).

Utilizando una notacién con subindices dobles, como la que se emplea en matrices, el punto de
coordenadas (ajjj,yﬁ) representa el elegido sobre el cuadrado de la i-ésima fila y j-ésima

columna. Luego resulta

! 9 4 2 9 1 g .
'Tiﬁyij = Z’Z y 7”.7:1727374
3ra \ 24 \\ /4 \\ 24 \)
b 7 7 a
1z N % N Z 2 )

El valor de fen (xij,yij) es:

Dado que el drea de cada subregion es 1/16, aproximamos el volumen mediante la suma doble
de Riemann

A continuacion, se representa graficamente el volumen que se calcula con la suma de Riemann
anterior y se escribe el cédigo de Matlab para calcular el valor de esta suma.

inc=1/4;
L] L ]
vx=inc:inc:1; i
[ ] L]
VY=VX;
. [ ] L ]
[x,y]=meshgrid (vx,vy) ;
L] L ]
f=4-x.72-2*%y."2; % ’ s
suma=sum (£ (:)) *inc.”"2
L ] L “*-.\‘ //
“‘\./xffwx‘/"
s

[X,Y]= meshgrid (vectx,vecty)

Devuelve coordenadas de una cuadricula 2D basadas en las coordenadas que contienen los
vectores vectx y vecty. X es una matriz en la que cada fila es una copia de vectx, mientras
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que Y es una matriz en la que cada columna es una copia de vecty. La cuadricula que
representan las coordenadas X e Y tiene length (vectx) filasy length (vecty) columnas.
Ejemplo:
https://es.mathworks.com/help/matlab/ref/meshgrid.html|?searchHighlight=meshgrid&s tid=sr
chtitle_meshgrid 1

X

= 1:3;
= 1:5;

=

[X,Y] = meshgrid(x,vy)
%$Dibujamos los puntos de la cuadricula
plot (X,Y)

Escribe la expresiéon matematica que se calcula con el siguiente cédigo de Matlab

inc=1/10

Xx=inc:inc:1;

y=x; [X,Y]=meshgrid(x,vy):
Z=exp (-X."2-Y."2);
valor=sum(Z(:))*inc*inc

¢Qué representa este valor?
Solucién

El cédigo Matlab calcula

1 . 1 1

S R VAN
valor:—zze Ty siendo 10 10 10
100 &= & 11

i=1 j=1 y:_+<]_1)_:_

710 10 10

Se trata de la suma de Riemann de la funcién f(:v,y) = e_g”z_y2 en el rectangulo R=[0,1]x[0,1]

considerando una particion de 10x10 puntos y tomando como punto de cada subintervalo el
vértice superior derecho:

e 1 R
M

i=1 j=1

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Dado que la funcion es positiva en R, seria una aproximacién al volumen del sélido limitado

2
o

2
inferiormente por el rectangulo y superiormente por la funcion f(m,y) =e ¥ 7Y . Dibujamos

con Matlab la superficie gréfica de la funcion f de distintas formas

fmesh (funcién,intervalo)

fmesh (f)  fmesh(f) crea una fichero de malla para z = f(x,y) sobre el intervalo [-5 5] por defecto paraxey.
fmesh (f, xyinterval)

fmesh (funx, funy, funz)

fmesh (funx, funy, funz,uvinterval)

syms x y
fmesh (exp (-x*2-y*2),[-1 1 -1 1])
$También mediante una funcidén andnima

fmesh (@ (x,y) exp(-x.”2-y."2),[-1 1 -1 1])

fimplicit3 (£f,intervalo)

Representa funciones en implicitas f(x,y,z)=0 en el intervalo. Si no se indica se considerard [-5,5]
parax,y, z.

syms f(x,y,z)

f(x,y,2)=z-exp (-x"2-y"2)
fimplicit3 (f(x,y,z), -1 11)
%0tra forma

Syms X y z

f(x,y,2)= z—exp (-x"2-y"2)
fimplicit3(f,[-1 1 -1 1 0 11])
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3

grafica

0 02 04 06 08 1 12X

1 1
—k—_1 _k_—_; —k=_?
—h i e U
k= 8 k=0 k 3
1 1
"_k=7 kZE k=1

Considerando la suma en el punto medio con una particién regular m=n=2 estima el valor de la
integral fff(m,y)dA donde R es [0.2, 1] % [0,0.8]. Calcula el valor promedio de f en R.
R

Nota: El valor promedio de f(x, y) sobre R se obtiene de la forma siguiente

fff(:n,y) dA
valor medio = f——————
drea (R)

Solucidon

El valor aproximado de la integral es 0.112 y el valor promedio aproximadamente 0.175

4

Calcula un valor aproximado de ff cos (ac2 + 3) dA siendo D = [—2, 1] X [1, 2] mediante
D

una suma de Riemann regular con 70 subrectangulos tomando el punto que consideres en cada
uno de ellos. Explica como has tomado la malla y la expresion de la suma de Riemann que has
calculado.
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Nota: Justifica el proceso que sigues y escribe el codigo para realizar los calculos y el resultado
gue devuelve Matlab

Solucién

Para calcular una suma de Riemann con 70 subrectangulos consideramos por ejemplo m=7y n=10
y el punto medio de cada subrectangulo. Entonces,

a=-2;b=1;c=1;d=2;m=7;n=10; incx=(b-a) /m; incy=(d-c) /n;
%$Consideramos el punto medio en cada subintervalo
vx=a+incx/2:incx:b-incx/2;
vy=c+incy/2:incy:d-incy/2;

[X,Y]=meshgrid(vx,vy) ;

Z=cos (X."2+3);

sum(Z(:))*incx*incy

s —1.502

Considera la funcién f(a:,y) = sen (mz)cos(yy) donde (m,y) €R= [—1, 1] X [—1, 1}.

(a) Utiliza la suma de Riemann de una particion regular con n=m=10 ,20, 30 considerando el

punto medio para estimar la integral doble I = ffsen (xQ)cos(gf)dA . Redondea las
R

respuestas a las centésimas mads cercanas.

(b) Para los valores de con n=m=30, encuentra el valor promedio de f sobre la regién R.
Redondea tu respuesta a las centésimas mads cercanas.
(c) Representa en una misma figura el sélido cuyo volumen esta dado por

I= ffsen (xQ)cos(gf)dA el plano
R

Solucién a)
Solucién b)

Solucién c)

meshz (X,Y,Z)

Representa la grafica de la funcion z=f(x,y) con una cortina lateral alrededor de la superficie.

% Cbébdigo para representar el sélido
x=linspace(-1,1,30);y=linspace(-1,1,20);
[X,Y]=meshgrid(x,y); Z=sin(X."2).*cos(Y."2); meshz (X,Y,Z2)
%$Para mostrar el cdédigo de colores

colorbar
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0.8

Nt
H

-05

6

x

— 2 . .z .
Dada la funcién f(:c,y) = ye * , escribe la expresidn para calcular la suma de Riemann

de dicha funcion en el rectangulo [0,2]x[1,2] considerando una particion regular en cuatro
subrectangulos tomando como punto en cada uno de ellos el vértice inferior izquierdo. Nota: No
se pide escribir el codigo en Matlab.

Solucion

Se tiene que Az =1, Ay = 0.5. La Suma de Riemann es

4
1
STF(A)ArAy = 5(16*0 Fle +1.5e70 1.5e*1)
i=1
Ag=(0,1.5) Ay=(1,1.5)
Ap=(0,1) A=(1,1)
-05 0 05 1 15 2
0<z<2
1/2, si
7 ; Fa.y) se def 0<y<l1
La funcién f(z,y) se define como z = f(x,y) =
y f(z,y) (0<z<2
Y, t
1<y<2

2 2
Estudiar si existe la integral I = f dz f flz, y)dy]. En caso afirmativo, calcular su valor.
0 0

Solucion

La integral cumple con una de las condiciones suficientes para la existencia de integral doble:
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"Si f(x,y) es una funcién acotada en un dominio acotado y cerrado R y es continua en dicho

dominio, salvo en un ndmero finito de curvas suaves, entonces f(z,y) es integrable en R".

] Sobre el segmento de la recta y =1, comprendido en
2 0 <z <2, es donde se produce la discontinuidad de salto
l<y<?2 finito de la funcion f(z,y). Este segmento es una curva suave,
1.
0<y<1 luego f(z,y) es integrable sobre el dominio de integracion.
0

La integral se debe plantear como suma de dos integrales, asi:

1= [ anl 1 Sl [ e [ | = Sl o] (o]

E_01

Escribir la expresién de la suma de Riemann de la funcion f(a:,y) = oS (332 —i—y)

cuando se considera una particién regular 2x2 en el rectangulo [0,1]x[1,2] tomando el punto
medio en cada subrectangulo. No se pide calcular su valor, Unicamente dejar indicada la
expresion de la suma.

Solucién
25
Ay = (0.25,1.75)
2
o | o | A=075175
15
e ®| A=(075125
;
0.5
-05 0 0.5 1 1.5 2 25

1
Al considerar una suma 2x2 se tendrda Az = Ay = E . Considerando los puntos intereriores a cada

uno de los cuatro subrectangulos se obtendrdn los puntos del dibujo A1, A2, A3y A4. La suma de
Riemanna es

1

7(4)+ 7(4,)+ £(4) +7(4,)] 5 =

cos(0.252 4 1.25) cos(0.752 + 1.25) cos(o.252 1 1.75) cos(o.752 + 1.75)

- + + +
4 4 4 4
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DOBLE

8

Sea la funciéon f(z,y)=2"+y +1 y D= {(m,y) ER* /2 +y° < 4}. Estudiar,

razonadamente, si se cumple 4 7 < fff( z,y )dedy <207 .
D

Solucién

En efecto, basta recordar que

m drea(D ff z,y) dedy < M drea(D)
D

siendo m el minimo de la funcién f(z,y) en Dy anilogamente M el maximo de f(z,y) también

en D. En nuestro caso m se obtiene en (0,0)es decir m = f(0,0) =1 y el maximo M se produce

en los puntos de la frontera del dominio de ecuacién z° +y° = 4, portanto M = 5.

drea(D) = 72> = 47, por tanto

ff z,y) dedy < 207w
D

que coincide con la expresion del enunciado, luego la proposicion es CIERTA.

9
Si D= {(m, ) ER® /2" +y° < 1}, estudiar razonadamente, si se verifica
2’ tg(y”) sen(z” +y°)
f f dv dy = 0.
z’ —|—y +1

Solucién
Siendo

- D el dominio correspondientea x <0

- D, el correspondientea = > 0 Dy }C

1 0 /

tendremos

[[ F@y) dody = [[ fw.y) dody+ [[ f(z,y) dz dy,

D

ademés f(~,y) = —f(x.y) luego [ [ f(.y)dv dy =~ [[ f(a,y) dz dy
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Por tanto ff f(z, y) dz dy = 0 y la propuesta del enunciado es VERDADERA.
D

10

Sea R = [1, 2]3:[0, 1}, entonces ff (z2 — y) dxdy > 0 . Razonar sin resolver la integral.
R

Solucién

/

-2 0 2 4

, . , 2 , ..

Segun se observa en la figura, la pardbola z° —y = 0, sélo toca en un punto al dominio R. Los
. . , S . s 2 , .

puntos exteriores (junto con la frontera) a la pardbola verifican la condicion y < z° 6 bien

2’ —y > 0. Alserlafuncién subintegral no negativa, también sera ff (z° — y)dzdy > 0, luego
R
la proposiciéon de partida es CIERTA.

INTEGRAL DOBLE SOBRE DOMINIOS REGULARES

11

Realiza los cinco ejercicios propuestos en la herramienta Calculo de integrales dobles en
dominios regulares de la pagina

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion multiple.html

(1] .
Nota: Dispones del siguiente video donde se explica su uso M .
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Selecciona un ejemplo: @ @ Nuevo ejemplo

Calcular la integral de la funcién Pasosaseguir:
fixy)= 1. Representar el dominio Ver
sobre el dominio limitado por las curvas 2. Describir el dominio regular
y=-x y=x+2 , x=2
3. Plantear la inregral iterada m
Descripcién del dominio Fama %
: 1 < x 54:2
E <y <[ |
¢2 < x < —|: 2
|0 | = y > |0 | | Mueve el punta rojo por el eje OX
12 L2
Invertir el orden de integracién y evaluar la integral resultante: ffey dydz
0 2z
Solucién
El dominio de integracién dado es
D:{(x,y)ERQ/OSxSL 2m§y§2}
Si se invierte los limites de integracion
_ 2 Y
D={{z,y)eR"/0<y<2 ,0§z§5
La integral es
2 y/2 y 2 y=2
v’ s v 5 Y Ly L4
e dyda:— e dxdy— ze 5 Ze :Ze -1
0 2z =0 0 y=0

13

Dibujar la region (R) limitada en el primer cuadrante por la hipérbola zy = 16 y las rectas

y=ux, y=0,y z=8. Expresar la integral genérica f f(z,y) dz dy, extendida al dominio
R

anterior R: a) Por franjas verticales.b) Por franjas horizontales.

Solucién a)

Por franjas verticales
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0 2 4 6 8

4 x 8 16/
fﬂff(ﬂ:,y)cla:dy:f0 dzx fo f(ﬂc,y)dlerf4 dr| | f(x,y)dy}
Solucién b)
Por franjas horizontales
o
2. ______________________________
_ 0] . —
0 2 4 6 8
[/ f@.y)dz dy=f2dy [fgf(w,y)dx +f4dy Um/yf(w,y)dﬂf
P 0 y 2 y
14 2 2—x
Cambiar el orden de integracion de la integral J. J. f(x,y)dydx.
_6L2_1
4
Solucién
2

Se trata de la region comprendida entre la parabola y = % —lylarectay=2—2
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2 2—x
Invirtiendo el orden de integracién de I = f f f(m,y)dydx, se tiene

76171
4
0 2@ 8 2-y
:f f f(x,y)dxdy—i—f f f (2, y) dady
_172\/m 0 *%/E
foi?

15 i
Se considera fff(:c,y)dA f f flz,y d:ndy Se pide representar la region D e
D 0y

intercambiar los limites de integracién.
Solucién

El dominio D es

05 ya

La integral quedara

2y \/5 2—g?

Jffwydwdy—fffa:ydyderfffxydydx

16

a) Hallar el drea de las siguientes regiones planas, situadas en el primer cuadrante,
integrando primero en X, y después en y:

e S;eslaregion limitada por las curvas: y = 2*, y = x—, y=2 y=4

e S;eslaregiénlimitadaporlascurvas: z =9* +1, =0, y=0, y=2

b) Calcular el drea cambiando el orden de integracion de las integrales anteriores.
Solucidn a)

Integrando primero en x y después en y, tenemos:

4 sy
drea Slzf dA:ffdxdyzg(\/g—l)(4—\/5)
S, 2y

2 P41

drea 52:f dA = ffdxdy—
5

Solucién b)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Para poder resolver primero en y, y después en z, el dominio S; se debe tomar como la unién

de tres subdominios, 4, By C; mientras que el dominio S; se debe tomar como la unién de dos
subdominios, Ay B.

\ : !

\ 8RR
P ‘ 3 drea S, =
h &‘2" ffdydx—i—ffdydx—i—f fdydx—

\ (;f V10 2% /5

f/f
SZ
12 5002
drea S2szdydz+f f dyclx:E
1 00 1 V-1

17

Calcula el area limitada por las siguientes curvas y =z, y=1/z, 2 =2, y=0

barriendo la regidon por franjas horizontales y por franjas verticales.

2 y=x /

Solucién
Barriendo el dominio por franjas verticales

1
Dz{(z,y)/OSxSI,Ogygx}u{(x,y>/1§x§2,0gygz}

su area sera:

2 1/z

]j‘dydm%—ffdyda;—]xdx%—f dx—l+log2
0 0

0
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|

Barriendo el dominio por franjas verticales

< |

Dz{(x,y)/ogysé,y§x§2}U{(x,y)/%§y§1,y§xs

su area sera:

1/2 2 1 1/y 1/2 e
ffdmdy+ffdxdy:f(2—y)dy+f ——y]dy:
0 vy 1/2 y 0 1/2 Y
2 )12 2) 1 1 111
Y Y
=2y —=— +(logy —=— =1——+logl———log—+—=—+41log2
[Z/ 2] gy 2] g 9 g2 3 2 g
y=0 y=1/2

18

Calcula el volumen del sélido debajo de la gréafica de la funcion f(m,y) =xy+1ypor

encima de la regién del dominio delimitado por z = 3* —1, 2 = /1 —19" .
Nota: Utilizar Matlab para calcular las integrales

Solucidon

El dominio D esta formado por los puntos de la regién delimitada por la pardbola z =4* —1y

por la semicircunferencia x = /1 —* .

\;rm

0.5

Barriendo este dominio por franjas horizontales, se tendrd que D se describe de la forma
siguiente,
-1<y<l1

—1+y <z <l-y’

Por lo tanto, el volumen del sdlido es

2

UOZ(H):ff[zj‘ldz dA:ff(xy—i—l) dA:J 1fy (acy+1>dwdy

Haciendo el célculo con Matlab
Syms X y

int (int (x*y+1,x,y"2-1,sqrt (1-y*2)),vy,-1,1)
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%Solucidén pi/2 + 4/3

calcularla, dibujando el dominio de integracion.

Solucidon

19 ra
Dada la integral ffgdxdy, se pide, plantearla cambiando el orden de integraciény
x
11

En la figura se representa la region D de integracion formada por los puntos (x,y) del plano

cumpliendo

3
P STTooD §y=¢€
2 Y :
Poy=1
i,’t
2 3 4

Cambiando el orden de integracion se tendra que el dominio D sera

1<z <e r<y<e

¢ 2

e e 9 \V=¢ e 9
[Prow[ife] o[

2 2 2

e e 1 e 1
=—|(loge—logl)—|———|=|—+—
2( 8 g) 4 4] 4 4

20 1 2+442
Cambiar el orden de integracion de L = f f f(x,y)dydx.

0 247

Solucién

La region de integracion es la sombreada en la siguiente imagen
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Para recorrer la regién mediante franjas horizontales se deben considerar dos integrales

24a? 3 Y

L:Jffxydydx—fffxydxdy—i—ff myda:dy

IQ

N

E_01

Calcular ff(:z; + y)dxdy siendo D la region acotada por lasrectas y =z, y = —
D

z =1 barriendo el dominio D por franjas horizontales y por franjas verticales describiendo el
dominio utilizando desigualdades.

e Paracalcular laintegral por franjas verticales, los puntos <m, y) € R? cumplirdn

1.5
1 /
x{=1
ly=x 0<z<1
' —r<y<y
=L 0.5
0.5 y-=--X m\_\ =5y
o
=
-1 ot

1 =z 1 y=x
fl)f(x—i-y)dxdy—[j;(x—i-y)dydx—[ xy+y?y$dx_
z=1
g%’ +;+x —;]d:v f2x2dx—2§ IO:%

e  Paracalcular la integral por franjas horizontales, los puntos (x,y) € R? cumpliran

x=1
| 4/
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1

01 11 0 1
ff(m+y)dxdy:ff<x+y>dmdy+ff<z+y>dxdy:f£+yz: dy+f£+yx dy =
D —1—y 0y -1 2 T=—y 0 =y

0 2 1 2

=f1%+y—y?+y2 dy—l—[%—i—y—%—yQ dy =
_ v rl s2), (v 2 &) (v.s ¥ 2
_f§+y+7 dy+[5+y—7 dy = 54—;—1-?714— E—FE—?O———F——g

INTEGRAL DOBLE. CAMBIO DE VARIABLE

21 (a) Calcular 0(x,y) v 8(u,u) siendo T = u<1—v)
6<u,v) 8(3;73/) —
. . a(l‘, y,z)
(b) Calcula el jacobiano ,donde z =3s+t+4u, y=2s—t+u, 2=3s+1t—5u.
3(s,t,u)

Solucidn a)

Se pide calcular el jacobiano del cambio

x’y—(?_ 8__ —-v —u_ -
a(u,’u) 6_Z 8_5_ v U —u(l—y)+uv_u
ou Ov

Luego

3(u,v> 11

(x,y) 8<x,y) u
3(u,v)

Solucién b)
Se tiene que

J:M:ys’ y oy |l=2 -1 1|=15+8+3+12-3+10=45
!/ !/
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22

Calcula la relacion que existe entre las areas de Ry S que se muestran a continuacion
sabiendo que S es la transformacién de R mediante

u=x—y

V=T +y

Region R (plano XY) Region S (plano UV)

Solucidon

La proporcién entre las dreas es el jacobiano de la transformacion

6(z,y) =drea(R>-i 1

a(u, 1})

drea (5’) = drea (R) =2 drea (R)

23

Considera la region del primer cuadrante limitada por las curvas

2
y=a’, yz%, ry=2 axy=4

2

a) Calcula dzdyen funcion de dudv si u = x—, v =xy
Yy

a) Calcula el drea de la regidn utilizando las nuevas variables.

Solucién a)

Sabemos que dzdy = |J| dudv, siendo

7o Owy) 1
o(u,v)  O(u,v)
A(z,y)
Calculemos el jacobiano,
2
Ou,v)  |u C 37’
i = 7; l; = y y2 = —_— 3u
Ozy) |% o |, y

Por tanto,

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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——dudv

3

dxdy = ‘J‘ dudv =

El area de la regién se calcula mediante la integral doble

ffdxdy:ffp\dudvszidudv
4 - - 3‘u‘

Es necesario escribir las ecuaciones de las curvas que limitan el dominio en el nuevo sistema de
coordenadas para definir el nuevo dominio de integracion A*

2
y=z — uzl;y:% — u=5 xy=2 — ov=2 zy=4 — ov=4

Luego la integral quedara

1 FaR| 2
{IWdudv:[[m v=|log5

x>0
24 i
Determinar I = ff " dx dy, siendo D=1y >0
r+y <1
Solucién

N

El dominio en cartesianas es la regién

de la figura EE )

Hacemos el cambio de variable

0 0.5 1 15
T—yY=1u

rT+y=v

Calculamos el jacobiano del cambio

= O(z, y) = 1 = ! =— = dxdy= ldualv
O(u, v)  O(u,v) 1 —1 2
Nz,y) |11

. 1 -
La nueva integrales: [ = 3 ff e’ dudv

Siendo,
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v
u—|2—v20 \
D'= y_uz() D
2 U+TL:0 v—u=0
v<1
L ) 1 U

1 2 1 v 2
I—Effe dudv—gj;dv fﬂ}e du
D
Calculamos primero la integral del corchete:

vo—= - -1 -1
f e'du=\ve" —ve—ve =uvle—e

v

Sustituyendo se obtiene,

2

_ 1 _ _
Izl[e—e l]f vdvzl[e—e 1]1}_ =l[e—e 1]
2 0 2 2 4
0

INTEGRAL DOBLE. COORDENADAS POLARES.

25

Comprueba con el siguiente laboratorio como calcular el area comprendida entre dos
curvas en polares.

Caleular la integral de la funcién Pasos a seguir:
foxn)= pozeya 1. Representar ¢l dominio [ ver |
en el dominio del semiplan superior limitado por las curvas D
. ‘; rn ‘I'Uﬂ:n:(t])
rel 2o 1 : sloos 1 | 3. Plantear la integral iterada

Descripcién del dominio

ap sts A5

[2 | <v< [prrcosn |

2 scos(t | <rs |2 |

Pagina de acceso al laboratorio:

http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion multiple.html

y pulsar sobre el botdn célculo de integrales dobles en coordenadas polares. Explicacion de la

o .
herramienta MM | Vervideo|
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26

Pasar a coordenadas polares la siguiente integral y representa graficamente la region de

3/2 324942
integracion: [ = f f f(x,y)dyda;.
0 3r—a”

Solucién

El dominio de integracién es:

Dz{(az,y)/OﬁxSB/?, N3z — 22 §y§g—|—1&—x2}

Para representar el dominio consideramos las curvas

2

. _ 2 2 o .2 3 29
C: y=\N3r—z" <y =3x—= <:>[27 5 +y =2
3 o 31 9 31 9
C,: =S4 - ely-2| = el4ly-2| ==
2t YT [y 2] 4 7o) 71
El dominio de integracién es:
2+ 42 = 3y
1.5 4
45 0 15 45 6
2?4+ =3z
-1.5 4
En polares, teniendo en cuenta que
C: 2 +y* =3z =1’ =3rcosh = r =3cosf
C,: ?+y* =3y =r’=3rsenf =7 =3senf

se tendrd que la integral es:

7r/2 3sen @
1= f f rf(rcos(@),rsen(H))drdG
7r/4 3cosf
27 " . o .
Calcula, utilizando integrales, el drea interiora r = 3 y exteriora r = 3cosf.
Solucién

Las dos curvas que se deben considerar son la circunferencia de radio 3 y la circunferencia
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2
r = 3cos0 — 7% = 3rcosd —>$2+y2:3x —)[(1}—%] +y2:%

El drea se puede calcular mediante las siguientes integrales dobles

A= Lg/Z/Q}rdrdG +2f0”/2 j" rdrdf =
0

3cosf
| ——

mitad drea circulo rojo

2 2 N N

_Sm ([0 _cotol, om om_fore
0 2 4 4

Nota: Observar que el area pedida se puede calcular teniendo en cuenta que seria la del circulo
limitado por la circunferencia roja menos el area del circulo encerrado por la circunferencia azul:

9 277w
m——=—
4 4
28 3/2
Calcular la integral ff (1 + 2% + y2) dxdy siendo D, el circulo unidad.
D
Solucién

Si utilizamos coordenadas polares

27 1

[l 2= ] s o
b 0 0

(1 + 7 )5/2 - 27 (4\/5 — 1)

! ,\3/2
:27rf7‘(1+r) dr=m—— =
) 5/2 5

r=0

29

Dada la region del plano definida por

D:{(x,y)/x2+y2—2y§0}

Se pide calcular el valor de la integral de la funcion f(:c,y) = —ye" sobre la regién D.
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Nota: Deberds hacer el planteamiento a mano vy resolver las integrales con Matlab utilizando
calculo simbdlico.

Solucién

El dominio es el interior de la circunferencia de centro (0,1) y radio 1

-2 -1 0 1 2

2
Py - =0e2"+(y-1) =1
Pasando a coordenadas polares su ecuacion es

r? —2rsenf) = 0 < r = 2senf)

La descripcion del dominio es
0<o<m
0<r<2send
El valor pedido es

7 2senf
—r?senf e drdo

0 0

Para calcular este valor hay que escribir el siguiente cddigo Matlab

syms r t

double (int (int (-xr"2*sin(t) *exp (r*cos(t)),r,0,2*sin(t)),t,0,pi))

El resultado que devuelve el programa es: -3.5510

30

Sea D la regién del plano del primer cuadrante encerrada por la circunferencia de centro
(R, 0) yradio R, bajolarecta y = x. Se considera la integral fff(as,y)dA.
D

(a) Escribe las integrales iteradas en los dos 6rdenes de integracion (dz dy ¢ dy dz )

(b) Escribir la integral en coordenadas polares.

(c) Escribir el cédigo Matlab para calcular la integral del apartado 2 en el caso en el que se

considere f<:1:,y> = ye" .

Solucidn a(
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y=2
i (w— RP+y’ = /2
;
(R.0)
R 2 op B (o)
fff(x,y) dA = f f(x,y)dydz + f f f(fv,y) dydzx
D 0 0 R 0
R R+R*—y?
[fsteafan= ] oo
D 0 y
Solucién b

Teniendo en cuenta que
2
(a:—R) +y =R &2 -2Rr+y + R =R’

r* —2Rrcosf =0 < r = 2Rcosf
Pasando a polares,

7/4 2R cos 6

fff(:v,y)dAzf f f(rcos@,rcosﬁ)rdrd@

D

31

Calcula el &reainterior a la circunferencia » = 3 cos 8 y exterior al cardioide » = 1 + cos 6
gue se muestra en la figura.

Solucién

La region a considerar es la que se muestra en la imagen siguiente
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to{—"

Los puntos de corte entre las dos curvas son

r = 3cosf 1
— 3cosf =1+ cosl — cos@z§:>

r=1+cosf
r =

Por lo tanto, el area, utilizando coordenadas polares, se puede calcular de la forma siguiente:

/3 3cosf /3 9 r=3cosf /3 )
dreafo f rdrd9:2fr— d6:f9cos20—<1+(3089>}d0
0 1+4cosf 0 2 r=1+cos 0
/3 /3 1 20
= f[ScosQQ—l—QCOSG} do = f 8-&—1—20059 do :

0 0

32 . y - 2, 9
Calcular el drea de la regién plana limitada por 2z +¢* —4y <0 , y > —\/gx, z <0,

2* +y* > 4. Plantea las integrales a mano y realiza el calculo de las integrales con Matlab.

Solucion
El dominio D limitado por las curvas dadas en el ejercicio es la region sombreada de la figura

siguiente.

X+ (y-2) =4

X2+ y2 =4

Para calcular el area describimos el dominio en coordenadas polares, teniendo en cuenta la
expresion de las circunferencias que delimitan el dominio en polares:

P4yt —dy=0 — rP—drsenf=0 — r=4send
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El dominio D, es el conjunto de puntos (r, 6) que cumplen

0§0§3+%—2§ 2 < r <4send

[\)

El drea de D se puede calcular con la siguiente integral doble

2r
3 4dsenf

drea (D) = f f rdrdf
0 2
El cddigo Matlab para calcular esta integral es
syms r t

area=int (int(r,r,2,4*sin(t)),t,pi/2,2*pi/3)
double (area)

33

Calcular el area comprendida entre las dos curvas en polares 7 = 3senfl y r = 3cosf .

Solucién b) Calculando los puntos de corte de las dos circunferencias

r=3senf — r° = 3rsend — z° +y> =3y — 2” +

2
)
72 T

r=3cos — r* =3rcosf — 2* +vy° :3m—>[x—§

. . . 71'
El punto de corte, ademds del origen se obtiene para: 3senf = 3cosf — 6 = — . Para calcular
el area se divide la regién en dos:

iy , s , . .
- Regién 1: 0 varia desde 0 hasta Z , r varia desde O hasta la circunferencia morada
r = 3senf .

- Region 2: 0 varia desde % hasta g, r varia desde O hasta la circunferencia verde,
r = 3cosf

Como las dos regiones son simétricas:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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/4 3cosf /2 3send r=3cosf
a = f f rdrd@—}—f f rdrdQ—Qf 7’_ do =
0 0 w/4 0 2 r—0

w/4
:9f00829d0:9 14—1
8 4

Nota: Sin calcular integrales dobles esta area es el

34

Desde la pagina

https://www.giematic.unican.es/index.php/integracion-multiple/material-interactivo

realizar: Ejercicio 4: Propiedades del apartado Integral doble Definicion y propiedades.

V9—2?

o Dada la integral j f (a:Q + yQ)g/Qdydm
-3 0

(a) Realiza laintegral simbdlica utilizando Matlab
(b) Planteay resuelve a mano la integral en polares y obtén su valor de manera numérica
con la ayuda de Matlab.

Solucion:

(a) Para hacer la integral en simbdlico se debe escribir el siguiente codigo

sSyms x y
I=int (int ((x"2+y~2)"1.5,v,0,s9grt (9-x"2)),x,-3,3)
double (I)
%$152.681

(b) Se calcula la integral en polares.

y=v9—12" =9y =9—-2",y>0

=24y =9,y>0
2
0<o<mr
En coordenadas polares
L 2 o-”/j// 4 0<r<3

™

= I:fj(rQ)g/Zrdrdﬂz][]r4dr]d9:7r-r—;‘
00

0

f=Q (r, theta) r."4;
integral2(f,0,3,0,pi)

Nota: Para las siguientes opciones, se tendria
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T/2 &

~

I = fj(r2)3/2rdrd0 =
o W T o7 " 3
J— 4 J— J—
—41{rdrd9—augrﬂ—10

sSyms x y
I=int (int ((x"2+y~2)"1.5,vy,0,sqrt (9-
x*2)),x%x,0,3)

double (I)

f=Q (r, theta) r."4
integral2(f,0,3,0,pi/2) %76.340

syms x y
I=int (int ((x"2+y*2)"1.5,v,0,sgrt (9-x"2)),x, -
2 4

3,0)

double (I)

—4 f=Q (r, theta) r.n4
integral2 (£,0,3,pi/2,pi)
%$76.340

E_02

Dada la integral: j‘ QTfZ f(x,y)dyda; se pide:
0 _or—

a) Representar graficamente el dominio de integracién.

b) Escribir la integral usando coordenadas polares.
c) Calcular laintegral doble para f(a:,y) =1.

Solucién

El dominio de integracidn es el conjunto de puntos (m, y) del plano cumpliendo
0<z <2

—\2z — 2* §y§\/2x—x2

Teniendo en cuenta que

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2
y== 2z — 2 ®y2:2x—$2<:>x2—2x+y2=0<:><x—1) +y2:1

0 u
-1

se trata del interior de un circulo de centro (1,0) y radio 1. Para escribir la integral usando coordenadas
polares se tendrd en cuenta que la curva es

y? =2z —a? 1> =2rcosf < r=2cosb

y el dominio puede describirse como los puntos (0, r) con

_Top< ™
2 2
5 0 0<r<2cosf
-2
Por lo tanto, la expresidn de la integral en polares es
7/2 2cosf
f f f ('r cos 0, rsen@) rdrdf
/2 0

Calculando la integral para f(x,y) = 1 utilizando coordenadas polares

7/2 2cosf w/2 r=2cos0 w/2 w/2 1+ 20 /9
[ [ rarao= [ |= 0= [ 2c080d0= [2-—"=do=0| =

2 w/2
-m/2 0 —/2 =0 —/2 —7/2

Nota: Observad que esta uUltima integral es el drea de un circulo de radio 1, luego la integral obtenida

. 2
tiene que tener comovalor 7-1° =7

‘ INTEGRAL DOBLE. APLICACIONES

35

Considera Una placa tiene la forma de la regién interior a la curva de ecuacién

7’ +y2 —2x = 0. Su densidad en cada punto es igual a la distancia al origen. Escribir la
expresion que permitiria calcular la masa de la placa y el cédigo Matlab para representar dicha
regidon y obtener el valor de la integral.

Solucién

Se pide calcular

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Universidad de Cantabria



CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA 5 7

masa = j;fé(gv,y)d/l

donde D es el interior de la circunferencia z° +3y° =2z =0y 6(z,y> =2’ +9° . Pasando a

coordenadas polares
4y —22=0=71"—2rcosfd =0=r=2cosl

DE(T,Q) con —mw <60 <m, 0<r<2cost

5<rcos9,rsen0): r

A
e

Gira el punto rojo

Luego
/2 2cos /2 3
8 cos” 0
masa = r’drdf = —df
—‘!/‘2 ‘[ —L!/; 3

Nota: Aunque no se pide calcular su valor, se debe tener en cuenta que
cos’ @ = cos’ 0 - cosf) = (1 - sen2<9) - cos 0

/2

3
El valor de laintegral es masa = f wda = %

—7/2

36

Sean M,y M, , respectivamente, las masas de las [dminas D, y D, con forma circular

de radio R; sabiendo que la densidad de masa en un punto de la lamina D, es directamente
proporcional a la distancia del punto al centro de la [dmina, mientras que en la ldamina D, la

densidad es directamente proporcional al cuadrado de la distancia al eje OX calcular los valores
M yM,.

Nota: Utilizar la misma constante de proporcionalidad para las dos placas.

Solucidon

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



T1 B INTEGRACION MULTIPLE

Suponemos que la constante de proporcionalidad de la funcién densidad de masa es la misma en
ambas laminas, la denominamos k. Las ldminas tienen forma circular de radio R, se definen en
polares como

D1:D2:{(T,Q)/Ogeg%r,OgrgR}

Teniendo en cuenta la definicién de masa de una lamina y la funcidon densidad en ambos casos,
8,(x.) =kyJx* +37, 8, (x,y) =k)y?, resulta

R
3 3
2mkR
M, = ff& :vydA fdefk\/rcosé’—i—rsen@ rdr—27rk30: 3
2 i — cos 29 !
M, = [|6 (2y)dA =k 20d6 dr =k —| =
5 ff N (x y) f sen f -rdr f 1
D, 0 0 0
2 4 4
k[g_sen% R |knR
2 4 ], 4 4
37 _ . - ) .
Calcula la densidad media de la placa D definida por los puntos del plano interior a
2’ + 19> 4+ 2y =0 yexteriora 2> + 4> = 2 siendo la funcién de densidad 6(x,y) = 1 )
fL'Q +y2

Solucién

Se trata de calcular

j; 6<ar,y)dA

area(D)

densidad media =

2
donde D es la regién comprendida entre las dos circunferencias siguientes: z* + (y + 1) =1,

4y =2.

4y +2y=0
Los puntos de corte son (1, -1) y (-1,-1) ya que > 2 =g =2242y=0=>y=-1
4y =

Calculamos las dos integralres en polares teniendo en cuenta que
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4y +2y=0 r* 4+ 2rsenf = 0 r = —2senf
= =
o'ty =2 r’ =2 r =2

Calculando las integrales

T7/4 —2sen 0 T /4 \/5 (7‘(‘ — 4)

Lf&(m,y)dA:f i drdé?:—f(2sen9+\/§)d9:_

57/4 A2 57/4 2
Tn/4 ~25en0 7r/4
drea(D) = ff dA = f f r drdf = f (2 sen’ (0) - 1) o =1
D 5m/4 2 5m/4

Luego la densidad mediaes |d = —

38

Se considera la region del plano siguiente:

A={(my)/ 0sy<2, o<yl

a) Representa esta region graficamente y definela en el otro orden (si viniera definida como
x-simple, escribirla como y-simple, y viceversa).

b) Calcula el drea de A.

c) Supongamos que esta regidn es una lamina (sin grosor) de un material de densidad de
masa proporcional en cada punto a la distancia del punto al eje y = 0. Encuentra la masa

de la ldmina.

d) Calcula el valor medio de la funcién densidad en la placa y los puntos de la placa en los
que se alcanza este valor.

Solucidon
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2 2 2 2y
drea:ffdydxzﬁ o dreazf f dacdy:E
Yo te 3 0 "y 3

r
2

Teniendo en cuenta que la densidad es 6(x,y) = ky la masa es

2 2y 32
masasz&(:v,y)dA:f f ky dxdy = —k
D 0 2y 5

fo‘S("J”i‘/)dA 352k

drea :16/323

Se alcanza el valor medio en los puntos {(:c,y)/ — Q\E <z< Q\E , Y= g}

En laimagen siguiente se muestran coloreada sobre la placa la funcion densidad para k=3. La linea
azul serfa los puntos de la placa que estan a densidad media.

valor medio =

—
-

- Resolver con Matlab el siguiente ejercicio

a) Calcular el volumen del sélido H limitado por los planos coordenados y el plano
Zz=a—Y—=x

b) Representar el dominio de proyeccion del sélido H sobre el plano XY.
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Solucidon

Los puntos de corte con los ejes coordenados son (a, 0, O), <O, a, O) y <O, (),a). La proyeccion de

H sobre el plano XY es el interior del tridngulo de vértices (O, a, 0), (O, 0,0) % (a, 0,0).

a=2;
£i11 ([0 0 al,[a O 0O],'r")
%$E1 commando fill rellena del color indicado en el tercer

%argumento, en este caso seria rojo, el poligono de vertices
$(0,a), (0,0) y (a,0)

El volumen del sélido H es por tanto:
a a—r a—r—=Y a a—x
Uol(H):ff f dzdydx:ff(a—x—y)dydx
0 0 0 0o 0
Para calcular la integral se debera escribir el siguiente codigo:

a=2;
syms X y z

int (int (a-x-y,vy,0,a-x),x,0,a)

INTEGRAL TRIPLE

40

Calcular elvolumeny el centro de gravedad del sélido limitado por el cilindro 2z = 4 — 2”
ylosplanos z =0, y=0, y =6, z = 0, siendo la densidad constante e igual a k.

Solucidon

Definiciéon (Centro de gravedad).- Sea V un sdélido basico cuya densidad se expresa

mediante una funcién continua A = )\(x, y,z). Las coordenadas del centro de masas o

centro de gravedad (a:M,yM,zM) son medias ponderadas de la densidad
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fffz)\(x, y, z)dzdydz
_ v )
=

M

ff y N, y, 2)dzdydz
__v

z Y

) M
) f[fz)\(x, , 2)dzdydz

M M
Los denominadores representan la masa del sélido, M = fff Nz, y, z)dzdydz
v

9

z

La interseccion de z=4—2° con 2=0
serd x==+2.

La solucion z = —2 no sirve por estar
limitado por £ = 0, portanto 0 <z < 2.

dx,

V:fffsdxdydzzﬁ2[ﬁ)6[j;4Izdz]dy dx:j;Q\foﬁ[él—IQ]dy

6 2 2 2
[4—30 ]dy:[4y—x y} =24—6x,luego
0

por otro lado f
0

2

V:f2(24—6x2)dx:[24x—2x3} —48-16=132 = Masa—Vk = 32k
0

0
fffskxdxdydz
L=

32k

ha

fffs kzx alxalyalz:/{:j;2 foﬁ[f;xzxdz]dy dx:kﬂ)Qlj:)G(le—xJ)dy dr =
:foﬁ(llx—azg)dy:[éla:y—xgy}j =247 62" ;
por tanto fffskxdxdydz:kfo2(24:1;—6m3)d:1::k 12m2—gm4 2 = 24k, luego
0

X

32k 32k

fffskxdxdydz 2k 3
. = = =7 udl
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Como

ft)ﬁ[jrzzzdz]dy:f()ﬁ[S—éle +%$4]dy =

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

ff Sk:yda:dydz
. =

32k

[ wavayaz=1 [
[ (=)o

dx =

dx:kj:[foﬁ(zi—xz)ydy

j;ﬁ[jrﬁydz]dy

6

:18(4—:52);

2
Yy
2

(4—:1:2
0

3 2
4:5—%‘ =96k; es

0

Por tanto [ kyda:dydz:18kf02(4—x2)d:1::18k

decir

:ffsk::izg:dydz:?) 4l

Yo

ff Skzdxdydz
. =

32k

dx

J:fffS kzdmdydz:kj:[foﬁ[foz}Izzdz]dy

[84.772 +%xr1]y

2 6 4’
I:fffs k;zdxdydz:kj; j; [j; zdz]dy dx =
2 .
zﬁkf 8—4x2—|—£$4 dz =6k 8x—£$3+ix5 :%; z _8 udl
0 2 3 10|, ) ¢

41

CalcularJ=fff zdxdydz, siendo V la region limitada en el primer octante por los planos
v

t+y=2,2y+x=6 yelcilindro y* +2° = 4.

Solucidon

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Por estar la integral extendida solamente al primer octante en lo que respecta a los valores de z,

es decir z = £+/4 —y° Unicamente tomaremos el positivo, por tanto, tenemos:

J:ff dz dy f0+ 471/2de (1)
D

siendo D el dominio en el plano XQY limitado

R
Hi “\
A
1
il
ff

por las rectas

T+y=2,2y+x=6
Calculamos previamente la integral respecto de la variable z

2 Jr\ 47"J2 2
+1[4—y 4
f zdz
0

2

—Y

’

sustituyendo en (1) se obtiene

J:%[foz(ZLyQ)dy[ﬁﬁy?ydx]] siendo j;j?ydx :[m}j:jyzél—y;

luego sustituyendo queda

1 p2, 3 2
= —4y —4y+16)d
J 2fo(y y —4y+16)dy,

26
resolviendo la integral se tiene |J = E

INTEGRAL TRIPLE. COORDENADAS CILINDRICAS

42

Realizar los ejemplos que se muestran en las siguientes herramientas interactivas que se
encuentran en la pagina

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion multiple.html

Coordenadas cilindricas
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=apm 1= 4 | 2= 4 - LA - O - F
o - -
Elige:

43

Escribe el cddigo Matlab para representar el sélido cuyo volumen esté dado por la integral
siguiente en coordenadas cilindricas

71'/2 1 r

[ [ [rd=drdo

0 0 ¢4
El sélido que viene dado por la integral en coordenadas cilindricas se define de la forma siguiente,
0<o0<m/2
0<r<i1

7“4§z§7“

El dominio D en el que se proyecta el sélido es el interior de la circunferencia de centro 0 y radio
1 en el primer cuadrante

0<0<7m/2 0<z<1

—
0<r<1 0<y<~1—2?

y la coordenada z varia entre las superficies

sl [+ <2 ST 5o

Representando estas dos superficies el sdlido se encontrard entre ambas. Considerando la
ecuacién en implicitas de estas superficies,

2 2
z:($2+y2) —>F1(x,y,z):(x2+y2) —2=0

z=+2? +9° —>F2<m,y,z>:\/a:2+y2 —2z=0

El codigo Matlab es

Fl=Q@(x,Vy,2z) (x.7"2+y."2)."2-z

F2=Q(x,y,2) sqrt(x."2+y."2)-z
fimplicit3(F1,[0 1 0 1 0 1])

hold on

fimplicit3(F2,[0 1 0 1 0 1])

hold off

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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xlabel ("Eje x")
ylabel ("Eje y")

axis equal

Eje x 10 Ejey
44 . o , L .
(a) Se considera el sélido H cuyos puntos estan acotado inferiormente por la superficie
(L,Q +y2 5
z= — y son interiores a a z° +y° + 2° = e Este sélido tiene una densidad variable,

igual a la distancia de cada punto al plano z = 0. Plantea la integral para calcular la masa de H,
justificando la respuesta, y obtén después el resultado en Matlab.

Solucidon

Para calcular la interseccion tenemos que encontrar los puntos que verifican

2 =2 + 1 5 1
, = W+ ="=r=—

z —é =2 + y2 4 2
4
2 2 1
Secortanenlacurva z° +y° =1, 2= 5
El sélido H se describe como

(x,y) €D (circulo unidad)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

T T NS
[
“\'llnl-n-r-m L

Utilizando coordenadas cilindricas

0<6<2r 0<r<i1 e 2242
2 4
La masa sera
fffde ff 5/].’ rzdzdrd@-g
0 /2

El calculo con Matlab es
int (int (int(r*z, z, r*2/2,sqrt(5/4-r"2)),r,0,1),t,0,2*%pi)

Para obtener el volumen se debera calcular

jl;f /§_$2—y2 z? —I—y dA = ?‘Z /_—r 5 Tdrd9_$%1.8798

0

La aproximacion de la integral que da el volumen

27 1
— f /——r rdr do
0 0 2

mediante la suma de Riemann pedida es

m=8;n=4;

incr=1/m;

inct=2*pi/n; vt=0:inct:2*pi-incr; vr=0:incr:l-incr;
[T,R]=meshgrid(vt,vr);

f=(sqrt(5/4-R."2)-R."2/2) .*

sum(f(:))*incr*inct

Sol. 1.8464

45

2 2

inferiormente por z = (m2 + y2> /2.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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(b) Calcular el volumen del sélido H limitado superiormente por z* + y2 + 2 = 4 einferiormente
por z = (332 +y2)/2.

Solucién a)

El solido estd limitado por dos paraboloides

La curva interseccion es:

4

z=2—1" — ¢ o4y =

N 3
z:($2+y2)/2 zzz
3

Llamando D al interior de la curva proyectada sobre el plano XY

Dz{(m,y)/xQ—i-yz S%}

se tendrd que el sélido H es el conjunto de puntos (x, y,z) e R’ cumpliendo

2 2
(m,y)ED %SzSZ—xQ—yQ
En coordenadas cilindricas

2
(r.0.2) e R® 0<r< 0<6<2r %§z§2—7’2

2
J3

El volumen se podra calcular como:

/ 27 2— 2/x/§7r/227r
f f f dz df dr o V=4 f f f dz df dr (utilizando simetrias)
0 0 / 0 0 72/2

El cédigo Matlab es:

syms z t r
int (int (int(r,z,r"2/2,2-r"2),t,0,2*pi),r,0,2/sqgrt (3))

Apartado b)

El sélido esta limitado superiormente por una esfera e inferiormente por un paraboloide

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Y s
/4 L] 1T TR FII
’4!«;—',',','!_5 SO n'sgw, )
\\\“ ...‘ 'AA ",vl(l") 7
S ’

La curva interseccion es:

x2+y2+22:4 224 2% = z:_1+\/3
2 2 = 2 2 =1 2 2
z:(x +y)/2 z:(a: +y)/2 z° +y :—2—1—2\/3

Llamando D al interior de la curva proyectada sobre el plano XY

D:{(x,y)/x2+y2 S—Q—I—Q\/g}

se tendrd que el sélido H es el conjunto de puntos <m,y,z> e R?

con(ac,y)ED #gzgwm_ﬁ_y?

En coordenadas cilindricas

2
(r,6,2) € R® 0<r<v—242/5 0<6<2r %gzg 4—p?

El volumen se podra calcular como:

V=242 27 Ja—r? 2425 /2 Jar"
f ffrdzdedr o V=4 f f rdz df dr
0 0 /2 0 0 )2

(utilizando simetrias)

El cédigo Matlab es:

syms z t r
a=sqrt (-2+2*sqgrt (5))
volumen=int (int (int(r,z,r"2/2,sqrt (4-r*2)),t,0,pi/2),r,0,a)

double (volume)

46

Dado H la porcién de sélido del primer octante limitado por z = 2 + y2, z=4,z=y

, z =0, sepide
a) Escribir esta region en coordenadas cartesianas.
b) Calcular su volumen (no necesariamente utilizando coordenadas cartesianas).

Solucidn a)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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En la imagen se muestra a la izquierda el hdlido H y a la derecha la proyeccion sobre el dominio
XY

Xty =4 _--29
L
.
’ |\\
,/ 14 [
! ! \
’ | \
1 I \
| | \
! 0 A \
T T T T T T
2 -1 0 1 2 3 4
y N
\ 1/
\\ -1 /’
N ’
.
< y
~ /"
y=x  Ttepp--7

La expresién en coordenadas cartesianas es

H:{(x,y,z)€R3/OSxS\E,xSyS\M—xz,xQ+y2 §z§4}

Solucién b)

Utilizando coordenadas cilindricas,

H={(r02)/T<0<Z0<r<2:<z2<4
4 2
/2 2 4 2 4\ =2
volumenH:fffr dz dr d@z%f(élr—r?’)dr—gmj—z :1(8—4):7T
7/4 0 * 0

r=0
Nota: Se trata de la octava parte del paraboloide limitado por el plazo z=4.

o 2 4
1
volumen Hzgffj:r dz dr df =7
0 0 r
47
Hallar el volumen definido por 2z > +J2* +3°, 2° +¢y* +2° <9 .
Solucidon

= “ A

K0 1}"“‘"
iy

Para obtener el dominio, eliminamos la z entre las ecuaciones

22:x2+y2
$2+y2+22

9

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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3
resultando z° +¢° = %, que es la circunferencia de centro (0,0) y radio —

V2
Sean 2z, = 9 —(x2 + yz) y 2, = \/1:2 +9° . Para saber cual de estas superficies estd por encima

y cudl por debajo, tomamos un punto interior al dominio D, por ejemplo el (0,0), obteniéndose

2, =3y2 =0.

Por tanto z, > z, y el volumen vendra dado por
V= ff(zl —zQ)dxdy = ff[JQ—(:EQ +y2) — 7’ +y2]dmdy
D D

Por simetria en la frontera del dominio y en la funcién subintegral, ya que al cambiar x por —z
e y por —y ninguna de las dos cambia podemos escribir

vz4fo[\/9—(x2+y2)—Jx2+y2]da:dy

Siendo D' el cuadrante del circulo de centro (0,0) y radio

La integral se resuelve en

3
5

polares:
T =rcos 6 5
y =rsen 0 El nuevo dominio es: D" = { <r<-—; 0<0< 1’
J=r \/— 2

Y el volumen:

—4ff( — 7’ —r)rdrd@—élffr\/ﬁdrdﬁ 4ffrdrd9 A+B

D" Y
Calculamos las integrales Ay B:
9—1> =t* — rdr = —tdt
A:4ffr 9—r2drd9:4fﬂ/2d0f3/\5r 9 —r*dr = r:i—>9—g: =t wt=——

9
o o 0 \/5 2 2 \/5
—

r=0—-9-0=t"—=t=3

Primera integral iterada:

3/42 3/32
f r 9—7"2d7’:—f t*dt =
0 3

Segunda integral iterada:

2 3/42
3

:__[1_27

or ] 2‘%(2&—1)

Z0]:277

4f”/2d9:4[9]”/2 — 47

0

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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A=4f:r/2dﬂj;3/ﬁr 9—r’dr = —

%27‘-[1_2\/5} = —9%[1—2\/5] u.d.v.

2
B:—4ffr2drd«9=—4fmd9f3/ﬁr2dr=—4[9]”2 im_ 97
et 0 0 0o |3 . \/5'

Finalmente,

v=A+B=—gT7;[1—2\/§]—9T7;:%[2\5—2}:9w[2—\5] u.d.v

- Evalla ffmedV donde V es el sélido que estd dentro de 2z 4+ 3* =1, por encima del
H

plano z = 0 y por debajo del cono z* = z* + 4> .Nota: Plantea las integrales a mano v realiza el
calculo de las integrales con Matlab

Solucién

El sélido V es el conjunto de puntos del espacio que esta dentro del cilindro z? + 3> =1, por
2

encima del plano z =0 y por debajo del cono 2> =a® +4°. La figura siguiente muestra la

representacion del cilindro y el cono.

0.5

El sélido V se puede describir en coordenadas cartesianas (:c, y,z) donde(z, y) son los puntos del
circulo unidad y 0 <z <4/z® +* . Utilizando coordendas cilindricas, el sélido V se puede
describir de la forma siguiente

0<0<2r 0<r<i1 0<z<r
La integral pedida serd entonces

27 1 r

fffx2d‘/=fffr2 cos® 0 r dzdr df
H

000
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El cédigo matlab para calcularla es el siguiente:

syms r theta =z
I=int (int (int (r"3*cos (theta)”*2,z,0,r),r,0,1),theta,0,2*pi)
double (I)

E_02

Se considera el sélido H que ocupa la regién del espacio limitada superiormente
2

por z=3—2° —y* e inferiormente por z =1+ z° + y*>. Cada punto de H estd a una

temperatura dada por la funcién T (x, y,z) . Sea S la superficie frontera de H. Se pide

!
Vz
calcular la temperatura media del sélido H.

Solucién

El sélido H esta limitado por los dos paraboloides, el azul de la figura siguiente, S1, que tiene por

ecuaciéon z=1+z> 4y v el rosa S2 de ecuacién z =3 —z® —y?. Estas dos superficies

encierran al sélido H.

Para calcular la temperatura media del sélido H se debera calcular
T

totalen H . fffT(x, y’z>dv

T dia = =1
meat volumen(H) ff dV
H

Los dos paraboloides se cortan en la curva

z=3—a2> -4y

2 2 o
PRI =z +y =1 2=2

Por lo que la proyeccién del sélido sobre el plano XY es el dominio D, interior del circulo de centro
(0,0) y radio 1. Los puntos de sdlido H seran

(:1:, y,z) e R?, tales que (m, y) €D, z,<z< Zaup

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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volumen (H fffdv_ ff (200p — 220t ) 44 ff (30" o7 — (1407 +47))dd =

:cyeD a:yeD

. r=1
ff (2 — 27 — 2y2)dApaS;d0a27“Z(1 — r2)rdrd0 = 4%[% —%] =

(%Z/)ED polares 0 r=0

Para calcular la temperatura en H se tendrd que calcular la siguiente integral

2

— -y 2=3—2"—y’
z )= ([ Ty, L aelda = (2[) A=
v umen( ) f{ o zfyfeD 1+xf+y V2 ) a:fy{[) et

ff 2[\/3—x2—y2 —\/1+:B2+y2]dApasando7j[2rV3—r —2r\147? ]drd@—

(z,y)eD apolares 0 0

r=1

(3 2)3/2 (1+ 2)3/2

. ,

- :41[—23/2+33/2—23/2+1}=4—7r[—4\/§+3x/§+1]
3/2 3/2 3 3

=27 |—

La temperatura media es

4;[—4\/5+3J§+1] ) 4[—4\/5+3J§+1]

volumen(H ) T B 3

Tzlfotal en H

media

INTEGRAL TRIPLE. COORDENADAS ESFERICAS

49

Realizar los ejemplos que se muestran en las siguientes herramientas interactivas que se
encuentran en la pagina

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion multiple.html

Coordenadas esféricas
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Ver enunciado
)

50

Dado el punto (p, ¢,9> = [4,%,%] en coordenadas esféricas, escribirlo en coordenadas

cartesianas y coordenadas cilindricas.

Solucion

Considerando la expresion que relaciona las coordenadas cartesianas con las esféricas
T = psen¢ cosf

y = psenpsen

Z = pcos¢o

] que (x, y,z) = (2\/5,2\/5, 0).

se tiene sustituyendo (p, P, 9) = [4,5,2

Considerando estas coordenadas cartesianas y la relacién con las coordenadas cilindricas

T =rcosf
) 7r
y = rsenf se tendrd (r, Q,z) = [4,2,0].
2=z
51 . . . . : .
Describe en esféricas el sélido determinado por los puntos del espacio del primer octante
que son exteriores a z = 3(:1;2 + yz) e interiores a las superficies z = (a:2 + y2) y

4y + 2 =16.

Solucién

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Hallar la masa de la porcion del sélido limitado por z = /16 — 4z* — 497 y el plano z=0,
siendo la densidad en un punto de dicho sélido proporcional a la distancia entre el punto y el

plano z=0.

0<p<4, %Swé ogesg

s
4 )

52

Solucidon

La masa de la porcién de solido es
m= fff&(w,y,z)dV
H

donde 6(x, y,z) = kz eslafuncion de densidad (k es la constante de proporcionalidad) y Hes el

sélido limitado por z = /16 — 4z”> — 4%* y el plano z=0.

Utilizando coordenadas cilindricas

0<r<2
5(7",9,2)2/% H=10<0<27

0<2z<+16— 47
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La masa del sélido es

21 2 N16—4s° 2 2 g z=\16—4r"
m = kzrdzdrdd =Fk| | do — rdr| =
y o5

r=0

= kw} (16 — 4r2>rd7“ = kw[8r2 — 7“4]":2 = 16km
0

53

Una esfera de radio a esta situada de forma que es tangente al plano horizontal en el
origen y su didmetro esta sobre el eje OZ.

Plantear una integral triple en coordenadas esféricas para calcular el volumen de la esfera situado
sobre el plano z = a . Se escribirdn los limites de integracién, pero no se calculard la integral.

Solucién

Esfera en cartesianas:

2

4y +(z—a) =a

Relacién entre cartesianas y esféricas:

T = psen¢cosf

y = psen ¢ sen

Z = pcos¢

El volumen de la semiesfera que esta situada por encima del plano 2z = a, se calcula con la
siguiente integral triple:

27 7/4 2acos ¢

V:f[de:[f f p? sen ¢dpdedd

0 afcos¢g

Notese que la variacion de d) es 0<op<m / 4, por tratarse de la semiesferacon z > a.

54

Considera el cubo en esféricas dado por
H={(p.0,0)/ p<p<p,, 0,<0<0, ¢ <¢<¢}

cuya densidad de masa en cada punto es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
al origen de coordenadas.

Encuentra a mano las férmulas que dan el volumen de H, su masa y el valor promedio de la
densidad. Encuentra también el lugar geométrico de los puntos donde la funcién densidad
alcanza ese valor promedio.

Solucidon

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Py 0,

Volumen = [ dV:ffprSengb-dQ-dgb-dp:%(QQ—91)<cosq§1—cosqSQ)(pj—pf)
Jii 0 b 6
Py by O,
Masazf{f)\(x,y,z)dv:f}[fmc”/:‘{{ / %pQ senp-df-do-dp
Masa = k(02 — (91)(cosqb1 — (:05(]52)(/)2 — pl)
masa 3/4:(/)2 _p1) 3k

Densidad media = = - ~ =75 -
volumen (PQ _ pl) (p2 +p,p, + p1>

El lugar geométrico de los puntos donde la funcién densidad alcanza su valor promedio se obtiene
igualando la funcion densidad a su valor medio, es decir
it 3k N T Y
)\<$,Z/,Z): 2 2 2 = 3 2 - Tty +2 =
Py 2 (ol 4o, 40 3

(02 + 0, +07)

Concluimos que se trata de la esfera de centro (0,0,0) y radio =

3

14
16471
14477
1241
08 4o

P

55

Un sélido H estd formado por todos los puntos <x, y,z) € R? que estan dentro del cono

2 2
Tty y que ademds verifican 1 < z* 4+ ¢° + 2* < 9. Se pide:

w
|

a) Calcular el volumen de H.

b) Calcular la temperatura media sabiendo que en cada punto esa temperatura viene dada por

1
T(o2) = A+ 4P+ 2

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Apartado a)

Dado que H estd limitado por dos esferas y un cono, lo definimos en coordenadas esféricas
transformando a este sistema las ecuaciones de las superficies dadas. Teniendo en cuenta

{I:psengocose, y = psenysend, z= pcosyp },resulta
4y +S=1-pl=1—p=1;

Y+ =9-p’=9—p=3;

NS

— pCosp = p e
J§

Se define H es esféricas,

H:{(Mp, )eR3/0<9<27r 0<¢ g 1§pg3}

La integral para hallar el volumen de H sera

27 /3 /3

Volumen(H) = ff ]pQ sen wdpdpdl = Zjdﬁ‘ f sengodgo-],oﬂp =
0o 0 1 0 1

0

3
n 1 2 2
:27{'[ COS(,D] /3 :271-__6:&
) 2 3 3
la integral del numerador para calcular Tmedia SEra
e sen
I = f f p* sen pdpdpdf = fdﬁ f <’0d f
o 0 1 pcosep 1—|—p o COsy N1+ p

Hogl].(m_ﬁ):mgz(@_@)

= 27r[—log(cos cp)E/g .‘,/1 +p° r =27 [— log %
1

Apartado b)

Teniendo en cuenta la definicion de temperatura media sobre el sélido H ,

ff T (,,2)av f[fz\/1+x21+y2+z2 W

volumen de H - volumen de H

Tmedia =

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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La temperatura media sera

27r10g2(\/5—\/5) B 3log2(\/ﬁ—\/§)

2067 13

3

Tredia =

56

Se considera el sélido H limitado inferiormente por z =1+ 2(3;2 + yQ) y superiormente

por z =3 +2° + yQ. Este solido esta sometido a una temperatura variable, proporcional a la
distancia de cada punto al plano z = 0, con constante de proporcionalidad & = 1.2. Se pide

a) calcular la temperatura media del sélido.
b) Determinar los puntos de H que estdn a temperatura media.
Solucidn a)

Para plantear las integrales triples, definimos previamente el sélido en coordenadas cilindricas.
Sabemos que la variacion de la coordenada z es:

1+22° +9y")<2<3+2°+y — 1+27<2<3+7

Para saber cudl es la variacion de las coordenadas » y € en el plano XOY, hacemos la interseccién
de los dos paraboloides,

z=1+2z" +9°)

N $2+ 2:2
=3+ +y") !

Es decir, el sélido se proyecta en el circulo de centro (0,0) y radio T, = \/5

Por lo tanto, la definicion de dicho sélido es:

H:{1+2r2§z§3+r2, 0<r<+2, 0§9§2w}

Aplicando estos limites, el volumen es:

21 A2 3402 21 2 R
Vol = ff f rdzdrdf = ffr(? — 2r2)drd0 = 271'[7"2 — r_] =27
0 0 1422 0 0 4 =0
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La funcion temperatura es
T(z,y,2) =122 — T(r,0,z)=12z

y la temperatura media es

21 V2 3402 21 2 3,5
Temp = [[wa (1.22) rdzdrdf = 1.2[[[— 5 4+ 4 4r]drd0 =

27 7"6 7"4 T:\/E
= 1.2f — 2
A

o = 1.2?(—2+1+4)d0 =1.2-67
0

r=0

B Temp: 1.2.67

=3.6
" Vol 2w

Solucién b)
Los puntos del solido que estan a temperatura media son los que verifican

122=12-3=2=3
Con el paraboloide z = 3 + z* + y2 solo corta en el punto (0,0,3). Con el otro paraboloide,

3=1+22"+y") = 4y =1

corta en los puntos de la circunferencia unidad. Por lo tanto, los puntos a temperatura media
estan en un disco de radio 1, situado en el plano z = 3.

57

Se considera el sélido H en 2z >0 cuyos puntos son exteriores al cono
2 = 4<x2 + y2) e interiores a la esfera z” + y* + 2° = 16. Este sélido tiene una densidad
variable igual a la distancia de cada punto al plano z = 0. Calcula la densidad media del sélido.

Importante: Deberas hacer el planteamiento a mano y resolver las integrales con Matlab
utilizando célculo simbdlico.

Solucidon

El sélido se representa en la siguiente figura

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Para plantear las integrales triples, definimos previamente el sélido en coordenadas esféricas al
ser el solido el exterior de un cono e interior a una esfera centrada en el origen de radio 4. La
ecuacion del cono en coordenadas esféricas es:

2= 4(172 + y2) —  picos’ p=4p’sen’p —
1, 1
— — =1t — = arctg|—
1 g e ® g 5

El sélido H se describe en coordenadas esféricas de la forma siguiente

1
0<p<4 arctggggagg 0<60<2rm

Para calcular la densidad total, hay que tener en cuenta que la funcion densidad es
5(:v,y,Z) =z— 5([),90,9) = pCose

Hay que calcular

vol(H)z fffHdV =2f7r ’Tf ]pzsen@ dp dy do
* waf]

/2
f fpgsencp cos pdp dp db

0

m:fffH(S(x,y,z) dV:z T

1
arctg|—
s

— 6 =
Para hacer los célculos con Matlab se escribira el siguiente cédigo
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syms rho phi theta

vol=int (int (int (rho”2*sin (phi), rho,0,4),phi,atan(1/2),pi/2),theta, 0

»2%pi)

m=int (int (int (rho”3*sin (phi) *cos (phi) ,rho,0,4),phi,atan(1/2),
pi/2),theta,0,2*pi)

dm=double (m/vol)

$valor dm=1.3416

58

Calcular el volumen en esféricas del sdlido del primer octante que es interior a las
superficies z = \/41«2 +4y* y 2t + +22 =6.

Solucidon

Utilizando coordenadas esféricas

T = psen¢ cosf
y = psengsen f

Z = pcoseo

1
el solido es el interior al cono z = +/42? + 4y° de ecuacién ¢ = arctyg [E]

1
pCos¢o = \/4p256n2<b cos” 0 + 4p2sen2¢sen29 = pcos ¢ = 2psenp = tgp = 5

y la esfera de centro (0,0,0) y radio \/g es decir, p = \/8

7

El volumen, utilizando coordenadas esféricas, se calculara de la forma siguiente

1
arctg|—
/2 [2]JE 3p=Y6 ¢:mtg[1] 3/2
_ : _mel 2 6w, 1
i [ e apaot 512 o] ol |
0 0 0 p=0

Material de consulta
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Libro Interactivo. Parte Il Capitulo 5.

Laboratorios y Unidades didacticas con videos explicativos: enlace
Autora: Elena E. Alvarez

https://openstax.org/details/books/calculus-volume-3

Célculo Ill. Gilbert Strang y Edwin Herman. Publicado bajo licencia CC BY-NC-SA 4.0

2 Las imdagenes con marco color rojo estdn tomadas de este libro.
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https://proyectodescartes.org/iCartesiLibri/materiales_didacticos/Calculo_III_parte2/index.html
https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/integracion_multiple.html
https://openstax.org/details/books/calculus-volume-3

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

Ecuaciones de algunas superficies frecuentes

PLANO
Cartesianas

Az +By+Cz+ D=0

Paramétricas

x:xo—i—ual—i—vbl
y:yn+ua2+vb2
z:,zo—l—uag—i—vb3

N

TR

i

ESFERA
Cartesianas
2_,2

Pz

Paramétricas

T = Tsenucosv
Yy =rsenusenv

Z =TCOoSu

i
AN

B

i
P

g

T = hsen u cosv
Yy = Hsenusenv

zZ=5Hcosu

0<u<m 0<v<27

"Cc
LR
S
AP
S
A

R

<

e L

T
T

h
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0<u<2rm

1L ST TR LA S
= o L " _ "

== L
S e

~

SR
qﬁfﬂﬂiﬁ%&

T =2cosu
y =4senu
=

L
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T1

Z

1
CILINDRO HIPERBOLICO
1

CILINDRO ELIPTICO
a CosUu

2
2

Cartesianas
+

Paramétricas

y=2>b senu

xr

zZ="
Cartesianas
Paramétricas

86
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(wv) €D

x = 2coshu
y = 4senhu

zZ=

|

acoshu
bsenhu

\%

x
y
z
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CILINDRO PARABOLICO

Cartesianas

2
T
Z=—
a

Paramétricas

SR
AN
NS,
T G A
S
RSN
e

o2 S
“ 0‘ %

“’OQ&
S
S

SRS
P

S SRS
%‘;f.:to&’"“

{5

Cartesianas

2

z2:$2—|—y

Paramétricas

T = UCOSV
y=usenv 0<ov<2m,uel

Z=1U

T=u
y =
R :
a r=u, y=v, z=—, (u,v)€D
CONO

S

T
B
LEARR

LA
AL

ELIPSOIDE

Cartesianas

\]
[\
\]

Q|><
(V]
®'|‘<
[\)
m|t\:
[\e]

Paramétricas

T = asenucosv

= bsenusenv

<
|

Z =CCOSUu

T = 5sen u cosv
y = 3senusenv

z =2cosu
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PARABOLOIDE ELIPTICO

Cartesianas

Paramétricas

T = au cos v
y = busenv

2 = +u’

T = UCoSv

y=2usenv wuwel, 0<v<2r

2
Z2=1U

PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Cartesianas

Paramétricas

T = aucosh v
y = busenh v

2z = 44’

SR
SV 4NAN
LN
LRI
i

z = 3ucoshv

y=2usenhv wel, vel

2
Z=1U
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HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

Cartesianas

2 2 2
a b

Paramétricas

T = a cosh u cosv
b eosh x = 2coshucoswv

= bcosh usen v
Y y=4coshusenv —oo<u<oo 0<v<271
z = csenhu
z = 3senh u

HIPERBOLOIDE DE
DOS HOJAS

Cartesianas

2 2 2
x Yoz
2 2 2 AR
a b c T O e,
DA ] T2 ey
ORI
7 SRR

5 1
‘%‘:: bt

Paramétricas

T = a senh ucosv

y = bsenh usenwv

z = ccoshu
T = senh u cosv

y = senh u sen v

z = cosh u

—co<u<oo 0<v<2r

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



