Curso 2019-2020

E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion
Calculo |

Grado Ingenieria Mecanica

Prueba 25 de octubre de 2019

Dado el nimero complejo

1 20 ~1)-2 -0

5 — 4
33 — 3

calcular su expresion en forma bindmica y exponencial.

43

(26% -1)-2 _ T [2 cos [W] + 2isen [W] — 1} 2 1 (—z)

- 3 3
Z = - =

3V3 — 3 6o v
B (1 + Z\/g o 1) Ze ! (_Z> _ \/gegl 2 gy:67? _ ﬁﬁ%g %] _
N T N - 3 N

6e ¢ 6e ¢
=—ce =—COs|——|+—sen|——|1
3 3 12 3

(a) Deducir la expresién de la derivada de la funcion y = arcsen (:1:)

2 (b) Encontrar el valor de a para que se cumpla
log(1+ 2z )arcsen |az
og1+ 20)aresen o]

a0 e’ —1—3z

=3

Puntuacion: 2+3

(a) Visto en clase.

log (14 2z )arcsen (ax 2z ax
(b) lim ( , ) (o2) — lim da
z—0 63"’ —1—3z z—0 % 9

2

Por lo tanto a=27/4
Nota: Se ha aplicado que cuando x tiende a cero son ciertas las siguientes equivalencias

log (1 + 2:1:) ~ 2z
arcsen (ax) ~ ax

2
63‘”—1—3:1:m9i
2

Dada la funcién f(x) = /4 — 2z, se pide
3 (a) Representar la gréfica de la funcién y calcular su derivada enésima.

(b) Calcular el valor aproximado de v4'2 utilizando la diferencial y el polinomio
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de Taylor de grado 3. Acotar en ambos casos el error cometido.

(a) Se trata del arco de pardbola y* =4 —2z con y >0

1

Para calcular la derivada enésima de la funcién f(w) =4 -2z = (4 — 2:1c)5

se deriva sucesivamente la funcién

f'(z) = %(4 —~ 23;)% (~2)=—(4~ gx)’é
f'(e)=—(4- 295)7S

f"(z)=-3(4-2z)"

o | o

7

f4(z)=-3-5(4-2z)*

2n-1 2n-1

f<“(x):—3-5.....(2n—3)(4—2x) 2 :—(2n—3)!! (4—2x) 2

(b) Para calcular v/4'2 se considera a=0vy x=-0.1 ya que se se debe cumplir

% =12

Utilizando la diferencial

£(=0.0) = £(0) m dy = £1(0)-(~0.1) = £ (~0.1) ~ £(0) — £'(0)- 0.1 =2+ == = 2.05

El error de la aproximacién es

1"(e)

R (m) ="—"2? siendo c un punto intermedio entre 0y x
! 2!

En este caso

R (—0.1)‘ __or _or (-0.1<c<0)

2!(4_20)3/2 2.2

Utilizando el polinomio de Taylor de grado 3
f”(o) , f”l(o) ,

@(m)zf(())—i—f'(())m—k 5 x4 Y T
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1 1
z _; 2 B 275 3 zr 2 2
T(r)=2-2+—2 s+ —2 o' =22 4+
2 2 3! 2 16 64
2 3
T,(—0.1) =2 LU 08 O ) a0
2 16 64

El error de la aproximacién es

Rg(x):]d4—(‘c> !

2" siendo c un punto intermedio entre 0 y x
En este caso
15-0.1* 5-0.1

R (—0.1)‘ - 4!(4—20)7/2 < (0d<e<)

4 Halla el valor de a y b para que la recta tangente a la curva
az’y —be’ ™ =1+ sen (y2 — 1)

en el punto P(1,1) sea la recta y=1.

Derivando implicitamente se tiene
2axy + az’y'— 3be* * = cos (y2 — 1) 2y

Como la recta tangente en el punto P es y=1, su pendiente es 0, sustituyendo en la ecuacion
anterior x=1, y=1, y’=0 se tiene

204 —3b=0
Como ademas el punto P cumple la ecuacion de la curva se tendra
a—b=1
Resolviendo el sistema
20 —3b=0
a—b=1
la soluciébnes b =2, a=3
5 (a) Dada una serie zm:an cumpliendo que S, = sen [%] (n + 3) determinar el
n=1

caracter de dicha serie obteniendo, si procede, el valor de la suma.
(b) Determinar si son convergentes las siguientes series justificando la respuesta

s 2 o s (—3)"
DUEEIEES U o

n=1 n + 1 n=1 n n=1

<n+3):1imn+3

n—00 n

= 1. La serie es convergente siendo su

n—00 n—00 n

(@) lim S = lim sen [l

suma 1.
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(b) La primera integral no cumple la condicion necesaria de convergencia, no es
convergente. La segunda serie es divergente por ser la serie armonica. La tercera es

. . . — . -3
geométrica de primer término a = —-yrazonr=-—. El valor de la suma es
2

n -3
f:(_ |
2n+1 —~ 4 2 14

1+ 3
4
Prueba 6 de noviembre de 2019 — Opcién A

1 Dada la funcidn f(q;) = Leﬁz/g

J2r

(@) NotaSe pide obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el
punto a = 0.

(b) Considerando una distribucion normal de media 0 y desviacién tipica 1,
la probabilidad de que x esté entre a y b se calcula mediante la siguiente
integral:

P(a <z< b) :L]‘e"}/zdz

Escribir el codigo matlab para obtener el valor de P(O <z < 1) con los

primeros 8 términos de la serie obtenida en el apartado a). Utilizar el
formato largo

(c) Escribir el codigo Matlab para obtener una cota del error cometido en la
aproximacion del apartado anterior.

(d) Obtener el valor aproximado que devuelve Matlab para P(O <z < 1)

usando el comando int.

Solucion:
(a) Utilizando el desarrollo de la serie de la funcién exponencial

2 n
e*’”:1+x+%+ +—+ Z— ze€R
. n=0 '
se tiene que

f(x):Le*W:L 1—$—2+ 2’ +...+(—1)" z” +..| zeR

Jor Bl 20 2221 2"n!

(b) vy (d) Para calcular el valor pedido se tendra
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P(O<a~<1 Vr_]“f”¢pz_;L_Z'§é£:Qlf: 1 ii (_1y

ol on £ (zn + 1)2"n!

El codigo Matlab pedido es
format long
n=0:7;
n=(-1).™M./((2*n+1).*2.~n.*Factorial(n));
valorl=sum(an)/sqrt(2*pi)
syms u
valor2=double(int(exp(-un2/2),u,0,1)/sqrt(2*pi))

Soluciodn: valor1=0.341344743903117 valor2=0.341344746068543

(c) Elerror que se comete en la aproximacion es

1
o0, = iy
2 Dada la funciénf(:z:) = 3 j 3
T

(@) Obtener el desarrollo en serie de potenciascentrado en el punto a = 0,

que denotaremos por T' (m) , indicando dénde converge la serie a la

funcion.

(b) Escribir el cédigo Matlab para representar, junto con la grafica de la
funcion, la aproximacion que da la serie de potencias considerando los
ocho primeros términos no nulos del desarrollo en el dominio donde la
serie converja a la funcion.

(c) Escribir el cédigo Matlab para calcular f (1.5) -T (1.5).

(a) Utilizando el desarrollo de la serie geométrica,

N i " =l—z+4+2" 4.+ (—1>n " +...= g(—l)n z"
se tiene

1 00 n 3n o0 n 3n+1
Ot R P R

_|_7

8

3

— <11¢$‘x‘<12

(b) El codigo Matlab para representar la funcion y la aproximacion sera

x=-2:0.1:2;
s=0;
for k=0:7;

s=s+((-1)"k*x . ~N(3*k+1))/8"(k+1);
end
plot(x,x./(8+x."3),x,s)

Pag. 5




E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Curso 2019-2020
Grado Ingenieria Mecanica Calculo |

0.5

-0.5F

(c) Para calcular el valor pedido el cédigo Matlab podria ser

format long

x=1.5; f=inline("x./(8+x."4)");v1=F(X)
k=0:7;ak=((-1) -"k.*x_."(3*k+1)) ./8_"(k+1);v2=sum(ak)
v1l-v2

Prueba 29 de noviembre de 2019

1 (a) Calcular el drea bajolacurva y =z + 1 en el intervalo [1,3] utilizando la
definicién de integral definida considerando una suma de Riemann con una
particién regular en la que se toma el punto medio de cada subintervalo.

(b) éEsintegrable la funcion y = ‘sen :z:‘ ? Justifica la pregunta.

(c) Calcular las siguientes integrales

s sen(x) 2 sen(log(a:))

(@) Se considera una particién regular del intervalo [1,3]

Am‘zg czl—i—ﬂ—i—(i—l)Aaj:l—i— i—l]Aaj 1=12,....,n
n ' 2 2
: o W P R I O B FAE I
;f(‘%)Afﬂ— ; 1+ z—;]Az—kl ;_; 24 i 2]n]n
4 dgl 2 B n(n—{—l) 4 9
IR T i e e

Tomando limites cuando n tiende a infinito
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] L n<n+1> 4 9 B B

1

(b) La funcién y = ‘sen ac‘ es continua en cualquier intervalo [a,b] por lo tanto es integrable en

cualquier intervalo de la recta real.

3 sen(a:)
f—dx = 0 por ser la funcion integrando impar.

(C) h= 2’ + 72" +1
-3
2 sen log log2 Lo
[ ( ) dx ;:10{%? { sen (t) dt = —cos (t);;log2 = —cos (10g 2) +1
It=—dz
JII:lit:O
1=2—t=log2

(a) Calcular el drea de los dos trozos en los que la circunferencia z* + (y + 1) =2

divide a la circunferencia z° + y° = 1. Representar graficamente las regiones.

(b) Calcular el valor medio integral de la funuonf( ) ?;x +95 en el intervalo [-
+ 2’

1,2].

(a) Se trata de dos circunferencias, la primera centrada en el punto (0, -1) y de radio \/_ yla

segunda centrada en el origen y de radio 1.

El drea de la regién sombreada es:
1 1 1
:2f[\/l—a:2 —(\/271-2 1)de =2 [Vi—stds—2 [\2—stdr+2=
0 0 0

y
r=sent

=2 sent

dz=cos tdt dz:\/i cos tdt
zzOHt:?r r=0—1=0
r=lot=7 a=1—t="

4
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3 T
1+ cos2t 1+ cos2t
2*0[7 dt—2-2{ ——dt+2 =

+2=

T 71'
——2——142=1
2 4
t=0
El drea de la otra regién encerrada por las dos curvas seria el area del circulo unidad salvo el
area calculada

A=m1-1=71-1
(b) Elvalor medio es

1 23x+5d 17

3z 57 1
= T = — dx + —
2+1712+$2 Bf f

dr =
J 2+ 3J 2+2°
1
2 2 T
:1f 2x2dx+ > f \/5 2daz::
2J 242" 32,

X

V2
g 5 1
+ —=arctg [i] = —log2 + —=|arctg (\/5) —arctg [_ ]
NS N2) 2 32

1+

= %log (2 + :vQ):i

V2

3

(a) Justificando la respuesta, determinar los valores de x para los cuales es cierta la
siguiente igualdad

ar |21 -2
4

1 —
2 — cos (nm)——sen(nm) = f(x)

n

siendo f(x) la funcién 27 — periddica definida en [—’/T, ’/T] de la forma

L —rT<x<0
f(x)— r O<z<m

(b) Calcular el valor de 1

Calculamos el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(x) periddica de periodo
T=2r , w=1, p==x
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3

2

2
71'2—|—7T—
2

a :l]f(x)dx :l[jwdx+]xdx]:l
' T % 0 m

a = %zf@)cos (nx) dr = i ]:WCOS (nx) dr + L:fx cos (nx)dx] =

_ 1|msen (m:) - N xsen (m:) N coS (:Lm)} . _ 1 (—1)”2 -1
T n n n T n
=7 =0
b, = %]ﬂf (a:) sen (nz) dx = %[]: mSen (nm) dx + L:fa:sen (nw) d:c] =
_ 1 MIZO Ll Z Cos (n:v) N sen (an)] o _ l[ﬁ 1-— (—1)n . (1)nJ _ -1
7r n n n T n n
r=—m z=0

El desarrollo en serie de Fourier de la funcién es

(1) - 1]

Esta serie converge a los siguientes valores
S(:E):f(x) si x=2kn kEZ
S(m):z six=2kr kEZ
2
5 |

2

=21 = 0 m 21

(b)En el caso en el que x=0 se cumple

3r  &||=h) L 1
S(O)—%—i— > ( 7r>n2 ]cos(O)Esen(O) :g
ELA e W S N« S S S | o S SR
4T (1) 2 T (el 4 [F(2e-1) 8
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Prueba 4 de diciembre (con ordenador)
1 Se considera la funcion definida en el intervalo [0,7[] por f(z)= cosg

Se pide:

(a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcion f(z).

Puedes ayudarte de algin programa para obtener los coeficientes.

(b) Indica dénde converge la serie a la funcion justificando la respuesta.

(c) Escribe el cédigo que permitiria representar, en una misma figura, la

graficade f(x) en [(), 77] y sobre ella la grafica de las aproximaciones que

se obtienen utilizando los dos, cuatro y seis primeros armdnicos no nulos

de su desarrollo de Fourier. Indica el programa utilizado.

(d) Calcular el valor de C, y C_, del desarrollo complejo de la serie de Fourier.

a) Para obtener la serie de Fourier de senos, hacemos una extension periddica impar de f(z):

x
COS[E], O<z<m

g(z) =
x
—cos[;], —rm<z<0

La funcion g(z) tiene periodo 27 y es impar por lo que su serie de Fourier es,

g(x) = an sen nz

n=1

Como g(z) = f(x) en (0,7), la serie de Fourier de ¢(z) es la serie buscada.

El Unico coeficiente de la serie es,

17 2 7 T
b =— z)sen nxdr = — | cos—sen nxdx
" W‘/;g( ) W‘[ 2

Resolvemos esta integral,

iy

T
cos —sen nxdr =
0

cos (2n + 1)%

1

1 4n

2n +1

Por lo tanto, el coeficiente es,

2n —1

cos(2n—1)g
2n +1

" _;4n2—1
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Y el desarrollo de Fourier es,

T 8~ 1
COSEZ;;mSEHnZL‘, iEG(O,?T]

b) De acuerdo con el Criterio de Dirichlet, la serie obtenida representa a la funcion periddica
g(x) donde es continua, por lo tanto representa a f(z) en el intervalo (O, 71'], ya que g(z)

es continua en x = 7, pero tiene un salto finitoen z = 0.

Apartado con Matlab:

%representaciéon de la funcion
x=linspace(0,pi); y=cos(x/2);
plot(x,y, "k");grid on;hold on
N=6; %Numero de términos de la mayor suma parcial buscada
y=0;
for k=1:N
bk=k/ (4*k"2-1)*sin(k*x);
y=y+(8/pi)*bk;
end

plot(x,y):

legend(" funcion®, "aprox™)
axis equal;

hold off

2' Dada la funcién error f(x) = %je‘zdt , se pide:
T o

(a) Escribir la expresion que permitiria calcular el valor aproximado de f(2)

utilizando los diez primeros términos del desarrollo en serie de potencias
centrado en el origen. Obtener también el valor numérico aproximado
indicando el cddigo y el programa utilizado para calcularlo.

(b) Escribir el cédigo necesario para obtener una cota del error cometido en la
aproximacién del apartado anterior e indicar el valor obtenido.

(c) Obtener el valor aproximado que devuelve Matlab para f(2> usando el
comando int en formato largo. ¢En cuantas cifras decimales coincide este
valor con el obtenido en (a)?

(d) Obtener el valor aproximado de f<2) utilizando sumas de Riemann
considerando una particion regular de 20 subintervalos y como punto de
cada subintervalo el que se encuentra a la tercera parte de la distancia
entre los dos extremos del mismo. Escribir el cédigo y el programa

utilizado.
Nota: Extra a), b), c)
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(a) Se considera la serie de potencias de la funcién exponencia

o (=)' o (— n
e“’:zx—'# eftzzz ) Z< 1)'t teR

Se tiene que el valor pedido es

-t [era- g oLl 2 s 0T

La aproximacion por los 8 primeros términos no nulos sera

O

P (2n+1)n'

Este valor se puede calcular con Geogebra:

2n+1
a= Suma((—l}” : (2— n.0, ?) 2

2n+1)nl’ VT

— (0.8421590508

O con Matlab
format long
n=0:7;
an=(-1) .*n.*2_~(2*n+1) . /((2*n+1) . *factorial (n));
sum(an)*2/sqrt(pi)
%EN valor que devuelve es 0.842159050812784

(b) Como se trata de una serie alternada el error que se comete es menor que el valor

absoluto del término
frror] < 2 2 __
Jr (2:8+1)8!
format long

an=2*2"17/(sqrt(pi)*17*factorial (8))
% EI valor es 0.215772225416584

(c) Utilizando el comando int de Matlab
format long
syms X
double(int(exp(-x"2),x,0,2)*2/sqrt(pi))
%EN valor que devuelve es 0.995322265018953

(d) Utilizando la suma de Riemann el valor obtenido es 1.013822779964529

=0;b=2;n=20; incx=(b-a)/n;ci=a+incx/3:incx:b-2*incx/3;
f=inline("exp(-x."2)");
sum(F(ci))*incx*2/sqrt(pi)
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Prueba 9 de enero

3
Ty
2

a:2+

+ log?2

1 Dada la funcion f(z,y) = ylog[

Se pide:
(a) Utilizando la diferencial calcula el valor aproximado de f(1.1,0.9)
(b) Determinary representar el dominio de la funcién.

(c) Escribir el cédigo Matlab para representar la gréfica de f(x,y) enun

conjunto rectangular en el que esté definida. Representar sobre dicha
superficie el punto (1,3,(1,3))

(a) Calculamos la diferencial de la funcion en el punto (1,1)
F1.1,0.9) = fF(11) = £ (L1)(1.1-1) + £ (11)(0.9-1)

Teniendo en cuenta que
1
1,1)=log|—|+1log2=0
£(1,1) g[2] g

Para derivar la funcién se puede hacer directamente

, _ 1 35‘72"‘J($2 + yz) —2z"y gy +32%yt oy +3y°
s =y z’y ( + ) () e(e )
x? + y2

= f(11)=2

o tener en cuenta que

3%y B 2x

f(z,y) = ylog(a’y) — ylog (2> + ) +log2 = f.(z.9) = y =5~ —y———
'y "ty

Andlogamente

' . 2y 1 7’ (mQ +y2)—2x3y2 B
Ji/(x’y)— 08| 7| TV 3 2 -
r +y Ty ($2+y2)
x2+y2
3 2 2 ‘ 1
=log| = |+5—% = f(11)=log|=|=—log2
T +y T +y : 2
O también

f(z,y) = y(log (msy) — log(ac2 + y2>) +log2 =

3

ty

xQ +y2

. 2
jJi,(x,y)Zylog[ — ]—y =
’ Ty Tty

Por lo tanto,

F1.1,0.9) = fF(11) = £ (L1)(1.1-1) + £ (1L1)(0.9-1)
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F1.1,0.9) = f(1,1)+ £ (L1)(11=1)+ £/ (1,1)(0.9 1) = 0+ 2- 0.1+ log (2)- 0.1

(b) El dominio de la funcién es el conjunto de los puntos (x,y) del plano que verifican
Ty
>0, (2,y)=(0,0) & 2’y > 0,220, y=0
T +y
Graficamente se trata de los puntos del plano del primer y tercer cuadrante sin incluir
los ejes coordenados.

c) Escribiemos el codigo Matlab para representar la superficie en el dominio [1,2]x[1,2]
x=linspace(1,2,30);
y=x; [X,Y]=meshgrid(x);
Z=log(X."3.*Y./(X."2+Y . ~2))+1og(2);
surf(X,Y,2)
hold on
f=inline("y.-*log(x-"3.*y_ /(x."2+y_."2))+10og(2) ")
plot3(1,3,f(1,3), "*r")
Dada la ecuacién ze’ 4 ye** + z¢** = 0 se pide:
2 (@) Justificar si define una funcién z = f(x,y) diferenciable en las

proximidades del punto (0,0,0).
(b) Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie

ze’ + ye”* + ze* =0 en el punto (0,0,0).

(c) Calcular la derivada direccional de la funcién f(a:,y) en el punto (0,0) en la
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direccion que forma 120° con el eje positivo de abscisas.

Solucién:
(a) Laecuacién F(:r, y,z) = ze’ 4+ ye’* + ze* = 0 define implicitamente a una funcién
z= f(x,y) diferenciable ya que se verifica
e Elpunto (0,0,0) es un punto de la superficie, F(O7 0, O) =0
e las derivadas parciales
F (m, y,z) =e' + 32" Fu (m, y,z) = ze’ +e*
F: (21}7 y,Z) — 2y62z + 631:
son continuas en un entorno del punto (0,0,0)
e F(0,00)=1=0

(b) Teniendo en cuenta que
FZ' (:1:, y,z) =e' + 3z¢" = F; (0, 0, 0) =1
Fy’ (x,y,z) =ze' +e¥ = Fy (0,0,0) =1
F: (m,y,z) =2y + ¥ = FZ (0,0,0) =1
la ecuacion del plano tangente es:
F'(0,0,0)z + F (0,0,0)y + F(0,0,0)z = 0
r+y+2=0

(c) Comolafuncién z = f(x,y)es diferenciable

ooy E(0.00) oy E(00,0)
£(00)=- 7' (0,0,0) (0.0)=- 7' (0,0,0)
Por lo tanto
B E’(o,o,o) Fy’(0,0,0) -
vi(0.0)= F(0,0,0) F(0,0,0) =(-1-)

D,f(0,0) = (—1,1)°[COS [%ﬂ]’se" [Q?W]]

[l
|
\.P—‘
|
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S———
|
N | —
&
N——
[l
—_
|
o

(a) El potencial eléctrico en un punto (x,y) viene dado por V = log+Jz® +4° .

; Calcular la derivada direccional de V en el punto (3,6) en la direccion que va
desde ese punto al (2,4). Demostrar que la variacién del potencial en cualquier
punto es maxima a lo largo de rectas que pasan por el origen.

(b) Enlaecuacion x% + 149 % = x efectuar el cambio de variable
z Yy
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u=logx vzlog(y+ 1+y2)

- L, ., 0z 0Oz _
escribir esta ecuacién en funcién de 3— % 8_ y las nuevas variables.
U v

(c) Calcular un vector tangente a la superficie grafica de f(:r,y) = :nsen(scy) en el

punto P(l,w) que se encuentra en el plano vertical que contiene a la direccién
(0,1).
(d) Representar la grafica de la funcién z =1—2° — ¢ justificando la respuesta a

partir de la representacién de las trazas de la funcién.
(e) ¢Qué relacién existe entre el plano tangente a una superficie definida por la

funcion z = f(a:,y) en un punto P(a,b) y la diferencial en dicho punto P?

¢Qué representa geométricamente la diferencial de una funcién en un punto?

Solucién:

(a) Elvector que une los dos puntos es (-1,-2) se tiene que u = [ Como

FH

3 6 3 6] _[1 2
45745 15715

P16 P16

vv@w%{fx Y vV (3,6)=

xz+y2’$2+y2

la derivada direccional es

zwx&Q—VV@ﬁykig—EJ—[l2][\f \%J1;%__:f

Como hemos visto,
1
VV(m,y) = —x2 " y2 (m,y)

Por lo tanto la direccién del vector gradiente es la del vector (x,y), este vector es director de la
recta que pasa por el punto y por el origen de coordendas.

(b) Aplicando la regla de la cadena se tiene
0:_0z0u_0:1
Or Oudr Oucw

1 2
1+ 4 ty ty

0z 0z 0v _ 0z J1+9 _ 92 J14+9° 0z 1

8y 81183/ vy p 14y vy ity OV 144

) 0z 2 0z 0z 0z Y
Setieneque z— ++/1+y =r&s —+4+—=e
Ox By Ju Ov
(c) Setiene que
_ of _ of _
T = [O, 1,a—y(1,7r)] = (0, 1,—1) ya que a—y(x,y) = 1" cos (wy)
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(d) Se trata de un paraboloide

Las curvas de nivel son circunferencias  k=1—12" —9* < 2> +¢y° =1 —k siempre que k>1

t=k—z=1-k—v¢ y=k—-z=1—2" -k

(e) Visto en clase. En el resumen del tema de funciones de dos variables se puede consultar la
pagina 7.
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