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NOTA: En todos los ejercicios se deberd justificar la respuesta explicando el

procedimiento seguido en la resolucion del ejercicio.

Prueba 28 octubre de 2015

(a) Dadoz=-9 representa el hexagono T cuyos vértices son los afijos de
1 las raices sextas de z. Calcula la longitud de los lados de ese

hexagono.

(b) Representa en una misma figura los dos hexagonos siguientes:
e Hexagono T1: el resultado de trasladar el hexagono T una
unidad a la izquierda y dos unidades hacia arriba.
e Hexdagono T2: el resultado de girar T un angulo de 30 grados.

Apartado (a)

z=-9;

r=abs(z);
phi=angle(z);

k=0:6;
argu=(phi+2*k*pi)/6;
x=r"(1/6)*cos(argu);
y=r™(1/6)*sin(argu)
plot(x,y)
%Distancia

y(1)-y(6)
También se puede hacer:
z=-9;

phi=angle(z);
k=0:6;

w=abs((z2)M(1/6)*exp((phi+2*k*pi)*i/6);

plot(w)
%Distancia

abs(w(1)-w(2))

Apartado (b)

hold on

plot(x-1,y+2)
w=(X+y*i) . *exp(pi*i/6);
plot(real(w), imag(w))
hold off
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2

Considera la funcion y=log(2x-1).
(a) Escribe la expresion del polinomio de Taylor de grado n en el
punto a = 1 y el resto de Taylor.

(b) Dibuja la grafica correspondiente a los polinomios de Taylor de
grado 3 y 4 de esta funcion en un intervalo que contenga al punto
a =1 sin utilizar la herramienta taylortool para hacer la
representacion.

(c) Calcula el error relativo cometido al aproximar la funcion

. . . . 3
logaritmo por los polinomios anteriores en el punto x :E.

Nota: el error relativo es
valor obtenido —valor real
X =

valor real

(d) Si consideraramos el puntox=1.1, ¢se obtendria mejor o peor
aproximacion? ¢Qué resultado tedrico justificaria la respuesta
dada a la pregunta anterior? Enuncia dicho resultado.

Apartado a)

f'(x)= ] =2(2x-1)" - f'(1)=2
Fr(x)=(-1)(2x-1) "2 - f'(1)=-2"

(0 =(-1)(-2)(2x-1) "2’ - f'(1)=(-1)(-2)2’
Fo(x)=(-1)" (n-1)(2x-1)"2" = f"(1)=(-1)"" (n-1)12"

El polinomio de Taylor de grado n en a=1 es

T 1 B AT B T Y AT B Y
T,(x)=2(x- 1)—2—2!()( 1)’ +23—4!(x—1)3 e U (nn!_l)! 2 (x-1) =
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El resto de Taylor de orden n es:

_f(n+1(t) "
B 0=y Y
() m(ae-1) "o wa (F1)72 gy
R A P T T A

Siendo t un punto intermedio entre a=1y x.

Apartado b)

t3=inline("2*(x-1)-2*(x-1) ."2+8/3*(x-1) .~3")
t4=inline("2*(x-1)-2*(x-1) .~2+8/3*(x-1) .~3-4*(x-1) .~4")
x=0.6:0.1:1.5;

plot(x,t3(x),x,t4(x))

hold on

%Dibujamos la funciodn

plot(x, log(2*x-1),"r")

hold off

Apartado c)
(t3(372)-10g(2))/10g(2)

(t4(3/2)-10g(2))/10g(2)

Apartado d)

Se obtiene mejor aproximacion en el punto x =1.1. La justificaciéon tedrica para garantizar
que en el punto 1.1 se obtiene mejor aproximacion se debe al Teorema de Taylor.

TEOREMA DE TAYLOR: Si f es derivable n veces en el punto x=a y R, [ f(x):a]
es su correspondiente resto de Taylor entonces

lim————————= i [f ]
oa (- a)
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Prueba seguimiento 11 — XI -2015

(a) Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva y2 +5x = Xex(yfz)
1 en el punto (-1,2)

(b) Introduce el codigo Matlab para representar las curvas siguientes en una
misma figura:

Curva 1:
y25=¢"? xe[-4,6],y €[0,6]
Curva 2:

x(t)=acos(t)sen(t)
y(t)=acos(t)cos(t) te[0,27]

tomando 2 como valor de a.

Comentarios solucion:

e La derivaciéon implicita se explicé el 4 de noviembre (ver actividades
propuestas de ese dia y los ejercicios 1 y 2 de la préactica 5).

e La representacién grafica de funciones paramétricas se vio en la
practica 5 del 4 de noviembre. La curva 2 es el ejericio propupesto n°
3 de dicha practica. En clase de dudas del dia 27 de noviembre se
explico este ejercicio.

(a) El punto P(-1,2) es un punto de la curva: 2° +5(—l) = (_1)e-(2-2)

Suponiendo que esta ecuacién define implicitamente a y como funcién de x, la pendiente de la

recta tangente a la curva en P es la derivada en dicho punto. Derivando implicitamente:
2yy+5=e""? 4 xe’ ) (y -~ 2+ xy")

sustituyendo el punto P(-1,2) se calculara la pendiente de la recta pedida:

2:2y, +5=e"? e ¥ (2-2+(-1)y")
4y +5=1+y', =y, =-4/3
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(b) Codigo Matlab. Una posibilidad podria ser:

ezplot("5*y"2=exp(x*(y-2))",[-4,6,0,6]1)
hold on

a=2;

t=0:0.1:2*pi;

x=a*cos(t).*sin(t);

y=a*cos(t) .*cos(t);

plot(x,y)

Prueba 18 noviembre de 2015 Parte |

Nota: No se puede consultar ni apuntes ni la pagina de la asignatura
Dadas las ecuaciones paramétricas de la cicloide:
x=2(0-seno)
y=2(1-cosd) 0 <[0,4r]

d
(a) Calcula a mano la derivada &Y en 0= Z.

dx 4
(b) Escribe el cdédigo Matlab que permitiria representar con Matlab la
grafica de esta curva y la de recta tangente en el punto

(o)

Comentarios solucion:

Este ejercicio es el propuesto el dia 5 de noviembre en el cuaderno de
actividades del tema 2.

Dada la funcién f(x)=1log(1+x) y su desarrollo en serie de potencias

2 = (~1)"" X"
3 (D

=1 n

con radio de convergencia 1, se pide:

1
a. calcular con Matlab el valor aproximado de f(Ej mediante la

suma de los 50 primeros términos del desarrollo en serie.
b. ¢se podria obtener una aproximacién de Iog(3) utilizando esta
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serie? Justificar la respuesta.

Comentarios solucion:

Ver practica 6

Prueba 18 noviembre de 2015 Parte ll

Opcional (para subir nota)

Nota: No se puede consultar ni apuntes ni la pagina de la asignatura

(a) Obtener con Matlab las raices quintas del nimero complejo z sabiendo que

3 una de ellas es (1+i). Representar en una misma figura, el pentdgono que
tiene por vértices estos nimeros complejos y el que tiene por vértices sus
conjugados.
3£
8

(b) Calcular con Matlab el nimero complejo

oy

2e

Comentarios solucion:

Ver practical, 2y 3

4 Dada la funcion f(x)=+1+x, se pide
(a) Obtener a mano el polinomio de Taylor centrado en el punto 0 de grado
ly3.
(b) Para cada uno de los polinomios del apartado a), obtener con Matlab el
valor aproximado de f (X) =+/14+ X evaludndolos en seis puntos
cualesquiera del intervalo [0.1, 1].
(c) Calcula con Matlab la diferencia entre el valor de f (X) =+/1+ X en cada

uno de los seis puntos considerados y las aproximaciones obtenidas. ¢En
qué punto y para qué polinomio se consigue mejora aproximacién?
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Comentarios solucién:

Ver préactica 4 del 21 de octubre.

Prueba 20 noviembre de 2015 35 puntos
(a) Hallar las raices del polinomio p(X)=Xx*—6x>+43x* —54x+306
1 sabiendo que una raiz es X = 3+ 5i . Factorizar el polinomio.

(b) Obtener y representar el lugar geométrico de los nimeros complejos
que verifican |Z +3i| = |Z —3|

(c) Calcula (1_\/§i)10_(1+\/§i)10

Comentarios solucién:

El apartado a) esta realizado el 8 de octubre en clase, se trata del ejercicio
propuesto 10c) de la guia del tema 1.

El apartado b) es un caso particular del ejercicio propuesto 6¢) de la guia del
tema 1, se realiz6 en clase el dia 1 de octubre.

El apartado c) es idéntico al propuesto en el cuaderno de actividades del dia
28 de septiembre.

2 Dada la funcién f (X) =+/1-X, se pide:
(a) Escribir la formula de Taylor de grado n en el punto 0 de la funcién f.

(b) Calcular una cota del error que se obtendria al aproximar /0.5 por el
polinomio de Taylor de grado 2.

Comentarios solucion:

Este ejercicio es idéntico al resuelto niUmero 15 de la guia del tema 2 y esta
incluido en el cuaderno de actividades del tema 2 del dia 26 de octubre.
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3 (a) Calcular la derivada enésima de la funcion f (X) =sen (X) .

(b) Obtener la recta normal a la curva x+tg(1]=2 en el punto

43) |

Comentarios solucion:

El apartado a) es el ejercicio propuesto 10b) de la guia del tema 2, se realizd
en clase el dia 15 de octubre.

El ejercicio b) es similar al propuesto niumero 9 de la guia del tema 2, hecho
en clase el dia 9 de noviembre y a los ejercicios realizados en la practica de
ordenador del dia 4 de noviembre.

< 3n+2
4 (a) Dada la serie Zan ,sesabeque S, = .
ar 4n-1

a. ¢Se podria calcular la suma de la serie? En caso afirmativo
indicar su valor.

b. ¢Cumple la condicidon necesaria de convergencia? Justificar la
respuesta

0 2n
(b) Determinar el caracter de la serie Zarctg ——- |. Enunciar el criterio
32n+1

n=1
que se utilice.

n

(c) Calcular el intervalo de convergencia de la serie f (X) = g%
y, si fuera posible, el valor de f (4) y f (6)

Comentarios solucion:
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El apartado a) es similar al resuelto nimero 3 y al propuesto nimero 2 de la
guia del tema 2. Estos ejercicios se propusieron como actividades a realizar
el dia 5 de noviembre.

Apartado b)
Para calcular el caracter de la serie basta tener en cuenta que
2" )20 1(2Y
arctg 320+ ~ q2n+ - g 5

Aplicando el criterio de comparacién las series

S 2" ) 1&(2Y)

n=1

n

(2

Tienen el mismo caracter. Como —Z(—j es una serie geométrica de razén r=2/9 menor
n=1

0 n
gue uno la serie es convergente y, en consecuencia, la serie Z arctg [WJ también.
n=1

Este ejercicio es similar al ejecicio 4c) del cuaderno de actividades del tema
3 del dia 12 de noviembre

Apartado c)

Utilizando el criterio del cociente se tendrd que las serie sera convergente para los valores

X € R que cumplan que

(x-1
n+1)(n+2) 3"
L:Iim( ( n) <1
N (x-1)
n(n+1) 3"

Calculando el limite
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L lim n(n+1) 3" [x—4"" i nx-1 1
> (n+1)(n+2) 3" x-1" ™=(n+2)3 3

x—1

%|X—l|<1<:>|X—l|<3<:>XE(—2,4)

El radio de convergencia es 3.
El valor f (6) no puede calcularse porque el Teorema de Abel indica que en el conjunto

(—oo, —2) u(4, oo) la serie no converge. Sin embargo, este Teorema no establece si la serie

puede converger en los puntos x=-2 y x=4.

Ejercicios similares son los resueltos niumero 6 y el propuesto niumero 7 de
la guia del tema 3.

Para ver si converge en x=4 consideramos la serie f (4) = i né:;i; 3 = ZOO: n(n1+1) Y
n=1 n=1

1
por comparacién con la serie armdnica ZT se puede concluir que es convergente. Para
n=1

calcular su suma tenemos en cuenta que

Luego,

S,=a +a,+..+a, =
11 1 1 1 1 1 1 1
= = == | ——= ] == 1-
1 2 2 3 n-1 n n n+l1 n+1

lims, :Iim(l—i]:l = f(4)=1
n—>o n—>o0 n+1

El calculo de f(4) se hizo en clase el dia 9 de noviembre. Ejercicios sinilares
son los resueltos en el numero 5 de la guia del tema 3.

Pag. 10



E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacién Curso 2015-2016

Grado Ingenieria Mecanica Asignatura: Calculo |

Apellidos y Nombre: NUm:

Prueba 16 diciembre de 2015 Tipo A

Nota: No se puede consultar ni apuntes ni la pagina de la asignatura

1 Dada la superficie f(x,y)= —\/sen(x2 + y2)+ 4 se pide:

(a) Escribir el cédigo Matlab para dibujar la grafica de la funcién en

(b) Escribir el codigo Matlab para dibujar el plano tangente a la superficie en
el punto P(0,0,-2) junto con la recta normal a este plano en P.

(c) Calcular de forma aproximada el valor de la funcidon en el punto

(—0.1,0.3) utilizando la aproximaciéon que da el plano tangente.

Compararlo con el valor que da Matlaba f(-0.1, 0.3)

Apartado a)

Cdodigo Matlab:

[X,Y]=meshgrid(-pi/2:0.1:pi/2);
Z=-sqrt(sin(X."2+Y_."2)+4);
surf(X,Y,2)

Apartado b)

Se calcula el plano tangente y la recta normal

£(0,0)=-2
—-xcos(x* +y°

£, (xy)= (< +¥) S £,(0,0)=0

X 2 2 X
\/sen(x +y*)+4
—ycos(x* +y?

£ (xy)=—— (¥ +¥) S (0,0)=0
\/sen(x2+y2)+4

Plano tangente: z=1(0,0)+ f,(0,0)(x-0)+f,(0,0)(y-0) — 7=-2
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Recta normal: Como el plano tangente es horizontal la recta normal es el conjunto de puntos

de la forma puntos (0,0,1) siendo AeR.

En general, la recta tangente se obtiene como la recta que pasa por el punto (a,b, f (a,b)) y

tiene por vector director el perpendicular al plano tangente: n = ( f.(a,b), f, (a,b),—l) )

En este caso, seria

x=0+4t,(0,0) X=0
y=0+4f,(0,0) AeR — qy=0
2=1(0,0)+4(-1) 2=-2-1

Cdodigo Matlab para representar el plano tangente y la recta normal:

hold on

%Plano tangente
[X1,Y1]=meshgrid(-0.5:0.5);
Z1=-2*X1."0;

surf(X1,Y1,71)

%Para representar un segmento de recta tangente, basta unir
%dos puntos del eje Z, por ejemplo P(0,0,-2.6) y Q(0,0,-1.6)

plot3([0 0],[0 0],[-2.6 -1.6])

22 AN 2o

Apartado c)
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La aproximacién pedida se obtiene teniendo en cuenta que:

En este caso

f(a+Axb+Ay)~ f(ab)+f' (ab)Ax+f' (ab)Ay

f(-0.1, 0.3)~-2

El valor que da Matlab para f(-0.1, 0.3)~-2.0248

f=inline("-sqrt(sin(X."2+y."2)+4)" ,"x","y")
£(-0.1,0.3)

Puede consultarse la practica 8, del 2 de Diciembre, para ver ejercicios
similares.

2

Apartado a)

2 X2

. €
Calcular con Matlab un valor aproximado de J- 7
X
1

dx utilizando:

(a) una particién regular de 100 subintervalos donde el punto considerado
en cada subintervalo sea su extremo superior derecho.

(b) una particién regular de 100 subintervalos donde el punto considerado
en cada subintervalo sea el punto medio.

Para cada uno de los dos apartados se deberd escribir a mano la suma de
Riemann que se esta calculando.

2 2

Nota: [ dx~ 2.2306
X
1

100 AC

La expresion de la suma de Riemann pedida es: Z o AX siendo
i-1 G

X=E:E=—l— c, =1+i Ax i=1 2,...,100
100 100
Cédigo Matlab
n=100;
incx=1/n;

ci=1+incx:zincx:2;
f=inline(Cexp(X."2) . /(X M) " ,"x");
sum(f(ci)*incx)
double(int(exp(x"2)/x"4,1,2))
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Apartado b)
100 AG
La expresion de la suma de Riemann pedida es: z: AX siendo
i=1l Vi
Ax:g:iz—l— q=1+éﬁ+(h4)Ax i=12,..,100
100 100 2
Cdodigo Matlab
incx=1/n;
ci=1+incx/2:incx:2-incx/2;
f=inline(Cexp(X."2) . /(X "M) " ,"x");
sum(F(ci)*incx)
double(int(exp(x"2)/x™4,1,2))
Puede consultarse la practica 9, del 9 de Diciembre, para ver ejercicios

idénticos.
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NOTA: En todos los ejercicios se deberd justificar la respuesta explicando el
procedimiento seguido en la resoluciéon del ejercicio.
Puntuacién: Nota examen*10/3

Prueba 18 diciembre de 2015

X
1 (a) Calculary representar el dominio de la funcién f (X, y) =arcsen—— vy
X+Yy

las curvas de nivel de la funcién g(x,y)=e"

(b) Una funcién con derivadas parciales continuas tiene en el punto (1, 2)
derivadas direccionales de valores: 2 en la direccion al punto (2,2) y -2
en la direccidn al punto (1,1). Hallar el vector gradiente y calcular el
valor de la derivada direccional en ese punto en la direccidon del punto
(4,6).

(c) Demostrar que la derivada direccional maxima de una funcién de dos
variables con derivadas parciales continuas se alcanza en la direccién del
gradiente.

Comentarios solucion apartado a)

Pueden verse los ejercicios resueltos en clase de la guia del tema 4
siguientes: los ejercicios propuestos nimero 1 y nimero 162 y el resuelto
ndamero 1.

El dominio de f es el conjunto de los puntos (x,y) del plano que verifican

—X—y<X<X+Yy X+y>0

-1< <1 0
xry = —X—y2X2X+ X+y<0
X+y=#0 ysxsx+y y
X+y=0

—2x<Ly y>0 y >—X

0

—2X2>y 0>y y <—X

X+y=0

Es decir, la zona coloreada de marrdn en el siguiente grafico
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10
5 of 5
=10

Las curvas de nivel son hipérbolas ya que:

f(x,y)=C e¥=C>0 <o xy=logC (C>0)

Comentarios solucion apartado b)

Este ejercicio es analogo al ejercicio 8A de la guia del tema 4 que se realizd
en clase el dia 3 de diciembre.

Comentarios solucion apartado c)

Demostrado en clase el dia 3 de diciembre.

(a) Demostrar que la funcién z=yg(x2—y2), siendo g una funcidn

2 loz 1oz z

derivable, satisface la ecuacion — —+——=—
XX yoy vy
(b) Justificar si la funcion z definida implicitamente como funcién de X y
2 oz loz 1
de or z2+==,/y?—x* satisface la relacion x*—+=-—==.
yop X y oX yoy 1z

¢Qué condiciones deben cumplirse para que z defina implicitamente
una funcién de x y de y en un entorno del punto (X,,Y,,Z,)?
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Comentarios solucion apartado a)

Se puede considerar:  z=Yy g(u) siendo u=x*—-y’. Aplicando la regla de la cadena

7 =yg'(u) 2 = ya (- ¥") 2x
2 =g(u) +yg'(u)%u T =gy (e - v)(2y)
Sustituyendo en la expresién:
worty o Oy (ale ) ~2va e -y
=2yg'(x2—y2)+w—2vg'(xz—y2)=w&

Ejercicios similares se realizaron en clase el dia 11 de diciembre, ver, de la
guia del tema 4, el propuesto niumero 12 y los resueltos 7 y 8 del mismo
tema.

Comentarios solucion apartado b)

Derivando implicitamente, se tiene que:

—X 2
N 2_'-72
—X —X X
222, —— = - 7, = y
yZ_XZ 22
y
2 2
. . - X
Zzzyz y — Z =y—

/yz 2 y 27

Sustituyendo en la expresién dada en el enunciado se puede ver que no se cumple la
identidad.

Las condiciones que deben cumplirse son las hipétesis del teorema de la funcién implicita.

Ejercicios similares se realizaron en clase el dia 11 de diciembre, ver, de la
guia del tema 4, el propuesto numero 13.
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3 (a) Estudiar los extremos relativos de la funcién

f(x,y)=x>+3xy? —15x-12y
3
(b) Utilizando la definicidon de integral definida, calcular el valor de jxdx .
2

Nota: Zn:k = n(n+1)
Pt 2

Comentarios solucion apartado b)

Como la funcién es diferenciable, los puntos criticos son los puntos solucién del sistema:
fo(x,y)=3x*+3y?-15=0
f,(x,y)=6xy-12=0

Despejando de la segunda ecuacion, se tiene que y =—. Sustituyendo en la primera ecuacién
X

2 2
s V25— X“=4 —>x=%2
X2+(Ej _5_0 X4 4 5X2 O X2 5_ 25 16
X 2 =1 —Hx=%1

. 2 .
Los puntos criticos son entonces de la forma (x, — | con xX=%2, Xx=+1, es decir,
X

(21) (-2-1) (12) (-1-2)

Dado que
6x 6y .
H(x,y)= =36x* -36Yy° f.(X,y)=6x
(x¥)=lg, X‘ y w(%Y)
basta aplicar el teorema del hessiano para clasificar los puntos criticos.
12 6 . .
e H (2,1) = 6 12 >0, f, (2,1) =12>0, en el punto (2, 1) hay un minimo de valor
f(21)
-12 -6 .
e H(-2-1)= 5 10 >0, f (-2,-1)=-12<0, en el punto (-2, -1) hay un

méximo de valor f(-2,-1)
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6 .
e H(12)= 12 <0 , enel punto (1,2) hay un punto de silla
6 12 _
e H(-1-2)= 1 s <0 , en el punto (-1,-2) hay un punto de silla

Ejercicios similares se han realizado en clase los dias 7 y 11 de diciembre.
Pueden consultarse los propuestos en la guia de actividades del tema 5
correspondiente a esos dias.

Comentarios solucion apartado b)

Como la funcién f (X) =X es integrable, se puede calcular la integral de la siguiente forma

3

.[xdx =lim Z f(c

2 n—oo 4
considerando

f(x)=x Ax=""X ¢, =2+iAX

Es decir,

SN

nN—ow
i=1

= I|m{2+im}=2+l=
n 2

n—o 2

fuoc-m: e $20 5] a2 25

i N =

N | o

Este ejercicio se ha realizado en clase el dia 14 de diciembre. Pueden verse
también ejercicios similares en la guia de actividades del el tema 5
correspondiente a ese dia.
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NOTA: En todos los ejercicios se deberd justificar la respuesta explicando el
procedimiento seguido en la resolucion del ejercicio.

Bloque 2: 30 +9 puntos

1 (a) Calcula el valor medio de la funcién f (X) = 4—(X—1)2 en el intervalo
[0,3].

(b) Calcula la primitivade f (X) =log (1— Xz) que pasa por el punto (0,1)

Puntuacién: 5+5 puntos

Apartado a)
El valor medio es

,uzlj 4—(x—1)2 dx
30

Para calcular la integral, se hace el siguiente cambio,

sent:X—_1 - costdt:%
2 2
X=0—t=—2

X=3>t="2
2

2
1—@ =24/1-sen’t = 2cost

Se obtendria:

3

ﬂ=%j\/4—(x—1)2 dx:% T cos?t dt =% T Lroosaty

0 -7l6 -7l6 2

-z 3
6

7
:g{usenZt} 2 _g(£+0+% \/§j_4z+£

2 2 4] 9 6

Apartado b)

Se calculan las primitivas de la funcién f (X) =log (1— X2) integrando por partes:
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—2X
1-x° dx =xlog(1—x2)—I1_2Xz dx =

u=log(1-x*)—>du=

Ilog(l—xz)dx:
dv=dx ->v=x

:xlog(l—x2)+I(—2+l 2 Zjdx=xlog(l—xz)—2x+f(i+ijdx=

= xlog(1-x*) - 2x+log(f1+ )~ log ([1- x|) + C
Para que pase por el punto (0,1) se tendrd que cumplir que C=1, la primitiva pedida es

F (x)=xlog (1— xz)—2x+ log ([1+x]) —log (|1 x|) +1

2 (a) Dada la superficie Z=X \/X+Y¥Y

a.l Hallar la pendiente de la recta que es paralela al plano XZ y
tangente a la superficie en el punto P(1, 3,2).

a.2 Calcular la ecuacion de la recta tangente del apartado anterior

a.3 Calcular la derivada direccional de la funcidn en el punto (1,3) en la
direccion del vector que une los puntos (1,3) con (2,4).

(b) Sea la superficie z= f (X, y) definida implicitamente por
3 2 2 2
2°+zlog(X* +y*)+y* =8

Se pide

b.1) calcular las derivadas parciales de z en el punto (1,0)
b.2) la ecuacidn del plano tangente a la superficie en el punto (1,0)
b.2) la ecuacion de la recta normal a la superficie en el punto (1,0,2).

(c) Utilizando la diferencial primera obtener un valor aproximado de

\/eo'l +3cos(-0.2)

Puntuacién: 8+7+5 puntos

Apartado a)

a.1 Se trata de calcular la derivada parcial de la funciéon en el punto (1, 3)

0z — X 0z
_ = _— _1,3 =2
OX X+y+2‘/x+y ” 6x( )=2+

1.9
4 4
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a.2 La ecuacidn de la recta tangente es:

X=1+t
y=3 teR

z:2+gt
4

a.3 Como f es diferenciable en el punto (1,3) por tener derivadas parciales continuas, la
derivada direccional se calculard multiplicando escalarmente el gradiente por la direccién:

D, f (1,3)=Vf (13)-u

Como
0z y oz 3
— = 13)=—
oy 2x+y ay( ) 4
oz oz 9 3 1 1
Vi (L3)=| —(L3),—(1,3) |=| —,— = = =
()(8X()8y( )j (44} u(z 2]
se tendrd
Duf(l,g)_g.i+§.i:3\/§
4 2 4 42

Apartado b)

Derivando implicitamente

2

2°+zlog(x* +y*)+y* =8

se tendra:
2. ' 2 2 2X 2 ' 2
32°z, +17,log(X* +y*)+2——— =0 - 3.2’z +7 logl+2==0
X“+y 1
: 1
- z,(L0)=—=
X( ) 3
37’2 +z lo (x2+ 2)+z 2y +2y=0 —3-2%z +z logl=0
y y g y X2+y2 y y y g

— z;, (L0)=0

Plano tangente:
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2=2(L0)+ 2, (LO)(x-1)+Z,(1LO)(y-0) z=2—%(x—1)

Recta normal:

Se obtiene como la recta que pasa por el punto (1,0, f (1,0)) y tiene por vector director el

x=1—11
3

perpendicular al plano tangente: n= (—%,0,—1} , es decir y=0 AeR
2=2-1

Apartado c)

Se considera f(X, y): ex+3cos(y) , el punto (a,b)=(0,0) y Ax=0.1, Ay=-0.2 Se

tiene
of of
f(a+AX,b+Ay)z f(a,b)'i'&(a,b)AX'l‘a(a,b)Ay
Operando:
of e* of 1
—\XY)= —-—(0,0)==~
6X( ) 2,/e* +3cos(y) ax( ) 4
of -3seny of
—(X,y)= - —(0,0)=0
ay( ) 2,/e" +3cos(y) ay( )
of of 1 81
%' +3c0s(-0.2) ~ f(0,0)+—(0,0)-0.1+—(0,0)-(-0.2) =2+ —=—
BT+ 3005(-02) = £(0,0)+ 2(0.0)-01+ £(0.0)-(-02) =2+ 35 =

X
3 Dada la funcién F (X) = J-e_tzdt , se pide
0

(a) Escribir la expresién que aproxima F (1) mediante la suma de Riemann

centrada considerando una particion de [0,1] en 10 subintervalos

iguales.

(b) Escribir el cédigo Matlab para calcular el valor aproximado deF(l)

mediante la suma de Riemann del apartado anterior.
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(c) Escribir el codigo Matlab para representar F '(X) en [0,10].

Puntuacidn: 6 (apartados a+b)+3 puntos (apartado c)

Apartado a) y b)
Considerando

2 1-0 AX

f(x)=e AX=="—+ ¢, =—+(i—1)Ax i=12,..,10
10 2
se tendrj,
10 10 e—c.2
F)= f(c)Mx=Y.
= o 10
Para realizar los calculos en Matlab se debera escribir el siguiente cddigo:
n=10;
inc=1/10;
i=1:10;

ci=inc/2:inc:1;
sum(exp(-ci."2))/10

Apartado c)

2
Como f (X) =e " escontinua, aplicando el Teorema Fundamental del Célculo se tiene que

2

F'(x)=e"
El codigo Matlab para representar la funcion derivada en el intervalo [0,10] es
x=0:0.1:10;
plot(x,exp(-x-"2))

Bloque 1: Total: 35 + 16 puntos

4 (a) Dada la funcion f (X) =/1+3x

e Escribir el polinomio de Taylor de orden n centrado en el punto 0
de f(X).

e Utilizar el polinomio de grado 3 para dar un valor aproximado de
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f (0.3) estimando el error cometido en la aproximacioén.

(b) Calcula el desarrollo en serie de potencias de la funcion

f(x)=

> indicando su campo de convergencia.
—-X“+3x-2

(c) Calcular la suma de las siguientes series:

o[ 172

n+2

0 n 2n+2
z (_1) 32n—1

n=2

Puntuacién: 10+8+7 puntos

Apartado a)

f (x)=+1+3x

f'(x)=%(1+3x)_1/2(3) N f-(o)zg

f"(x):%(_?lj(uy)3(3)Z - f"(0)= ‘23;2

=333 Jermo ey s (o)=L
fiV(X)=%(_71J[_73J(_75J(1+3x)Z(s)“ S F(0)= (_1)‘(‘3;)4'(—5) 3*

£ (x) = (—1)(—3)(;5)...(2,7—3)( 13T (3) L 17(0)= (—1)(—3)(;_:,)...(2,7_3)
El polinomio de Taylor de grado n en a=0 es
1 n 11 (n
T,(x)=£(0)+ ! (0)X+ ! (O)Xz + ! (O)x3 +...+—f (O)x"
1! 2! 3! n!
E(X):1+§X—23—X2+1.33.3 x3+...+(_1) 13..(2n-3) o
2 2°.21 2° -3l 2" n!
. . 3 9, 27,
El polinomio de Taylor de grado 3: T3(x)=1+5x—§x t "

El resto de Taylor de orden 3 es:
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f(lv (t) \ _1'3'5.34 7 .
R, (x)= TR (1-3t)2(0.3) conte(0,0.3)

| 53 | 5-3°
<

27710°(143t)| 210

te(0,0.3)

Apartado b)

Descomponiendo en fracciones simples

f(x)

Utilizando el desarrollo de la serie geométrica se tendra:

LAl 15X e
3n:O 6n=0 2
- 7

1 13 13
X24+x—=2 x-1 2+x

31-x 61+§

2 si|x|<1 .
si

X<l
2

Apartado c)

> n+1

La serie Zlog [—Zj es divergente, ya que basta aplicar el criterio de comparacién por
= n+
n=1

paso al limite.

n+1 n+1 -1 = -1
log ~ -1= T -
n+2) n+2 n+2 ~n+2
= n+1
Ademas: Zlog — |=-
1 n+2
o0 0 2n+2
La serie Z(—l) P es geométrica con razon r=2/9 menor que 1, por lo tanto, es
n=2
convergente y su suma es
2
2
12
24[ 2)"_ ( 9) 16
=31 9 1.2 33
9
5 (a) Uno de los vértices de un hexagono regular inscrito en una

circunferencia con centro en el origen tiene por coordenadas el punto

( P(—l, \/§) . Hallar las coordenadas de los otros vértices y escribirlas en
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forma bindmica y en forma exponencial.

(b) Representar el conjunto de nimeros complejos z que verifican

7| >|2z-1].

Puntuacién: 10 puntos

Comentarios solucion a)

Los vértices del hexdgono son:
i {2—”+k£]
z2=2¢ '3 3 k=0,12,34,5

z, =2 cos[z—”+kzj+i5en(2—”+k£j k=0,12,34,5
3 3 3 3

2—”i . ,Zli
20:—1+\/§i:2e3 7, =-2=2e" 22:—1—\/§i:2e 3

z,=1-3i = 2 7,=2=2e" 7, =1+-3i= 20%"

Apartado b)
El conjunto de los numeros complejos que verifican |Z|2|22—l| son aquellos

Z=X+1y= (X, y) que verifican

X +ye > \/(Zx—l)z +(2y) & X +y? 242 —Ax+1+4y’ &

2
3x* +3y* —4x+1<0 < X +y2—%x+%30<:>(x—zj +y? —g+%£0

3
SRS
SIXx—=| +y* <=
3 9

Se trata del circulo de centro (2/3,0) y radio 1/3.

[
\ i g \“'-,I Re

|
) o |
‘ 1/3\ 2/3 )
S A

e -
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Escribe el cédigo Matlab para

(a) Calcular la parte real y la parte imaginaria del siguiente nimero
-\8 1+ 7zi
z :(1+\/§ |) e

Calcula también el nimero complejo w resultado de girar 120 grados el
numero z.

(b) Representar la grafica de la curva x® + 2x3y— y7 =2 junto con su recta

tangente en el punto P(1,1).

(c) Calcular la diferencia entre el valor de la funcion f(X)::eX y la

aproximacién que se obtiene con el polinomio de Taylor centrado en el
origen de grado 10 de la dicha funcién cuando x se considera los
primeros 20 numeros pares.

Puntuacién: 6+6+4 puntos

Solucion
%Apartado a
z=(1+sgrt(2)*i)"8*exp(1+pi*i)
real(2)
imag(z)
w=z*exp(2*pi/3*i)
%Apartado b
ezplot("XN6+2*xXN3*y-yN7=2")
hold on
ezplot("y-1=12/5*(x-1)")
axis equal
%Apartado c
X=2:2:40;
poli=1-X+x."2/2-x."3/6+x."4/24;
exp(x)-poli

Nota: En el apartado b hay que tener en cuenta que la recta tangente se calcula obteniendo
previamente su pendiente mediante derivacién implicita:
: . . 6X>+6x°
6X° +6X2y +2x°y '~ Ty’y'=0 > y'= ———— Gy
2xX° =Ty

, 12 12
yP:+€ rsy—1=+g(x—1)
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http://www.unioviedo.es/bayon/calculo/problemas-tema4.pdf

http://cvb.ehu.es/open_course_ware/castellano/tecnicas/ejer_resu_infini/ejercicios-
resueltos/tema-5-derivadas-de-funciones-de-varias-variables.pdf
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EXAMEN DE SEPTIEMBRE — PARTE |

NOTA: En todos los ejercicios se deberd justificar la respuesta explicando el
procedimiento seguido en la resolucidn del ejercicio.

Calificacion: 3 puntos ( puntos preguntas * 3/15)

1 La distancia del afijo z =X+ iy al origen es dos unidades mayor que su abscisa,
entonces:
(a) y*=4x+4

(b) |z|=2+Imz
(c) Las dos afirmaciones anteriores son ciertas

(d) Ninguna de las afirmaciones es cierta

Puntuacién: 1.5 puntos
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2 Elige la opcidn con los complejos que no pueden ser raices enésimas, para el

valor de n indicado, del mismo niumero complejo

(a) \/E(cos% +isen %j J2e"® para n=8

(b) 3(cos7—72r+ isen Z—ZJ 3e ™12 naran=4

(c) 277", 2™, paran=3
(d) Todas las opciones contienen complejos que son raices enésimas para el

n indicado, del mismo complejo.

Puntuacién: 1.5 puntos
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3

XZ

x> —6X+7

(a)

X

b -
(b) X2 +6x+7

X
x> +6x+11

(d) Ninguna de las anteriores

Puntuacién: 2 puntos
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4 Se supone que y=f (X) es derivable en un entorno de X=X, y se denota por

Ay = f(x, +Ax)— f(x,); el alumno A dice que dy(x,)= f'(x,)AX, el alumno
B asegura que dy(xo) sirve para aproximar Ay vy el alumno C afiade que eso es

A
porque f '(XO) es aproximadamente la relacion A_y
X

(a) Todos tienen razén
(b) Sélo A esta diciendo lo correcto
(c) By Cestan diciendo lo correcto

(d) Todos se equivocan

Puntuacién: 1 punto
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5 Si x e y cumplen x*(y+4)-2xseny =4, entonces

a) X=1e y=0 nocumplen esa relacion
b) latasa de cambio de y(x) respectode X en Xx=1, cuando y=0,es 8

c) esa relacién no es suficiente para saber cdmo varia y respecto de X en

el entorno del punto P(1,0).
d) Ninguna de las anteriores es correcta.

Puntuacién: 1.5 punto
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6 Cuando utilizamos el polinomio de Taylor de grado 1 de centro O de la funcién

f (x) =+/1+ X para aproximar el valor de /0.8 (utilizando el resto de Lagrange),

tendremos que:

(a) /0.8 ~0.95 con un error menor que 0.01
(b) +/0.8~0.9 con un error menor que 27°-0.3

(c) +/0.8~0.85 con un error menor que 2°°-0.03

(d) Ninguna de las anteriores

Nota: Se puede utilizar que una cota superior de la funcién g(t) = (1+t)_3I2 en

el intervalo [-0.2,0] es 15/8

Puntuacién: 2 punto
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7 Elige la opcidn que presenta la relacion correcta entre las parciales de la funcion
dada
(a) Funcion z(x,y)= L relacién yz, = xz,
1 2 ’ X y

log (x* +y*)
(b) Funcion z(x,y)=log(x* +xy+y*), relacién xz, - yz, =2

(c) Las dos opciones son validas

(d) Ninguna de las dos es valida

Puntuacién: 1.5 punto
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8 Si F (X) es una primitiva de f (X) , entonces G(X) =F (3X) €s una primitiva
a) f(3x)
1
b) =f
) 2H(x)
c) 3f(x)

d) Ninguna de las anteriores

Puntuacién: 1 punto
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3
El drea de la region del plano XY limitada entre x=0, X =§7z y las graficas de

f(x)=1+senx y g(x)=1-2senx es
3712

(a) j 3senx dx =3
0

7l2 3xl2
(b) f3senx dx — j 3senx dx=3+0=3
0

7l2

3712

(c) IBsenxdx— j 3senx dx=6+3=9
0 V4

(d) Ninguna de las anteriores es correcta

Puntuacién: 1.5 punto
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10 Sea z=f(u) unafuncién derivable dos veces. Si u=u(X,y) admite derivadas

parciales y se cumple
z,=-2,=f'(u) Z, =1, =—2,="f"(u)
elige una opcién posible para u(x,y):
(@) u=x-y
(b) u=x+y

(c) Las dos son posibles

(d) Ninguna de las otras opciones propuestas es posible

Puntuacién: 1.5 puntos
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EXAMEN SEPTIEMBRE — PARTE Il

NOTA: En todos los ejercicios se deberd justificar la respuesta explicando el
procedimiento seguido en la resolucidn del ejercicio.

Puntuacioén: 7

a) Calcular el desarrollo en serie de potencias centrado en el origen de las

funciones f(x)=1 ! y g(x):\/l—x indicando, en ambos casos, su

+x°
campo de convergencia.

b) Escribir el cédigo Matlab que permita, dado el punto x=0.1, aproximar
el valor de g(x)zx/m por los diez primeros términos de la serie de
potencias obtenida en el apartado a).

0 2n
(d) Determinar el caracter de la serie Zarctg ——— |. Enunciar el criterio
32n+1

n=1
utilizado
Puntuacién: 3.0 puntos (1.7+0.5+0.8)
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2 x2 + V2
Dada la funcién f (X, y) z—y, se pide
X+y+1

(a) Escribir el cddigo Matlab para representar esta funcién en un rectangulo
gue contenga al punto (1,3).

(b) Determinar el gradiente de f en el punto (1,3). Comprueba que el

gradiente es ortogonal a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

(c) Determinar la derivada direccional de la funcién en la direccidon que une
el punto (1,3) con el (4,7). En esta direccidn, éel valor de f aumenta o

disminuye respectoa f (l, 3) ?

(d) Escribir el cédigo Matlab para calcular un valor aproximado de
f (1.1, 2.8) utilizando la diferencial.

Puntuacién: 2 puntos ( 0.5+0.5+0.5+0.5)
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3 (a) Calcular el valor medio integral de la funcion f(x)= V4-x* enel

intervalo [0,1]. éSe alcanza este valor medio? Justificar la respuesta.
(b) Calcular la primitiva de f (X) =log (1— Xz) que pasa por el punto (0,1)

Puntuacién: 2 puntos (1+1)
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