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RESUMEN TEMA SUCESIONES

DEFINICIONES BASICAS

Existen muchos fendmenos que no se comportan de manera continua, sino que
necesitan un determinado tiempo para producirse. Por ejemplo, el crecimiento de
una poblacién se produce a intervalos regulares y los pagos a un banco se realizan
una vez al mes.

En este tema se introducen técnicas matematicas que permiten estudiar fenémenos
que se producen a intervalos regulares de tiempo en el que el concepto de
continuidad no tiene sentido.

¢Qué son?

Un conjunto de objetos ordenados mediante los numeros naturales. Si esta
coleccion es de numeros se dirA que la sucesibn es numérica. En este tema
estudiaremos las sucesiones de nimeros reales.

Cada uno de los elementos de una sucesién se denomina término.

Notacion:

A los términos de una sucesion se les designa del siguiente modo:
=l a a3 ay a5

(se lee “a sub uno” para el primer término, “a sub dos” para el segundo, “a sub
tres” para el tercero, ...)

Definicion: Podemos considerar una sucesion como una funcidén que asigna a
cada numero natural un niamero real
a
N—R

interpretando que & =a(1) a,=a(2) a;=a(3)

En general, el transformado de un namero n se designa por a, :a(n) y se
llama término enésimo (o también n-ésimo) de la sucesidon. La sucesion se

representa por (a,) 6 {a,} 6 {a,}",

Dos sucesiones {an} y {bn} son iguales si a, = b, paratodo n € N.

Una sucesion admite una representacion en la recta real y en el plano:
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—20 ~10 it 3 10 20
Recta real

{10

Dy * 10 20

Sucesiones monotonas

Definiciones:

A) Una sucesion ( an) se denomina monétona creciente si verifica:

<.<a <..

— "2 =73 n

esto es si se cumple a, <a, Vn € N

Si verifica a, < a, ., Vn € N, se llama estrictamente creciente.

B) Analogamente, una sucesion (an) se denomina monodtona decreciente si se

cumple

a, >a Vn € N

n+1

Si verifica a, > a, ., Vn € N, se llama estrictamente decreciente.

C) Una sucesion se denomina mondétona si es mondtona creciente o mondétona
decreciente.

=0,166867
=0,571429
=1.125
=1.777776
=Z.5
=3.272727
=4. 0853333
=4, 923077
=5.785714
D=6.66666?
ll=?.5625
12=8.4?D.588

—z0 ~10 ok 10 Z0
Recta real

Flano

aa_=2.5

1
z
3
4
5
3
7
g
9
dl

[ = O (R N« = = - - -

a,-a.=[1.777778 ) -( 2.5 )= -0. 722222

an=  |n*z/ints)
P . 4 i . 4
inicio | nMin E‘ 1 nMax E‘ 5 decimales E‘ 3

Applet Laboratorio Sucesiones
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Ejemplos :

e La sucesion -1, -2, 3, -4, -5, 6, -7, -8, 9 ... no es mondtona.

g . —1)" )
o La sucesion de término general (J,n = ( ) tampoco es monotona.
n

e La sucesion de término general a, = n es monoétona creciente y también

estrictamente creciente.
e La sucesion -1, -1, 0, 0, 1, 1, 2, 2 ... es mondétona creciente, pero no es
estrictamente creciente.

e La sucesion de término general a, = —n° es mondtona decreciente y es también

estrictamente decreciente.

- 111111111 , . .
e lasucesion — -, = — — — — — — ... es mondtona decreciente, sin embargo no

es estrictamente decreciente.

=0.166667
=0.571429
=1.125
=1.777776
=2.5
=3.2T72727
=4.083333
=4.923077
=5.785714
10 =6.666667
11 =7.5625
12 =§.470588

-20 10 o 5 10 20
Recta real

JLo

wa_=2.5

[ R R I I

L = <

a,-a, =(1.777778 ) -( 2.5 )= -0. 722222

an= |n*2,-"(n+5)
A | . A A ) A
inicio nMin E‘ 1 nMax E‘ 5 decinales E‘ ]

Applet Laboratorio Sucesiones

Nota practica:

En algunos casos, para probar que una sucesion es mondétona creciente resulta atil

probar que a, ., —a, >0 Vn € N y para sucesiones de términos positivos también

+1
se puede demostrar probando que se cumple:

a,
4l > 1 vYneN

a’n

Andlogamente, para las sucesiones mondétonas decrecientes se probara que

a,,1 —a, <0 Vn €N, obien, si es de términos positivos, que verifica

Q,
2+l <1 YneN

a7l

Teniendo en cuenta que una sucesion es una aplicacion de los nimeros naturales en
los reales, para ciertas sucesiones, se puede utilizar técnicas de célculo diferencial
para estudiar la monotonia. Bastara considerar la funcién resultado de cambiar n por

x en el término general de la sucesion. Si a, = f(n) y f'(:c) > 0 (respectivamente

f'(:(:) < 0) para z > n, entonces a, es creciente (respectivamente) para = > n, .
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Sucesiones acotadas

Decimos que un ndmero real k es cota superior de la sucesioén (a,) si verifica

a <k VneN

n

Se denomina supremo a la menor de las cotas superiores. Si el supremo es un
término de la sucesion se denomina maximo.

Analogamente, dicho nimero k sera cota inferior de la sucesién (a,) si verifica

k<a, VneN

Llamamos infimo a la mayor de las cotas inferiores. Si el infimo es un término
de la sucesion se denomina minimo.

Una sucesion (%) decimos que esta acotada superiormente si tiene alguna

cota superior. De forma analoga, diremos que la sucesion esta acotada
inferiormente si tiene alguna cota inferior.

Una sucesion (a,) decimos que es acotada si esta acotada superior e inferiormente.

cota inf.
a =13.38
—20 -0 A o 10 35 20 a,=4.17
‘ Recta real a, = 5.71
a.,=6.88
1 3
cota sup. ill?.DD a,-7.78
1
=8.5
cota inf. iIZ.SD Plano a,
a.= k]
a,= .58
a_. =10
pavabsdnaveid o =13.38 F
-i'l"!l"" o e
L0 -".-I .
.~ a,p = 10,67
" a,,= 10.594
- a,,=11.18
a =11.39
- e 20 A0 40 50 13
8.4 11.58
= 11.75
4, =119
an=  |{L5%n+L0}/ n+5)

inicio | nMin i‘ 1 nMax i‘ 35 decimales i‘ 2

Applet Laboratorio Sucesiones
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LIMITE DE UNA SUCESION

Decimos que el limite de una sucesién ( an) es L, y lo escribimos asi
lim a, = L o también a, — L

si es posible conseguir que | a. — L | sea tan pequefio como gueramos, sin mas que
n

asignarle a n valores tan grandes como sea necesario. Es decir,

lim a, =L & Ve>0 existeNOGNtalque|an—L|<€ Vn > N,

n—o0

La definicion anterior significa que si queremos que los términos de la sucesion se alejen
de L una distancia menor que ¢, lo podemos conseguir para todos los términos
posteriores a un cierto nimero natural No. Cuanto mas pequefio sea ¢ mas grande
habra que tomar el valor de Np.

La definicion anterior se lee “ limite cuando n tiende a infinito de q, igual a L”. También

se puede escribir

lim a, =L
pues n soélo puede tender a infinito.
Las sucesiones que tienen limite se denominan convergentes.
al!;=2.95

—5 0 5 10
Recta real

linite &f3.000000 epzilon J0.200000 zom 4
4
.
- o - »
L .
.
B
o 2 4 6 5
a, =3.540302
a, =2.791827
z Y
nMin 1
83:2.67DDD3 EI
a, =2.836589
+ nitax &[5
a =3.056732 4
55:3'

decimales il 3

an= |3+cns(n)/n

Applet Laboratorio Sucesiones
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Sucesiones divergentes

La sucesion (a_) tiende a infinito (co) si cualquiera que sea el nimero real k fijado,

n
por grande que este sea, podemos conseguir que los términos de la sucesion superen
dicho valor sin mas que tomar valores de n mayores que un ndmero natural Ng.
Simbdlicamente esto puede escribirse asi

lim a, =00 <« VkeR dN,eN talque a, >k Vn>N,

n—0o0 n

-20 -10
Recta real
N - - &
N PR S zoom 4
. Plano
! -
. »
.?
110 ot
"
. -
5 -
2 -
0 0o 10 20 30 40
1-10
al=2.62
a.=0.75
=4 : ry
nMin 1
33=U.03 EI
a,=2.04
4 ry
nllax 40
as=5.85 EI
a_ =888
5 decimales iIZ

an = n+i*cos(n)

Applet Laboratorio Sucesiones

La sucesion (a,) tiende a menos infinito (—oo) si cualquiera que sea el nimero

real k fijado, por grande que este sea, podemos conseguir que los términos de la
sucesion sean menores que —k, sin mas que tomar valores de n mayores que un
numero natural No. Simbdlicamente esto puede escribirse asi

lim a, =—-o00 & VkeR dN;,eN talque a, <-k Vn>N,
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Unicidad del limite: Si la sucesién (an) tiene limite, finito o no, este es Unico.

Demostracion:

Sea (an) una sucesion convergente y supongamos que tiene dos limites L; y Lo,

siendo L; < L,. A partir de un cierto valor ng, todos los términos de la sucesion
deben pertenecer, simultaneamente, a los entornos

Ly —&Li+¢e) y (Ly—e L, +e¢)

L, —L
lo cual es imposible en cuanto tomemos valores € < % .
L, L,
o | o |
b T I b | I
- +£ — 4=
Ll £ L1 L= L,

Sucesiones oscilantes

Existen otras sucesiones que no tienen limite, pero tampoco tienden a infinito ni a menos
infinito. Veamos algunos casos

Ejemplos: La sucesidon cuyos primeros términos son los siguientes

17 17 37 ) 57 l? 77"'
2 6

1
4
Esta sucesidon no es convergente, pero tampoco tiende a oo ni a —oo. Los términos
impares se hacen infinitamente grandes a medida que n crece. Sin embargo, los

términos pares tienden a O, para n suficientemente grande. Se dice que esta sucesion no
tiene limite o bien que su caracter es oscilante.

Ejemplos: La sucesién de término general a, = (—1)" - n, cuyos primeros términos son:

-1, 2,-3,4,-5,6, -7, 8,...

Los términos de esta sucesidon tampoco se acercan a un namero concreto. Tienden a
oo los términos pares y tienden a —oo los términos impares. Por tanto, tampoco

tiene limite.

Como conclusién, las sucesiones de los dos ejemplos anteriores se denominan oscilantes.

Resumen: Las sucesiones se clasifican seguin la existencia o no de limite en los siguientes
tipos:
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Convergentes tienden a un numero finito L

(tienden a oo
Divergentes {

No convergentes (tienden a - oo
Oscilantes
Propiedades de los limites: Si lim a, = a,y lim a, = a con a,b € R se cumplen las
n—o0 n—00

siguientes propiedades:

(1) lma, =a (2) lim ()\an> = \a
@  lim (a,b,) = ab @ lim&—% gp=0
n—oo' "M n—00 bn b

() lim (a, )b“ = o’ siempre que o’ = 0°.

n—o0

oo
813

. . 0 0
Indeterminaciones: o0 — o0 Ooco 1% 0 00

Teorema (Acotacion): Toda sucesion (a,) convergente es acotada.

Demostracion:

Para demostrar que una sucesion esta acotada, tenemos que demostrar que esta
acotada superior e inferiormente.

Si la sucesion (a,) es convergente, tomamos ¢ =1, entonces todos los términos de la
sucesion pertenecen, a partir de uno de ellos, al entorno (L-¢, L+¢); en
consecuencia. Consideramos el valor mas pequefio de los términos de la sucesion
que no estan en ese intervalo y de L-¢ Si llamamos m a ese valor todos los términos
de la sucesion seran mayores que m.

L

o
L T

#
m L-=£ L:E

Consideramos M el valor mas grande de los términos de la sucesién que no estan en
el intervalo (L-¢, L+¢) y el valor L-¢, es féacil ver que todos los términos de la
sucesion son menores que M.
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*
v
L —-= L +& M

En conclusion, la sucesion (a,) estad acotada, ya que hemos encontrado una cota
inferior (m) y una cota superior (M) de dicha sucesion.

Observacion: El reciproco del teorema anterior no es cierto: la sucesion 1, 2,1, 2, 1, 2,...
es acotada y, sin embargo, no es convergente.

Teorema (Weierstrass): Toda sucesiéon mondtona y acotada es convergente. Toda
sucesion mondétona y no acotada es divergente.

Convergente = Acotada Convergente < Acotada y Mondétona
Divergente = No acotada Divergente < No acotada y Mondtona
(No son ciertos los reciprocos) (No son ciertos los reciprocos)
Ndmero e

El nimero e es un ndmero irracional de gran importancia en matematicas superiores.

Podemos definirlo como el limite de la sucesiéon | 1 + —] .

n

Puede probarse que esta sucesion es monoétona y acotada por lo que aplicando el
teorema de Weierstrass se concluye que es convergente. El valor al que converge es
el nimero e.

Se trata de un numero irracional cuyas diez primeras cifras decimales son:
2'7182818284...

CALCULO DE LIMITES

Propiedades de los limites de sucesiones reales

Si lim a, =a,y lim a, = a con a,b € R se cumplen las siguientes propiedades:

n—o0 n—oo

Q) lim a, = a 2 lim (/\Cbn> = \a

n—o0 n—o0
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@  lim(ap,) = ab @  lim = % sib =0

5) lim (a, )b” = o’ siempre que o’ = 0°.

Indeterminaciones oo — 0o % a 0co 1 0° oo?
o0

Limites de expresiones racionales

Si se trata de una sucesion cociente entre expresiones polinébmicas, asi

P p—1 p—2
agn Jraln +a2n +...+ap

a’n

bn® + bnt ™t +b,nt T L+,

se resuelve dividiendo numerador y denominador por n¥ , siendo k el grado del polinomio de
menor grado. En resumen, se cumple que:

e Sip>q, lim a, = +oo (depende de los signos de ap y bp)

n—0o0 n

e Sip=q, lim a, = —

n—oo n

e Sip<gq, lim a =10

n—00 n
Limites de expresiones irracionales

Se resuelven multiplicando y dividiendo por la expresién radical “conjugada”.
Limites de la forma oc’, 0°, 1

Para calcular este tipo de limites se puede tomar logaritmos, de tal forma que:

lim a b, _ lim eb” loga, __ el}gg‘cbu loga,
n—oo n—00

Observacion: En el caso particular de que la indeterminacion sea del tipo 1 se cumple que

lim a, =1y lim b, = oo luego,
n—oo n—od
A lim b, loga, lim b,(a,—1
lim anb" = en—o = en— (1)
n—odo

Pag.10




